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摘要 设 G = (V, E) 是 2 (或 3)-边连通的简单图, 独立数为 α, 围长为 g, n = |V |. 若
下列条件之一成立: (1) 独立数 α < 3b g

2c(或 6b g−1
2 c); (2) 对 G 中任意含有 m = 3b g

2c(或
6b g−1

2 c) 个顶点的独立集 {v1, v2, . . . , vm} ⊆ V , 当 g 为偶数时,
∑m

i=1 dG(vi) > n + 4 (或

n− 11); 当 g 为奇数时,
∑m

i=1 dG(vi) > n− 2 (或 n + 1). 则 G 是上可嵌入的.
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1 引言

令 G = (V (G), E(G)) 为连通图. S ⊆ V 是图 G 的任意顶点子集. 若 S 中任意两个顶

点在 G 中均不相邻, 则称 S 为 G 的一个独立集; G 的最大独立集的顶点数称为 G 的独立

数, 记为 α(G), 或简单地记作 α. G 中 S 的邻集为与 S 的顶点相邻的所有顶点的集合, 记为

NG(S); 当 S 只含有一个顶点 v 时, 简记为 NG(v). 以 S 为顶点集, 以两端点都在 S 中的边

的全体为边集所组成的子图, 称为 G 的由 S 导出的子图, 记为 G[S]; G[S] 称为 G 的点导出

子图. G 的围长是指 G 中最短圈的长度; 长为 k 的圈称为 k 圈. β(G) = |E(G)| − |V (G)|+ 1

称为 G的 Betti数. A ⊆ E(G)为图 G的任意边子集. G \A表示从 G中去掉 A中的所有边

后所得到的图. 记号 c(G\A)表示 G\A中所有连通分支的个数; b(G\A)表示 G\A中所有

Betti 数为奇数的连通分支的个数. 若 T 为图 G 的一棵生成树, 记号 ξ(G,T ) 表示 G \ E(T )

中边数为奇数的连通分支个数. ξ(G) = minT ξ(G,T )称为 G的 Betti亏数,其中 min取遍 G

的所有生成树 T . 设 F1, F2, F3, . . ., Fl (l > 2) 为图 G 的 l 个子图, 记号 EG(F1, F2, . . . , Fl)

表示 G中两端点分别在不同的 Fi 和 Fj 中的边集 (i 6= j).设 F 为图 G的一个子图, E(F, G)

表示 G 中一端在 F 上而另一端不在 F 上的边集; 点 v ∈ V (F ), 若它为 E(F, G) 中某 k > 1

条边的端点, 则称之为 F 的 k-触点. 其它未解释的术语和记号均可参见文献 [1, 2].

图 G的最大亏格,记为 γM (G),是指 G可 2-胞腔嵌入的亏格为 k 的可定向曲面 S 的最

大整数 k. 因为 G 在任意曲面上的 2- 胞腔嵌入至少有一个面, 由 Euler 公式易得
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γM (G) 6
⌊

β(G)
2

⌋
,

其中, bxc 表示不超过 x 的最大整数. 若 γM (G) = bβ(G)
2 c, 则称图 G 是上可嵌入的.

图的最大亏格一直是拓扑图论中主要研究的问题之一 (参见文献 [3]). 自 Nordhaus等 [4]

引进图的最大亏格以来, 图的最大亏格及其上可嵌入性至今仍受到广泛的注意. 其中 Liu[2],

Xuong[5] 和 Nebeský[6] 给出了如下的关于图的最大亏格及其上可嵌入性的基本结果.

基本定理 令 G 是一个连通图, 则

(1) γM (G) = 1
2 (β(G)− ξ(G)), 且 G 是上可嵌入的当且仅当 ξ(G) 6 1;

(2) ξ(G) = maxA⊆E(G){c(G \A) + b(G \A)− |A| − 1}.
在早期的文献 [7]中, Kunda证明了所有 4-边连通的图都是上可嵌入的. 然而,在文献 [8]

中, Jungerman 证明存在 3-边连通而非上可嵌入的的图, 这就导致研究什么样的 t(t 6 3)-边

连通图是上可嵌入的. 目前, 已有很多文献研究图的上可嵌入性与图的相关不变量的关系,

主要结果可参见文献 [9–17]. 特别地, 文献 [9]证明了如下结果:设 G = (V, E)是一个 2-边连

通 (或 3-边连通) 的简单图, 若对于任何 uv /∈ E(G) 有

dG(u) + dG(v) > 2(|V | − 2)
3

(
或

|V |+ 1
3

)
,

则 G 是上可嵌入的. 进而这个下界是最好的. 本文在此基础上进一步研究, 得到如下结论:

定理 1 令 G = (V, E)为 2-边连通简单图,围长为 g,独立数为 α, n = |V |, k = b g
2c. 若

下列条件之一成立:

(1) α < 3k;

(2) 当 g = 2k 时, 对 G 中任意的独立集 {v1, v2, . . . , v3k} ⊆ V ,
∑3k

i=1 dG(vi) > n + 4;

(3) 当 g = 2k + 1 时, 对 G 中任意的独立集 {v1, v2, . . . , v3k} ⊆ V ,
∑3k

i=1 dG(vi) > n− 2,

则 G 是上可嵌入的.

推论 1 令 G = (V, E) 为 2-边连通简单图, 围长为 g, k = b g
2c, n = |V |. 当 g = 2k 时,

若顶点最小度 δ > n+4
3k ; 当 g = 2k + 1 时, 若顶点最小度 δ > n−2

3k , 则 G 是上可嵌入的.

定理 2 令 G = (V, E) 为 3-边连通简单图, 围长为 g, 独立数为 α, n = |V |, k = b g−1
2 c.

若下列条件之一成立:

(1) α < 6k;

(2)当 g = 2(k+1)时,对 G中任意的独立集 {v1, v2, . . . , v6k} ⊆ V ,
∑6k

i=1 dG(vi) > n−11;

(3) 当 g = 2k + 1 时, 对 G 中任意的独立集 {v1, v2, . . . , v6k} ⊆ V ,
∑6k

i=1 dG(vi) > n + 1,

则 G 是上可嵌入的.

推论 2 令 G = (V, E)为 3-边连通简单图,围长为 g, k = b g−1
2 c, n = |V |. 当 g = 2(k+1)

时, 若节点最小度 δ > n−11
6k ; 当 g = 2k + 1 时, 若节点最小度 δ > n+1

6k , 则 G 是上可嵌入的.

2 基本引理

关于非上可嵌入的图, 黄和刘 [10] 给出了下面的基本性质.

引理 1 令 G 为非上可嵌入的连通图. 则存在边集 A ⊆ E(G) 满足如下性质:

(1) c(G\A) = b(G\A) > 2;

(2) 对 G\A 的任意连通分支 F , F 是 G 的点导出子图;
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(3)对 G\A的任意 k > 2个不同的连通分支 F1, F2, . . ., Fk, |EG(F1, F2, . . . , Fk)| 6 2k−3;

特别地, 当 k = 2 时, |EG(F1, F2)| 6 1.

由引理 1, 可以注意到以下的事实:

事实 1 对 G\A 的任意连通分支 F , β(F ) > 1, 所以 F 中含有圈. 进而, |V (F )| > g, g

为图 G 的围长.

事实 2 |A| = 1
2

∑
F |E(F, G)|, 其中 F 取遍 G\A 的每个连通分支.

为了方便, 在下面遇到的非上可嵌入的图 G 中, 我们始终令边集 A ⊆ E(G) 满足引理 1

的条件和结论, l = c(G \ A), F1, F2, . . . , Fl 为 G \ A 的所有连通分支. 用记号 d(G\A) 表示

G\A 中满足 |E(F, G)| 6 3 的连通分支 F 的个数.

引理 2 令 G为非上可嵌入的图. 若 G是 2-边连通的,则 d(G\A) > 3; 若 G是 3-边连

通的, 则 d(G\A) > 6.

证明 因为当 G 是 2-边连通时, 有 |E(Fi, G)| > 2 (1 6 i 6 l). 记 x 和 y 分别为使得

|E(Fi, G)| = 2 和 |E(Fi, G)| = 3 的连通分支 Fi (1 6 i 6 l) 的数目. 由事实 2, 可得

|A| = 1
2

l∑

i=1

|E(Fi, G)| > x +
3
2
y + 2(l − x− y).

结合引理 1 (3), 整理得

2l − x− 1
2
y 6 2l − 3,

即 x + 1
2y > 3, 从而

x + y > x +
1
2
y > 3,

即 d(G\A) > 3.

当 G 是 3-边连通时, 则 |E(Fi, G)| > 3 (1 6 i 6 l), 于是可以相似的证明.

引理 3 令 G 是非上可嵌入的简单图, 围长为 g. 若 F1, F2, F3 为 G\A 中满足
|E(Fi, G)| 6 3 的 3 个连通分支. Ci 是 Fi (1 6 i 6 3) 中的最短圈. 则存在 Fi (1 6 i 6 3) 的

独立集 Ai ⊆ V (Ci) 满足下面的性质:

(1) |Ai| > b g
2c(1 6 i 6 3), 且

⋃3
i=1 Ai 是图 G 的一个独立集;

(2) 当 g 为偶数. 若 l = 3, 则 Ai (1 6 i 6 3) 中至多有一个 1-触点; 若 l > 4, 则 Ai

(1 6 i 6 3) 中至多有一个 2-触点或者两个 1-触点;

(3) 当 g 为奇数. 若 l = 3, 则 Ai (1 6 i 6 3) 中无触点; 若 l > 4, 则 Ai (1 6 i 6 3) 中至

多有一个 1-触点.

证明 记 Fi (1 6 i 6 3) 的最短圈为 Ci = v
(1)
i v

(2)
i · · · v(g)

i · · · v(1)
i . 下面根据围长 g 的奇

偶性分两种情形来证明.

情形 1 当 g 为偶数时. 首先, 取 xi ∈ V (Fi) (1 6 i 6 3) 是 Fi 中连接 Fi+1 的触点 (其

中当 i = 3 时, Fi+1 表示 F1); 若 Fi 中不存在这样的触点, 则任取一个触点. 对 1 6 i 6 3, 令

集合

A
(1)
i = {v(j)

i | j为奇数, 且 v
(j)
i ∈ V (Ci) \ xi},

A
(2)
i = {v(j)

i | j为偶数, 且 v
(j)
i ∈ V (Ci) \ xi}.
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因为 Ci (1 6 i 6 3) 是 Fi 的最短圈, 所以 A
(j)
i (1 6 i 6 3, j = 1, 2) 都是 Fi 的独立集, 而且

必成立

|A(1)
i | >

⌊
g

2

⌋
或 |A(2)

i | >
⌊

g

2

⌋
.

否则, 可以得到

g − 1 6 |V (Ci) \ xi| = |A(1)
i ∪A

(2)
i | = |A(1)

i |+ |A(2)
i | 6

(⌊
g

2

⌋
− 1

)
+

(⌊
g

2

⌋
− 1

)
.

又 g 为偶数, 整理即得

g − 1 6 g − 2.

矛盾. 于是, 不妨假设 |A(1)
i | > b g

2c (1 6 i 6 3). 由引理 1, |E(Fi, Fj)| 6 1 (1 6 i, j 6 3, i 6= j)

且 Fi (1 6 i 6 3) 是 G 的点导出子图, 再根据 xi (1 6 i 6 3) 的取法, 则对 Fi (1 6 i 6 3)

中的独立集 A
(1)
i ⊆ V (Fi) \ xi, 显然集合

⋃3
i=1 A

(1)
i 是图 G 的独立集. 而且, 当 l > 4 时, 因

为 |E(Fi, G)| 6 3 (1 6 i 6 3), 所以 A
(1)
i ⊆ V (Fi) \ xi (1 6 i 6 3) 至多有一个 2-触点或者两

个 1-触点; 当 l = 3 时, 由引理 1, 可得 |E(Fi, G)| 6 2 (1 6 i 6 3), 所以 A
(1)
i ⊆ V (Fi) \ xi

(1 6 i 6 3) 至多有一个 1-触点.

情形 2 当 g 为奇数时. 首先,取集合 {xi, yi} ⊆ V (Fi) (1 6 i 6 3)是 Fi 中连接 Fi−1 和

Fi+1 的触点 (其中当 i = 3 时, Fi+1 表示 F1; 当 i = 1 时, Fi−1 表示 F3), 若 Fi 中不存在这

样的集合, 则任取其中的触点. 对 1 6 i 6 3, 令集合

A
(1)
i = {v(j)

i | j为奇数, 且 v
(j)
i ∈ V (Ci) \ {xi, yi}},

A
(2)
i = {v(j)

i | j为偶数, 且 v
(j)
i ∈ V (Ci) \ {xi, yi}}.

于是, 与情形 1 完全相同的讨论, 我们也可假设 |A(1)
i | > b g

2c (1 6 i 6 3), 使得集合
⋃3

i=1 A
(1)
i

也是图 G的独立集. 又因为当 l > 4时, |E(Fi, G)| 6 3 (1 6 i 6 3),所以 A
(1)
i ⊆ V (Ci)\{xi, yi}

(1 6 i 6 3) 至多有一个 1-触点; 而当 l = 3 时, 因为 |E(Fi, G)| 6 2 (1 6 i 6 3), 所以

A
(1)
i ⊆ V (Ci) \ {xi, yi} (1 6 i 6 3) 无触点.

引理 4 令 G 是非上可嵌入的简单图, 围长为 g. 若 F1, F2, . . . , F6 为 G\A 中满足
|E(Fi, G)| 6 3 的 6 个连通分支. Ci 是 Fi (1 6 i 6 6) 的最短圈. 则存在 Fi (1 6 i 6 6) 的独

立集 Ai ⊆ V (Ci) 满足下面的性质:

(1) |Ai| > b g−1
2 c(1 6 i 6 6), 且

⋃6
i=1 Ai 是图 G 的一个独立集;

(2) 当 g 为偶数, 则 Ai (1 6 i 6 6) 中无触点;

(3) 当 g 为奇数, 则 Ai (1 6 i 6 6) 中至多有一个 1-触点.

证明 记 Fi (1 6 i 6 6) 的最短圈为 Ci = v
(1)
i v

(2)
i · · · v(g)

i · · · v(1)
i . 取点集 {xi, yi, zi} ⊆

V (Fi) (1 6 i 6 6) 使得 V (Fi) \ {xi, yi, zi} 中不含有触点, 因为 |E(Fi, G)| 6 3, 所以这样的点

集是存在的. 下面根据围长 g 的奇偶性分两种情形来证明.

情形 1 当 g 为偶数时. 对 1 6 i 6 6, 令集合

A
(1)
i = {v(j)

i | j为奇数, 且 v
(j)
i ∈ V (Ci) \ {xi, yi, zi}},

A
(2)
i = {v(j)

i | j为偶数, 且 v
(j)
i ∈ V (Ci) \ {xi, yi, zi}}.

与引理 3 的情形 1 相似的讨论, 必成立

|A(1)
i | >

⌊
g − 1

2

⌋
或 |A(2)

i | >
⌊

g − 1
2

⌋
.
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于是, 不妨假设 |A(1)
i | > b g−1

2 c (1 6 i 6 6). 显然,
⋃6

i=1 A
(1)
i 是图 G 的独立集, 而且 A

(1)
i ⊆

V (Fi) \ {xi, yi, zi} (1 6 i 6 6) 无触点.

情形 2 当 g 为奇数时. 构造一个新图 G∗:

V (G∗) =
6⋃

i=1

{xi, yi, zi}, E(G∗) = EG(F1, F2, . . . , F6) ∪
( 6⋃

i=1

E(C∗i )
)

.

其中 C∗i (1 6 i 6 6) 为 G∗ 中的 3-圈 xiyizixi. 显然 G∗ \EG(F1, F2, . . . , F6) 有 6 个连通分支

C∗1 , C∗2 ,. . .,C∗6 . 下面我们先证明存在 vi ∈ V (C∗i )(1 6 i 6 6) 使得 {v1, v2, . . . , v6} 为图 G∗ 的

独立集且 vi 最多为 C∗i (1 6 i 6 6) 的 1-触点.

首先, 假设 G∗ 中的每个顶点都是触点, 因为 |E(Fi, G)| 6 3, 所以每个顶点都是 1-触

点. 于是不妨令边集 {x6z5, y6z4, z6x3} ⊆ E(F6, G). 根据引理 3 的证明可知, 在点集 V (C∗1 ),

V (C∗2 )和 V (C∗3 ) \ x3 中各存在一个顶点使得它们是 G的独立集, 不妨假设为 {z1, z2, z3}. 由
假设,G∗ 的每个顶点都为 1-触点, 所以可得 {z1, z2, z3, z4, z5, z6} 是 G∗ 的独立集且每个顶点

至多为 1-触点. 其次, 若存在某个分支 C∗i (1 6 i 6 6) 中的顶点 vi 不是触点, 则用 vi 代替上

面集合中的 zi 也可得到同样的结论.

于是令 {z1, z2, . . . , z6} 为 G∗ 的独立集, 且 zi(1 6 i 6 6) 最多为 C∗i 的 1-触点. 根据 G∗

的构造过程,则 {z1, z2, . . . , z6}也是图 G的独立集,且 zi(1 6 i 6 6)最多为 Fi 的 1-触点. 又

因为 V (Fi) \ {xi, yi, zi} 中不含有触点, 所以 V (Fi) \ {xi, yi} 中最多有一个 1-触点, 且对 Fi

中任意的独立集 Bi ⊆ V (Fi) \ {xi, yi},
⋃6

i=1 Bi 也是图 G 的独立集. 我们令

A
(1)
i = {v(j)

i | j为奇数, 且 v
(j)
i ∈ V (Ci) \ {xi, yi}},

A
(2)
i = {v(j)

i | j为偶数, 且 v
(j)
i ∈ V (Ci) \ {xi, yi}}.

于是, 与前面同样的讨论, 也可得结论成立.

引理 5 令 G = (V, E) 是连通图, 围长为 g > 5. C = v1v2v3 · · · vgv1 为 G 的一个最短

圈, 则对圈 C 中任意 k > 1 个顶点 vi1 ,vi2 ,. . . ,vik
, 有

∑k
j=1 dG(vij

) 6 |V | − g + 2k.

证明 首先, 任取圈 C 中两个顶点 vi 和 vj (i 6= j), 若存在顶点 u ∈ V (G) \ V (C), 使

得 {uvi, uvj} ⊆ E(G), 则可得圈 C1 = vivi+1vi+2 · · · vjuvi 和 C2 = vjvj+1vj+2 · · · viuvj . 显然,

|C1| + |C2| = g + 4, 这与围长为 g > 5 矛盾. 于是, 圈 C 中的任意两个顶点在 V (G) \ V (C)

中都没有公共的邻接顶点, 但圈 C 中的每个顶点在 C 中正好有两个邻接顶点. 因此, 对圈

C 的任意 k > 1 个顶点 vi1 ,vi2 ,. . . ,vik
, 可得

k∑

j=1

(dG(vij )− 2) 6 |V (G) \ V (C)| = |V | − g,

整理即得
k∑

j=1

dG(vij
) 6 |V | − g + 2k.

3 定理的证明

定理 1 的证明 假设 G 不是上可嵌入的. 令 F1, F2, . . . , Fl 为 G \A 的 l 个连通分支.

由引理 2, 可令 |E(Fi, G)| 6 3 (1 6 i 6 3). 用 Ci = v
(1)
i v

(2)
i · · · v(g)

i · · · v(1)
i 表示 Fi (1 6 i 6 3)
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中的最短圈.

(1) 根据引理 3, 当 α < 3k 时, 显然 G 是上可嵌入的.

(2) 当 g = 4 时, 不妨假设 v
(1)
i (1 6 i 6 3) 就是 Fi 中连接 Fi+1 的触点 (其中当 i = 3

时, Fi+1 表示 F1). 首先, 如果存在顶点 u ∈ V (Fi) \ V (Ci) 使得 {uv
(2)
i , uv

(4)
i } ⊆ E(Fi), 则

uv
(2)
i v

(3)
i v

(4)
i u也是 Fi 的一个最短圈, 而且 {u, v

(3)
i } ⊆ V (Fi) \ v

(1)
i 也是 Fi 的独立集. 显然成

立

(NFi(v
(2)
i ) ∪NFi(v

(4)
i )) ∩ (NFi(u) ∪NFi(v

(3)
i )) = ∅,

否则 Fi 中必存在 3- 圈. 又因为

(NFi
(v(2)

i ) ∪NFi
(v(4)

i )) ∪ (NFi
(u) ∪NFi

(v(3)
i )) ⊆ V (Fi),

所以有

|NFi
(v(2)

i ) ∪NFi
(v(4)

i )|+ |NFi
(u) ∪NFi

(v(3)
i )| 6 |V (Fi)|.

于是, 可得

|NFi
(v(2)

i ) ∪NFi
(v(4)

i )| 6 1
2
|V (Fi)| 或 |NFi

(u) ∪NFi
(v(3)

i )| 6 1
2
|V (Fi)|.

展开即得

dFi
(v(2)

i ) + dFi
(v(4)

i ) 6 |V (Fi)| 或 dFi
(u) + dFi

(v(3)
i ) 6 |V (Fi)|.

其次, 如果不存在顶点 u ∈ V (Fi) \ V (Ci), 使得 {uv
(2)
i , uv

(4)
i } ⊆ E(Fi), 则与引理 5 中相

似的讨论有

dFi
(v(2)

i )− 2 + dFi
(v(4)

i )− 2 6 |V (Fi)| − 4,

即

dFi(v
(2)
i ) + dFi(v

(4)
i ) 6 |V (Fi)|.

根据上面的讨论, 所以可以假设

dFi
(v(2)

i ) + dFi
(v(4)

i ) 6 |V (Fi)|, 1 6 i 6 3. (1)

于是令 Ai = {v(2)
i , v

(4)
i } (1 6 i 6 3),因为 Ci 是 Fi (1 6 i 6 3)中的最短圈, Ai = {v(2)

i , v
(4)
i } ⊆

V (Ci) \ v
(1)
i , 所以

⋃3
i=1 Ai 是图 G 的独立集. 而且, 和引理 3 的情形 1 相同的讨论, 当 l = 3

时, Ai 中最多有一个 1-触点, 结合方程 (1) 与定理条件 (2), 可得

n + 4 6
3∑

i=1

2∑

j=1

dG(v(j)
i ) 6

3∑

i=1

(|V (Fi)|+ 1).

整理可得

n + 1 6 |V (F1)|+ |V (F2)|+ |V (F3)|,

矛盾. 而当 l = 4 时, 则 Ai 中最多有一个 2-触点或两个 1-触点, 同样也可得

n + 4 6
3∑

i=1

2∑

j=1

dG(v(2)
i ) 6

3∑

i=1

(|V (Fi)|+ 2),

整理可得

n− 2 6 |V (F1)|+ |V (F2)|+ |V (F3)|.
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但另一方面, 因为 l > 4 和 |V (Fi)| > 3, 1 6 i 6 3, 所以应有

|V (F1)|+ |V (F2)|+ |V (F3)| 6 n− 3.

产生矛盾.

当 g > 6且为偶数时,根据引理 3,存在 Fi (1 6 i 6 3)的独立集 Ai ⊆ V (Ci)使得 |Ai| = k

且
⋃3

i=1 Ai 是图 G 的一个独立集; 而且, 当 l = 3 时, Ai (1 6 i 6 3) 中最多有一个 1-触点;

当 l = 4 时, Ai 中最多有一个 2-触点或两个 1-触点. 记 Ai = {x(1)
i , x

(2)
i , . . . , x

(k)
i } ⊆ V (Ci)

(1 6 i 6 3). 因为 g > 6, 根据引理 5, 可得
k∑

j=1

dFi
(x(j)

i ) 6 |V (Fi)| − g + 2k = |V (Fi)|, 1 6 i 6 3.

然后, 和前面相同的讨论, 也可导出矛盾.

(3)当 g = 2k +1为奇数时. 根据引理 3,存在 Fi (1 6 i 6 3)的独立集 Ai ⊆ V (Ci),使得

|Ai| = k 且
⋃3

i=1 Ai 是图 G 的独立集; 而且, 当 l = 3 时, Ai (1 6 i 6 3) 中无触点; 当 l = 4

时, Ai(1 6 i 6 3)中最多有一个 1-触点. 记 Ai = {x(1)
i , x

(2)
i , . . . , x

(k)
i } ⊆ V (Ci) (1 6 i 6 3). 当

g = 2k + 1 > 5 时, 根据引理 5, 成立
k∑

j=1

dFi
(x(j)

i ) 6 |V (Fi)| − g + 2k = |V (Fi)| − 1, 1 6 i 6 3.

而当 g = 3 时, 即 k = 1, 显然, 上面的方程也是成立的. 于是结合定理的条件 (3), 同样也可

导出矛盾. 综合以上的讨论, 图 G 是上可嵌入的.

定理 2 的证明 假设 G 不是上可嵌入的. 令 F1, F2, . . ., Fl 为 G \A 的 l 个连通分支.

由引理 2, 可令 |E(Fi, G)| 6 3 (1 6 i 6 6). 用 Ci 表示 Fi (1 6 i 6 6) 中的最短圈. 根据引理

4, 存在 Fi (1 6 i 6 6) 的独立集 Ai ⊆ V (Ci) 使得 |Ai| = k 且
⋃6

i=1 Ai 是图 G 的独立集; 而

且当 g 为偶数时, 则 Ai (1 6 i 6 6) 中无触点; 当 g 为奇数时, 则 Ai (1 6 i 6 6) 中至多有一

个 1-触点. 记 Ai = {x(1)
i , x

(2)
i , . . . , x

(k)
i } ⊆ V (Ci) (1 6 i 6 6). 首先, 当 g > 5 时, 根据引理 5,

可得
k∑

j=1

dFi
(x(j)

i ) 6 |V (Fi)| − g + 2k, 1 6 i 6 6. (2)

又因为当 g = 3, 4 时, k = 1, 显然, 可验证上面的方程 (2) 也是成立的. 于是, 根据引理 4, 和

定理 1 的证明相仿, 同样可得图 G 是上可嵌入的.

致谢 对审稿人的宝贵意见表示衷心的感谢.
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6 Nebeský L. A new characterization of the maximum genus of a graph. Czechhoslovk Math J, 31(106):

604–613 (1981)

7 Kunda S. Bounds on the number of disjoint spanning trees. J Combin Theory Ser B, 17: 199–203 (1974)

8 Jungerman M A. Characterization of upper embeddable graphs. Trans Amer Math Soc, 17B(241): 401–406

(1978)

9 黄元秋, 刘彦佩. 图的上可嵌入性与非邻节点度和. 数学年刊 A 辑, 5(19): 651–656 (1998)

10 黄元秋, 刘彦佩. 关于图的最大亏格的一个定理改进. 应用数学, 2(11): 109–112 (1998)

11 Jaeger F, Payan C, Xuong N H. A class of upper embeddable graphs. J Graph Theory, 3: 387–391 (1979)
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