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摘要　　研究了 B值鞅的若干类型的原子 ,讨论了 B值鞅的原子分解以及在 0<α≤

1情形某些鞅空间的相互关系 ,其中的结果与值空间的凸性和光滑性有着密切的联

系.

关键词　　B值鞅　鞅空间　原子分解　Banach空间几何学

70年代中期引进的原子分解方法[ 1 ～ 3]在调和分析与鞅论中有着重要的作用 ,它是一种简

捷有力的工具 ,不仅可以将单指标和多指标的情形一并处理 ,而且可以提供通常情形难以处理

的问题的答案.本文将讨论 Banach空间值鞅的原子分解 ,并应用原子分解方法建立 B值鞅的

若干不等式;在小指标的情形 ,即 0<α≤1时建立某些鞅空间 ,例如 Hα(X)与p Hα(X)之间的

相互嵌入关系;某些类型原子分解的存在性和鞅空间的嵌入关系都与值空间的几何性质有着

紧密的联系.B值鞅的原子分解理论是向量值调和分析的一个组成部分.

设(Ψ, ΢,P)是完备概率空间 , X 是 Banach空间 , X 上的范数记为 ‖·‖ .设 f =(f n)n≥0

是与 ΢的某个递增子σ代数序列(΢n)n≥0适应的 X 值鞅.记 d f =(df n)n≥0为 f 的鞅差序列 ,

其中 d f n =f n -f n-1 , n≥0 , f -1≡0.若 0<p<∞,记

f
＊
n =sup

i≤n
‖ f i ‖ , 　 f

＊ =sup
n≥0

f
＊
n ,

σ(p)n (f)= ∑
n

i=0

E(‖d f i ‖
p
|΢i-1)

1
p

, 　σ(p)(f)=sup
n ≥0
σ(p)n (f),

S
(p)
n (f)= ∑

n

i=0
‖d f i ‖

p

1
p

, 　S
(p)(f)=sup

n≥0
S
(p)
n (f).

本文将讨论 0<α≤1情形的 B值鞅的下述空间:

Hα={f =(f n);‖ f ‖H
α
=‖ f

＊‖α<∞},

p Hα={f =(f n);‖ f ‖
p
 H
α
=‖ S

(p)
(f)‖α<∞}, 0 <p <∞,

p΢α={f =(f n);‖ f ‖
p
΢
α
=‖σ(p)(f)‖α<∞}, 0 <p <∞.

设(λn)是非负不减适应 R.V.序列 ,记 λ∞=lim
n※∞
λn.定义
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Dα={f =(f n); (λn), ‖ f n ‖ ≤λn-1 , λ∞ ∈ Lα},

‖ f ‖D
α
=inf‖λ∞‖α.

pQα={f =(f n); (λn), S
(p)
n (f)≤λn-1 , λ∞ ∈ Lα},

‖ f ‖
p
Q
α
=inf ‖λ∞‖α.

　　以下用 En 表示关于 ΢n 的条件期望 , E表示期望.类似于标量值情形 ,一个 X 值可测函

数a称为(1 , α, r;p)(或(2 , α, r ;p),(3 , α, r))原子(这里 0<α, r≤∞,1≤p<∞),若存在停

时 τ,使得

(i)an=Ena=0 ,  n ≤τ,

(ii) ‖ σ
(p)
(a)‖ r ≤P(τ<∞)

1
r
-1
α(或(ii′)‖ S

(p)
(a)‖ r ≤P(τ<∞)

1
r
-1
α, (ii″)

‖a＊‖ r ≤P(τ<∞)
1
r -

1
α).

　　已经知道 B值鞅的不等式 、鞅空间的相互关系都与值空间的几何性质有着紧密的联系.

文献[ 4 ,5]对此作了系统地阐述.有关 Banach空间的凸性 、光滑性和 RN 性质的定义及有关

结论见文献[ 5 ～ 7] .本文仍沿用文献[ 5]中的符号与术语 ,特别地将用到其中的下述结果:

引理 1
[ 4] 　设 X 是 Banach空间 ,1<p≤2 ,1<α<∞,则以下条件等价:

(i)X 同构于p 一致光滑空间;

(ii)存在 C>0 ,使得每个 X 值鞅 f=(f n)满足 ‖ f
＊
‖α≤C ‖S

(p)
(f)‖α;

　　(iii)存在 C>0 ,使得每个 X 值鞅 f =(f n)满足‖ f
＊
‖α≤C ‖σ

(p)
(f)‖α;

(iv)对每个 X 值鞅 f=(f n),若E∑
∞

n =0

‖d f n ‖
p <∞ 或Walsh-Paley鞅 , ∑

∞

n =0

‖d f n ‖
p ∈L∞ ,

则 f n a.e.收敛或依概率收敛.

引理 2
[ 4] 　设 X 是 Banach空间 ,2≤q<∞,1<α<∞,则以下条件等价:

(i)X 同构于q一致凸空间;

(ii)存在 C>0 ,使得每个 X 值鞅 f=(f n)满足 ‖S
(q)(f)‖α≤C ‖ f

＊‖α;

　　(iii)对于每个 X 值鞅 f =(f n),若sup
n≥0
‖ f n ‖1 <∞(或Walsh-Paley鞅 , sup

n ≥0
‖ f ‖∞<∞),

则 S
(p)(f)<∞, a.e.

1　原子分解

定理 1　设 X 是 Banach空间 ,1<p≤2 ,0<α≤1 ,则以下条件等价:

(i)X 同构于p 一致光滑空间;

(ii)p΢α中的每个鞅 f=(f n)存在分解

f n =∑
k ∈Z

μkE na
k , 　n ≥0 (1)

并且

‖ f ‖
p
΢
α
～ inf ∑

k ∈Z

μαk
1
α. (2)

这里 a
k 是(1 , α, ∞;p)原子 , k ∈Z ,并且sup

k
‖ a

k＊‖α<∞.(μk)k ∈Z是非负实数列 ,(μk)∈lα.
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(2)式中的 inf是对 f 的所有如上的原子分解取的.此时级数 ∑
k ∈Z
μka

k 依p΢α范数收敛于 f .

证　(i) (ii).设 f=(f n)∈ p΢α.对每个 k ∈Z ,定义

τk =inf{n ≥0:σ(p)n+1(f)>2k}, 　inf =∞,

τk←∞.考虑停止鞅 f
(τ

k
)=(fτ

k
∧ n)n≥0 ,有

∑
k ∈Z
(f(τk+1)n -f

(τ
k
)

n )=∑
k ∈Z
∑
n

m=0

I{m≤τ
k+1
}d fm -∑

n

m=0

I{m≤τ
k
}d fm =

∑
n

m=0
∑
k ∈Z
(I{m≤τ

k+1
}-I{m≤τ

k
})d fm = f n. (3)

令 μk =2
k3P(τk<∞)

1
α, akn =μ

-1
k (f

(τ
k +1
)

n -f
(τ

k
)

n ),  k ∈Z , n ≥0(μk=0时令 a
k
n =0).易知对

于每个 k ∈Z , a
k
=(a

k
n)n≥0是 X 值鞅 ,并且由 σ

(p)
(f
(τ

k
)
)=σ

(p)
τ
k
(f)≤2

k
知

σ(p)(ak)= ∑
∞

n=0
En-1 ‖da

k
n ‖

p

1
p

=
1
μk ∑

∞

n=0
En-1 ‖d f(τk+1)n -d f(τk)n ‖ p

1
p

≤

1
μk
(σ(p)(f(τk+1))+σ(p)(f(τk)))≤ 1

μk
(2k+1 +2k)≤P(τk <∞)

-1
α. (4)

当 X 同构于 p 一致光滑空间时 ,由引理 1和(4)式知

‖ak＊‖p ≤C ‖σ(p)(ak)‖p ≤CP(τk <∞)
-
1
α.

故(ak
n)n≥0是 Lp 有界鞅.由于 p 光滑空间具有 RN 性质 ,从而此鞅收敛 ,仍记其极限为 a

k ,则

Ena
k=ak

n ,  n ≥0.由 a
k
n 的定义知当n ≤τk 时 a

k
n =0.又由(4)式 , ‖σ(p)(ak)‖∞≤P(τk<

∞)
-1
α,故 a

k
是(1 , α, ∞;p)原子 ,  k ∈Z.(3)式说明 f 有如(1)式的分解.

易知在{τk=∞}上 a
k＊和σ(p)(ak)=0.由 X 的光滑性 ,应用Hölder不等式 ,引理 1和(4)

式 ,

E(a
k＊
)
α
=E(a

k＊
I{τ

k
<∞})

α
≤(E(a

k＊
)
p
)
α
p P(τk <∞)

1-α
p ≤

C(Eσ(p)(ak)p)
α
p P(τk <∞)

1-
α
p =

C(Eσ(p)(ak)pI{τ
k
<∞})

α
p P(τk <∞)

1-
α
p ≤C. (5)

于是sup
k
‖a

k＊
‖α<∞.现在来计算‖ f ‖

p
΢
α
.实际上

∑
k ∈Z
μαk =3

α∑
k ∈Z

2kαP(τk <∞)=3α∑
k ∈Z

2kαP(σ(p)(f)α>2kα)=

3α

2
α
-1 ∑k ∈Z

(2
(k+1)α

-2
kα
)P(σ

(p)
(f)

α
>2

kα
)=

3
α

2α-1 ∑k ∈Z

2kαP(2(k-1)α<σ(p)(f)α≤2kα)≤

2α3α

2α-1
Eσ(p)(f)α=

2α3α

2α-1 ‖ f ‖α
p
΢
α
. (6)

或从倒数第 2步有
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∑
k ∈Z
μαk ≥

3α

2α-1
Eσ(p)(f)α=

3α

2α-1
‖ f ‖α

p
΢
α
. (7)

关于所有如此的原子分解取下确界即得到(2)式.此外由(akn)的定义知 f -∑
m

k=1

μka
k = f -

f
(τ

m+1
)
+f

(τ
l
)
.由于 f ∈ p΢α时σ

(p)
(f)<∞, a.e.于是 τm+1 ※∞, a.e.(m ※∞).从而

σ
(p)
(f -f

(τ
m+1
)
)
α
=(σ

(p)
(f)

p
-σ

(p)
(f
(τ

m+1)
)
)
p
)
α
p ※0 , a.e.

又 σ(p)(f -f
(τ

m+1
))α≤σ(p)(f)α,后者可积.由控制收敛定理知

‖ f - f
(τ

m+1
)
‖
α

p
΢
α
=Eσ

(p)
(f -f

(τ
m+1
)
)
α
※0　(m ※∞).

另一方面 σ(p)(f(τl)≤2 l ,故知 lim
l※-∞

‖ f
(τ

l
))‖

p
΢
α
=0.总之 , lim

m※∞
l※-∞

f -∑
m

k =l
μka

k

p
΢
α

=0.

(ii) (i).实际上若 E∑
∞

n =0
‖d f n ‖

p < ∞, 由于 Eσ(p)(f)α ≤ (Eσ(p)(f)p)
α
p =

E∑
∞

n =0
‖d f n ‖

p

α
p

<∞,故 f ∈ p΢α.设 f n 有(ii)中的原子分解.注意sup
k

E ‖ a
k＊‖α<∞,

(μk)∈ lα,因而

E ‖ fm -f n ‖
α
≤E∑

k ∈Z
μ
α
k ‖a

k
m -a

k
n ‖

α
≤

C ∑
|k|>k

0

μαk +C∑
k ∈Z
μαk(sup

|k|≤k
0

E‖ a
k
m -a

k
n ‖)

α. (8)

a
k 是相应的原子 ,故 a

k
n

L1

a
k , k ∈Z.(8)式说明(f n)是 Lα中的Cauchy列从而依概率收敛.

根据引理 1知 X 同构于p 一致光滑空间.

注1　(i) (ii)实际上对 0<α<∞都成立.为此只需验证(5)式在此情形也成立.实际上

对于 0<α≤p ,(5)式仍然成立.此外 ,有 Eσ(p)(ak)α=E(σ(p)(ak)I{τ
k
<∞})

α≤1.于是当 α≥

p 时 ,利用 X 的p 光滑性和引理 1得到 E(ak＊)α≤CEσ(p)(ak)α≤C.

定理 2　设 X 是 Banach空间 ,1<p≤2 ,0<α≤1 ,则以下条件等价:

(i)X 同构于p 一致光滑空间;

(ii)pQα中的每个鞅 f =(f n)有分解

f n =∑
k ∈Z
μkEna

k
, 　n ≥0 , (9)

并且

‖ f ‖
p
Q
α
～ inf ∑

k ∈Z

μαk

1
α
, (10)

这里 a
k 是(2 , α, ∞;p)原子 , k ∈Z , sup

k
‖ak＊‖α<∞,(μk)k ∈Z是非负实数列 ,(μk)∈ lα.此时

∑
k ∈Z
μka

k 以pQα范数收敛于 f .

证　(i) (ii).设 f =(f n)∈ pQα.(λn)是与(΢n)适应的非负不减 R.V.序列 , S(p)n (f)≤

λn-1 , λ∞∈ Lα.令 τk=inf{n ≥0:λn >2
k}, μk , a

k
n 如定理 1证明中一样 ,则 a

k=(akn)n≥0是 X

值鞅并且S
(p)
(f
(τ

k
)
)=S

(p)
τ
k
(f)≤λτ

k
-1≤2

k
.类似于上面(4)式的证明得到 S

(p)
(a

k
)≤P(τk<
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∞)-
1
α.由 X 的p 光滑性和引理 1 ,

sup
n
‖ak

n ‖p ≤‖a
k＊‖p ≤C ‖S(p)(ak)‖p ≤CP(τk <∞)

-
1
α.

于是存在 Lp(X)中函数 ,仍记为 a
k ,使得 a

k
n =E na

k , n ≥1.同样的验证表明 a
k是(2 , α, ∞;p)

原子 , sup
k
‖ a

k＊‖α<∞并且(9)式成立.类似于(6)式 ,

∑
k ∈Z
μαk =3

α∑
k ∈Z

2kαP(τk <∞)=3α∑
k ∈Z

2kαP(S(p)(f)>2k)≤

2α3α

2
α
-1

E S
(p)
(f)

α
≤

2α3α

2
α
-1

Eλ
α
∞. (11)

另一方面 ,类似于(7)式 ,

∑
k ∈Z
μαk =3α∑

k ∈Z
2kαP(λ∞ >2k)≥

3α

2α-1
Eλα∞. (12)

综合(11)和(12)式得(10)式.对于最后的论断 ,首先

S
(p)(f -f

(τ
m+1
))p = ∑

∞

k=m+1
(S(p)(f(τk+1))p -S

(p)(f(τk))p)=

∑
∞

k=m+1
S
(p)(f(τk+1)-f

(τ
k
))p = ∑

∞

k =m+1

μpkS
(p)(ak)p. (13)

令 ρn , k =‖S
(p)(ak)‖∞I{τ

k
≤n}, ρn = ∑

∞

k=m+1
μpkρ

p
n , k

1
p

, 则(ρn)n≥0是适应非降 R.V.序列.由

(13)式得出 S
(p)
n (f -f

(τ
m +1
))≤ρn-1.由于 0<α≤1 ,

ρ
α
n ≤ ∑

∞

k=m+1
μ
α
kI{τ

k
≤n}‖ S

(p)
(a

k
)‖

α
∞ ≤ ∑

∞

k=m+1
μ
α
kI{τ

k
≤n}P(τk <∞)

-1
. (14)

由此式和类似于(11)式的不等式得到

Eρ
α
∞ ≤ ∑

∞

k =m+1
μ
α
k ≤CE(S

(p)
(f)

α
-S

(p)
m (f)

α
).

从而

‖ f - f
(τ

m+1
)‖

p
Q
α
≤CE(S(p)(f)α-S

(p)
m (f)

α)※0　(m ※∞).

又‖ f
(τ

l
)‖

p
Q
α
≤2 l※0(l ※-∞).最终得出 lim

m※∞
l※-∞

f -∑
m

k=1

μka
k

p Q
α

=0.

(ii) (i).设 f =(f n)是 X 值鞅 , S(p)(f)∈L∞ ,则 f ∈ pQα.若 f n =∑
k ∈Z

μkEna
k , n ≥0是

f 相应的原子分解 ,类似于定理 1(ii) (i)的证明知(f n)依概率收敛.从而 X 同构于p 一致光

滑空间.

定理 3　设 X 是 Banach空间 ,0<α≤1 ,则以下条件等价:

(i)X 具有 RN性质;

(ii)Dα中每个鞅 f =(f n)有分解

f n =∑
k ∈Z
μkEna

k
, 　n ≥0 , (15)

并且
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‖ f ‖D
α
～ inf ∑

k ∈Z
μαk

1
α
, (16)

这里 a
k 是(3 , α, ∞)原子 , k ∈Z.(μk)k ∈Z是非负实数列 ,(μk)∈lα.此时 ∑

k ∈Z
μka

k依 Dα范数收

敛于 f .

证　(i) (ii).设 f =(f n)∈Dα,(λn)是相应的适应非降 R.V.序列.定义 τk , μk 和a
k
n 同

定理 2 ,则对任意 n ≥0 ,

‖ak
n ‖ =μ

-1
k ‖ f

(τ
k+1
)

n -f
(τ

k
)

n ‖ ≤μ-1k (2
k+1 +2k)≤P(τk < ∞)

-1
α.

由此 , ‖a
k＊
‖∞≤P(τk<∞)

-1
α.X 具有 RN 性质 ,故存在 X 值可积函数a

k
,使得 a

k
n=Ena

k
,

n≥0.当 n≤τk 时a
k
n=0 ,从而 a

k
是(3 , α, ∞)原子并且(15)式成立.类似于定理 2中(10)式

的证明可得(16)式.现在令 λ
α
n = ∑

∞

k=m+1
μ
α
kI{τ

k
≤n}‖ a

k
‖
α
∞ , 则(λn)是适应非降 R.V.序列 ,并且

‖ f n -f
(τ

m+1
)

n ‖α≤ ∑
∞

k=m+1
μαk ‖a

k
n ‖

α≤ ∑
∞

k=m+1
μαkI{τ

k
≤n-1}‖a

k
n ‖

α≤λαn-1. (17)

由‖ak ‖∞≤P(τk <∞)
-

1
α得到

Eλα∞ ≤ ∑
∞

k=m+1
μαk ≤3α ∑

∞

k=m+1

2kαP(f ＊ >2k)≤
2α3α

2α-1∫{f ＊>2
m+1
}
f
＊αdP . (18)

由(17)式知 ‖ f -f
(τ

m+1
)‖D

α
≤‖λ∞‖α.再由(18)式得出 ‖ f -f

(τ
m+1
)‖D

α
※0(m ※∞).又

‖ f
(τ

l
)
‖D

α
≤2

l
※0(l ※-∞).于是 f -∑

m

k=l

μka
k

D
α

※0(m ※∞, l ※-∞).

(ii) (i).当sup
n
‖ f n ‖∞<∞时 , f ∈Dα, f 存在形如(15)式的原子分解.由(3 , α, ∞)原

子的定义知E(ak＊)α=E(ak＊)αI{τ
k
<∞}≤1 ,从而sup

k
‖ak＊‖α≤1.类似定理 1(ii) (i)的证明

知(f n)依概率收敛.由控制收敛定理可知(f n)依 L1 范数收敛 ,从而 X 具有 RN性质.

注 2　定理 2和 3中(i) (ii)的关系对于 0<α<∞也成立.

定理 4　设 X 是 Banach空间 ,1<p≤2 ,0<α≤1 ,则以下条件等价:

(i)X 同构于p 一致光滑空间;

(ii)每个 p΢α中的鞅 f=(f n)存在分解

f n =∑
k ∈Z
μkEna

k
, 　n ≥0 , (19)

并且

∑
k ∈Z
μαk

1
α
≤C ‖ f ‖

p
΢
α
, (20)

这里 a
k 是(3 , α, p)原子 , k ∈Z.(μk)k ∈Z是非负实数列 ,(μk)∈ lα.

证　(i) (ii).设 f=(f n)∈ p΢α,对每个 k ∈Z ,令

Fk ={σ
(p)(f)>2k}, 　τk =inf{n ≥0:2EnIF

k
>1}.

并且令 μk =Cp(p-1)
-12

1
p2k+1P(τk<∞)

1
α, akn=μ

-1
k (f

(τ
k+1
)

n -f
(τ

k
)

n ),其中 C 是引理 1(iii)
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中的常数.易知 τk 是单调增加的 ,(a
k
n)n ≥0是 X 值鞅.由于 X 的 p 光滑性 ,Doob 不等式和引

理 1给出

E(ak＊)p ≤
p

p -1

p

sup
n
E ‖ak

n ‖
p =

p
p -1

p

sup
n

E‖ f
(τ

k+1
)

n -f
(τ

k
)

n ‖p

μpk
=

p
p -1

p
1

μ
p
k
C
p
Eσ
(p)
(f
(τ

k+1
)
- f

(τ
k
)
)
p
=

C
p p
p -1

p
1

μpk
E∑

∞

n =1
En-1 ‖d f n ‖

p
I{τ

k
<n≤τ

k+1
}. (21)

但

E∑
∞

n=0

En-1 ‖d f n ‖
p
I{τ

k
<n≤τ

k+1
}=

E∑
∞

n =0

E n-1 ‖df n ‖
p
I{τ

k
<n≤τ

k+1
}I{σ(p)(f)≤2

k+1
}+

E∑
∞

n =0
E n-1 ‖df n ‖

p
I{τ

k
<n≤τ

k+1
}I{σ(p)(f)>2

k+1
}≤

2(k+1)pP(τk <∞)+∑
∞

n=0
E(En-1 ‖d f n ‖

p
I{τ

k
<n≤τ

k+1
}E n-1 IF

k+1
)≤

2
(k+1)p

P(τk <∞)+
1
2
E∑

∞

n =0
En-1 ‖d f n ‖

p
I{τ

k
<n≤τ

k+1
}.

从而 E∑
∞

n=0

En-1 ‖d f n ‖
p
I{τ

k
<n≤τ

k+1
}≤2·2(k+1)pP(τk <∞), (21)式变为 E(ak＊)p ≤P(τk<

∞)
1-p
α.(a

k
n)n ≥0是 Lp 有界鞅.X 具有 RN 性质 ,故存在函数 a

k
∈Lp ,使得 Ena

k
=a

k
n , n ≥0.

当 n≤τk 时a
k
n=0.故 a

k 是(3 , α, p)原子.由 a
k 的定义得到(19)式.为证(20)式 ,只需注意

对于适当的常数 Cp ,

∑
k ∈Z
μ
α
k =Cp∑

k ∈Z
2
kα
P(τk <∞)≤Cp ∑

k ∈Z
2
kα
P(2sup

n
(EnIF

k
>1))≤

Cp∑
k ∈Z

2p2kαE sup
n
(E nIF

k
)p ≤Cp ∑

k ∈Z
2kαP(Fk)=

Cp∑
k ∈Z

2kαP(σ(p)(f)>2k)≤Cp ‖ f ‖α
p
΢
α
.

　　(ii) (i).注意到对于(3 , α, p)原子 a 有‖ a
＊
‖p ≤P(τ<∞)

1
p
-1
α.利用Hölder不等式 ,

E a
＊α=E a

＊α
I{τ<∞}≤(E a

＊p)
α
p P(τ<∞)1-

α
p ≤1.

由此 ,类似于定理 1(ii) (i)的证明可知 ,若 X 值鞅 f =(f n)满足 E∑
∞

n=0
‖d f n ‖

p <∞, 则(f n)

依概率收敛.从而 X 同构于p 一致光滑空间.

2　鞅空间

定理 5　设 X 是 Banach空间 ,1<p≤2 ,0<α≤1 ,则以下条件等价:
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(i)X 同构于p 一致光滑空间;

(ii)p΢α Hα,并且存在 C>0 ,使得对于每个 X 值鞅 f =(f n)成立

‖ f ‖H
α
≤C ‖ f ‖

p
΢
α
; (22)

　　(iii)pQα Hα,并且存在 C>0 ,使得对于每个 X 值鞅 f =(f n)成立

‖ f ‖H
α
≤C‖ f ‖

p
Q
α
. (23)

　　证　(i) (ii).由定理 1 ,当 f =(f n)∈ p΢α时 , f 有关于(1 , α, ∞;p)的原子分解 f n =

∑
k ∈Z
μka

k
n , n ≥0 , 并且(2)式成立.由于sup

k
‖a

k＊
‖α<∞,故

E(f
＊
)
α
≤ ∑

k ∈Z
μ
α
kE(a

k＊
)
α
≤C ∑

k ∈Z
μ
α
k ≤C ‖ f ‖

p
΢
α
.

此即(22)式.类似地可利用定理 2证明(23)式.故(i) (iii)成立.

(ii) (i).设 f =(f n)满足 Eσ(p)(f)p = ∑
∞

n=0
E‖d f n ‖

p < ∞.由 Hölder 不等式

Eσ(p)(f)α≤(Eσ(p)(f)p)
α
p <∞, f ∈ p΢α.对于鞅(f n+m -f n)m≥0应用(22)式得到 ‖ f m+n -

f n ‖α≤C ‖σ
(p)(f)-σ(p)n -1(f)‖α,由控制收敛定理 f n 是 Lα中 Cauchy列从而依概率收敛 ,

X 同构于 p 一致光滑空间.

(iii) (i).设 f =(f n)是 X 值的Walsh-Paley鞅 ,满足 Eσ
(p)
(f)

p
=∑

∞

n=0
E‖d f n ‖

p
<∞,

则有 S
(p)
n (f)=σ

(p)
n (f),  n , ‖ f ‖

p
Q
α
≤‖ f ‖

p
΢
α
.对于  f =(fm+n -f n)m≥0用(23)式得

‖ fm+n -f n ‖α≤C‖ f ‖
p
Q
α
≤C‖σ(p)(f)-σ(p)n-1(f)‖α,

由此与(ii) (i)一样可知(f n)依概率收敛.从而 X 同构于 p 一致光滑空间.

定理 6　设 X 是 Banach空间 ,2≤q<∞, 0<α≤1 ,则以下条件等价:

(i)X 同构于q一致凸空间;

(ii)Dα q Hα,并且存在 C>0 ,使得每个 X 值鞅 f =(f n)满足

‖ f ‖
q
 H
α
≤C ‖ f ‖D

α
; (24)

　　(iii)Dα q΢α,并且存在 C>0 ,使得每个 X 值鞅 f =(f n)满足

‖ f ‖
q
΢
α
≤C‖ f ‖D

α
. (25)

　　证　(i) (ii),(iii).设 f =(f n)∈Dα,空间 X 具有 RN性质.由定理 3 , f 存在(3 , α, ∞)

原子分解 f n =∑
k ∈Z

μka
k
n , n ≥0 , 并且(16)式成立.由此分解知(d f n)I{τ

k
<n≤τ

k +1
}=μk da

k
n .于

是

S
(q)
(f)

q
=∑

∞

n=0
∑
k ∈Z
‖d f n ‖

q
I{τ

k
<n≤τ

k+1
}=∑

k ∈Z
∑
∞

n =0
‖df n ‖

q
I{τ

k
<n≤τ

k+1
}=

∑
k ∈Z
∑
∞

n=0
μ
q
k ‖da

k
n ‖

q
=∑

k ∈Z
μ
q
kS
(q)
(a

k
)
q
.

注意到 ‖a
k＊
‖∞≤P(τk <∞)

-1
α,并且当 τk =∞时 a

k＊
=0 ,由 X 的 q 一致凸性 ,利用引理 2

得
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E S
(q)(ak)α=E S

(q)(ak)αI{τ
k
<∞}≤(E S

(q)(ak)q)
α
qP(τk <∞)

1-
α
q ≤

C(E(ak＊)q)
α
qP (τk <∞)

1-
α
q ≤

(E(ak＊)qI{τ
k
<∞})

α
qP(τk < ∞)

1-
α
q ≤C.

利用以上两式和(16)式得

ES(q)(f)α≤∑
k ∈Z

μαkE S
(q)(ak)

α≤C ∑
k ∈Z

μαk ≤C ‖ f ‖αD
α
.

此即(24)式.类似上述两式可得到 σ(q)(f)q = ∑
k ∈Z
μqkσ
(q)(ak)q , 以及 Eσ(q)(ak)α≤C.从而

Eσ(q)(f)α≤C ∑
k ∈Z
μαk ≤C ‖ f ‖αD

α
.此即(25)式.

(ii)或(iii) (i).设 f=(f n)为 X 值Walsh-Paley鞅 ,满足sup
n
‖ f n ‖∞<∞,则 ‖ f ‖D

α
<

∞.由(24)或(25)式可得 S
(p)
(f)<∞, a.e.或 σ

(p)
(f)<∞, a.e.在后一种情形由于 d

＊
(f)=

sup
n
‖d f n ‖ ∈L∞ ,Garsia引理说明 S

(p)(f)<∞, a.e.由引理 2 , X 同构于 q一致凸空间.
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