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软指接触约束的线性化和它在多指手动态力

分配中的应用* 

郑  宇  钱文瀚 

(上海交通大学机器人研究所, 上海 200030) 

摘要    当前多指抓取力封闭分析和动态力分配算法多借助于线性规划, 而摩
擦模型却是非线性的. 用棱锥替代库仑摩擦圆锥, 实现了摩擦点接触的线性化, 
但对软指接触至今仍束手无策. 提出了软指接触约束的线性化方法, 使上述各种
高效算法能扩展到带软指的抓取. 这里先开发一个用于软多指抓取的最优力分
配算法, 并举例说明. 

关键词    多指抓取  软指接触  线性化  力封闭  动态力分配 

过去 20 年间, 多指抓取的研究十分活跃. 力封闭和动态力分配是两个基础
课题. 前者确保任何外力都能得到平衡, 后者寻求平衡动态外力的最优接触力. 
力封闭是稳定抓取的前提, 而快速力分配是实现灵巧机器手实时控制所必备的.  

指尖和物体有 3种基本接触形式: 无摩擦点接触、有摩擦点接触和软指接触. 
早先主要研究前两种接触形式的抓取[1~8], 仅少数文献涉及第 3 种. 通过软指接触, 
除力以外指尖还施加一个绕内法方向的扭矩. Howe等人[9]建议了软指接触的两种

摩擦模型. Buss等人[10]将接触约束转化为一类线性约束矩阵的正定问题, 并提出
接触力的优化算法[10,11]. 左炳然和钱文瀚发表了软指抓取的力封闭判别算法[12]和

可用于软指的动态力分配算法[13]. Han等人[14]将力封闭问题表示成关于线性矩阵

不等式的凸优化问题. 
用多边形棱锥线性化库仑摩擦圆锥, 开发了一些高效的力封闭判别算法[2~4]、

接触力优化算法[1,2]和抓取规划算法[6~8]. 然而, 这些算法对于软指不适用, 因为
当扭矩介入时线性化似无从下手. 我们试图填补这一空白. 事实上, 如果我们的
观念从三维空间扩展到四维, 软指接触约束也可线性化, 而且仍是可见的. 于是, 
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上述各算法[1~4,6~8]得以广泛适用. 本文先探讨一个用于软指抓取的快速动态力分
配算法. 

1  基本方程及软指接触的摩擦模型 

考虑一个具有 m个软指的手爪抓一个物体, 物体上固连一个右手坐标系. 对
于软指, 接触力可在局部右手坐标系{ , 中表为 , }i i in o t

 [ T
i in io it is ]f f f f=f , (1) 

式中, 为接触力沿单位内法向量 ni的分量, 和 为接触力沿单位切向量 oi

和 ti的分量, 为绕 ni的扭矩, 把 和 都取在物体坐标系中. 第 i个指尖施

加的力旋量为 

inf iof itf

isf  ,i in o it

 , (2) i i=w G fi
式中, 
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为接触 i的抓取矩阵, ri为接触 i在物体坐标系中的位置向量.  
令 w和 wext分别表示手爪施加的合力旋量和外力旋量. 为了保持平衡, 

 ext
1

m

i
i=

− = = ∑w w w . (4) 

为避免在接触处分离和打滑, fi必须满足下式中的条件[9~14], 于是fi的集合为 
(ⅰ) 线性模型 
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(ⅱ) 椭圆模型 
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式中, iµ 为库仑摩擦系数, siµ 和 siµ′ 分别为线性模型和椭圆模型的扭矩系数. 

2  线性化 

在 和 上位于 处的截面分别为 liV eiV 1inf =
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sii
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≤τ , (8) 

式中,  1 2,τ τ 和 3τ 为τ 的分量. 和 表示按这两种模型当法向分量为 1 个单位

时在不打滑条件下所允许的切向力分量及扭矩的集合. 是 中的双锥体, 而

是 中的椭球体, 如图 1 所示. 比较(5)和(7)式、(6)和(8)式得: 对于软指接触, 

( )当且仅当

liS eiS

liS 3

eiS 3

i liV∈f i eiV∈f
TT1 ,i λ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦f τ  0λ≥ 并且 liS∈τ ( eiS∈τ ). 此结论第

一次清晰地展现出 和 是凸锥liV eiV [12], 还意味着线性化 和 可分别转化为线

性化 和  即用多边形双锥

liV eiV

liS ,eiS liS 和椭球形多面体 eiS 来代替 和 (图 1). liS eiS liS

和 eiS 的顶点分别落在 和 的边界上, 它们可表为 liS eiS

 
  

T2 π π 2 π π πcos cos sin cos sin
2 2i j k i i si

j k j k k
J K J K K

µ µ µ
2

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
τ , (9) 

 
图 1  线性模型(a)和椭圆模型(b)的线性化 

 
式中, 如果 ,k K= ± 1j = ; 否则 1, 2, ,j J= 3J≥( ), , , 1,0,1, ,k K K= − − (对

于 liS , 1K = ; 对于 eiS , 1K > 并且用 siµ′ 替换 siµ ). 增大 J和K能提高线性化的质

量, 但会增加计算量. 为了简化, 重新排列这些顶点并将 ijkτ 缩写成 .ijτ  那么用

于线性化 和 的棱边可写成 liV eiV

 
TT1ij ij⎡ ⎤= ⎣ ⎦s τ , 1, 2, ,j l=  ( 2l JK J 2= − + ). (10) 
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j
λ

=
= ∑f s 0ijλ ≥ l

第 i个软指尖的接触力可表为 

 , , 
1

l

i ij ij 1, 2, ,j = . (11) 

综合(1), (10)和(11)式得 

 
1

l

in ij
j

f λ
=

= ∑ . (12) 

将(11)式代入(2)式得 

 , (13) 
1

l

i ij
j

λ
=

= ∑w ijw

式中, 
 . (14) ij i ij=w G s

向量 wij称为原始力旋量. 由(4)和(13)式最终得到 

 ext
1 1

,
m l

ij ij
i j

λ
= =

− = = =∑∑w w w W λ  (15) 

式中,    6
11 ,ml

ij ml
×⎡ ⎤= ∈⎣ ⎦W w w w

T
11 .ml

ij mlλ λ λ⎡ ⎤= ∈⎣ ⎦λ

因此, 原始力旋量 wij的凸包是一个六维多面体, 可写成 

  

1 1 1 1
1, 0,  1,2, , ,  1,2, ,

m l m l

ij ij ij ij
i j i j

Q iα α α
= = = =

⎧ ⎫⎪ ⎪= = = = =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∑ ∑∑ ≥w w m j l . (16) 

进而推论: (ⅰ) 一个外力旋量wext被平衡当且仅当 ext−w 能表为原始力旋量wij的

非负组合; (ⅱ) 一个抓取满足力封闭当且仅当力旋量空间的原点是 的内点. 虽

然这两条原理已被公认

Q
[2~4,6~8], 然而它们只限于无摩擦和有摩擦点接触. 现在我

们解除了这限制, 并且这里的原始力旋量也包含摩擦扭矩所产生的. 

3  动态力分配中的应用 

3.1  问题 

已知一个力封闭的抓取(由此 W也定)和动态外力旋量 wext. 
求解指尖上最优接触力, 使σ (所有接触力法向分量的总和)达到最小. 
仿照文献[14], 把σ 作为目标函数(但我们的方法是崭新的), 因为一般σ 越

小, 接触力和驱动功率就越小. 
按(12)式得到 

 1
1 1 1

m m l

in ij
i i j

fσ λ
= = =

= = =∑ ∑∑ λ , (17) 
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式中, ||•||1表示一范数. 
(17)式表明系数向量 的一范数即为所有接触力法向分量的总和λ σ . 因此这

问题就是寻找满足(15)式且拥有最小一范数的λ. 此外, 从(16)和(17)式可知, 

是在接触力法向分量总和为 1的情况下手爪所能产生的合力旋量的集合. 

Q

3.2  基于线性化的解 

(15)式可改为 

 ext
1 1

m l
ij

ij
i j

λ
σ σ

σ= =
− = =∑∑w w x , (18) 

式中第 2个等号给出了 x的定义. 
(18)式指出点 x位于(从力旋量空间的原点到点 ext−w 的)射线 ext−w 上, 并且 

 ext 1

1

σ =
w
x

. (19) 

从(16)~(18)式可知 Q∈x , 故 x 是在接触力法向分量总和为 1 的情况下手爪产生

的沿射线 的合力旋量. 根据(19)式, 当 x是射线ext−w ext−w 和 的边界 的交点

xe时, 

Q Q∂

σ 取得最小值, 因为此时 x 拥有最大一范数. 另外, 在点 xe存在一个超平

面支撑 , xe 可以表为位于这个支撑超平面上的原始力旋量 wij 的凸组合. 根据

(18)式, 应限于这些原始力旋量的非负组合. 把 W 分为 W1和 W2, 其中 W1

由这些原始力旋量组成, 而 W2由其余的原始力旋量组成. 相应地, 把系数向量λ
分为λ1和λ2. 由于(15)式, 取 

Q

ext−w

   1 1 ex ,+= −λ W w t 2 ,= 0λ  (20) 

式中, 是 W1的伪逆. 根据(20)式, 因为1
+W ext−w 位于由 W1的列向量和原点所构

成的凸锥内, 所以λ1的所有分量都是非负的. 
下文将寻找一个在xe处支撑Q的超平面, 这是求解的关键. 为此, 我们先从

下面两个定义[15]推出一条新的凸分析定理. 定义 为Q的极集: *Q

 { }* 6 T 1,  Q = ∈ ∀ ∈≤u w u w Q . (21) 

由(16)式, (21)式可改写为 

 { }* 6 T 1,  1, 2, , ,  1, 2, ,ijQ i m j= ∈ = =≤u w u l , (22) 

它也是一个六维多面体.  

定义 的支撑函数 为一实数值函数: *Q p

 
*

T( ) sup  ,
Q

p
∈

=
u

z z u  (23) 
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式中, z是一个非零点. 
由(23)式可直接得到 

(I) 对于 , *Q∈u T ( )p≤z u z . 

(II) 存在 *
b Q∈ ∂u , 使得 T( ) bp =z z u . 

(III) 如果原点是 的内点, 那么 . 由于抓取是力封闭的, 和

都满足此条件. 

*Q ( ) 0p >z Q *Q

另外, 由凸分析[15]知 

(IV) **Q Q= , 其中 . ** * *( )Q Q=

定理 1  以下命题成立: 

(ⅰ) 1( )p Q− ∈ ∂z z . 

(ⅱ) 超平面 { }6 T 1bH = ∈ =w u w 在点 1( )p −z z处支撑Q . 

证  (ⅰ) 由(I)和(III)可得, 对于 , , 可见 . 

于是由(IV)得

*Q∈u 1 T( ) 1p − ≤z z u 1 *( )p Q− ∈z z *

Q1( )p − ∈z z . 假设闭球 1( , ( ) )B r p −z z 以 1( )p −z z为中心, 为半径. 

令

0r >

1( )  .p r−= +y z z z z  显然,  但是由(II)和(III)得 1( , ( ) ).B r p −∈y z z

T
b =y u 1 T T( )  1 ( ) 1,b bp r rp− + = + >z z u z u z z z  

这意味着  即**,Q∉y .Q∉y  所以 1( )p Q− ∈ ∂z z . 

(ⅱ ) 由 (II)得 T 1( ) 1,b p − =u z z  因此 1( )p − H∈z z . 另外由 (21)式可得 , 对于

, . 由此可见Q∈w T 1b ≤u w H 限制Q . 

证毕. 

用 取代以上所有的 z, 定理 1(ⅰ)表明 . 将其代入

(19)式可得
ext−w 1

ext ext( )e p −= − −x w w

σ 的最小值 min ext(p )σ = −w . 实际上, xe 和 minσ 不是这个问题的目标, 

我们寻求的是在 xe处支撑 的超平面. 定理 1(ⅱ)表明Q H 就是此超平面, 而 ub和

可从(II)和(23)式求得. ext(p −w )

 
T
ext

T

max ,

1,  1, 2, , ,  1, 2, , .ij i m j l

⎧ −⎪
⎨

= =⎪⎩ ≤

w u

w u

3.3  算法过程 

算法总结如下: 
步骤 1  按(10)式线性化摩擦模型, 并按(14)式计算原始力旋量. 

步骤 2  计算 ub. 由(22)和(23)式得, ub是以下线性规划问题的最优解: 

  (24) 
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步骤 3  通过逐个测试 wij把W分成W1和W2. 若 T 1b ij =u w , 则此 wij在 H 上, 

便加入 W1, 否则加入 W2.  

步骤 4  按(20)式计算λ. 

步骤 5  按(11)式计算 fi, 1, 2, ,i m= . 

3.4  计算代价 

步骤 1 计算 个原始力旋量. 步骤 2 中的问题(24)可在 时间内解出. 

步骤 3需要 时间确定位于超平面

ml ( )O ml

( )O ml H 上的原始力旋量wij. 这样的原始力旋量

通常远少于 个, 所以计算ml 1
+W 不需要很多的计算代价. 在步骤 4 中, 按(20)式

计算 λ 只需 时间. 步骤 5 同样需要花费 时间. 总之, 这个算法的时间

复杂度为 , 与手指数成线性关系 , 本质上快于

Han等人的多项式复杂度的算法

(1)O ( )O ml

( )O ml
[14]. 

 
图 2  软三指手操纵烧杯 

4  数值实例 

图 2描绘一个软三指手操纵一个质量M = 0.1 kg的

烧杯, 它绕空间坐标系 { }0 0 0, ,x y z 的z0 轴回旋, 同时绕

物体坐标系{ }, ,b b bx y z 的zb轴旋转. 两轴相交于O, 夹角

π /12.ϕ =  物体坐标系的原点位于质心. 它到点O的距

离a = 0.12 m, 而它在z0轴上的投影定为空间坐标系(x0, 

y0, z0)的原点. 这一运动可用物体坐标系{ }, ,b b bx y z 相对

于空间坐标系{ }的轨迹0 0 0, ,x y z 0bg [16]来描述: 

02 2 2 2 1 1 ˆˆ ˆ ˆ
0 0

0
e ( e ) e e ,

11 1 1
b b

bg
ϕθ θ θ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−

= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 0
00 0 0
R pI q ωω ω ω

 

式中, 1θ 和 2θ 分别是关于 z0 轴和 zb 轴的旋转角; 表明初始位置, 

和

[ T
0 0 1 0=ω ]

[ ]T
1 0 0 1=ω [ ]T

2 1 1sin cos sin sin cosϕ θ ϕ θ ϕ= −ω 表示旋转轴 , 0ˆ ˆ,  1ω ω 和

2ω̂ 分别代表 0 ,  1ω ω 和 的叉积矩阵; I 是单位矩阵;  设

, , . 所需的合力旋量可由著名的

Newton-Euler公式算出: 

2ω [ ]T0 0 cos .a ϕ=q

1 2π rad/sθ = 2 2π / 3 rad/sθ = 2
1 2 0 rad/sθ θ= =

T
0

b b b
b

b b b

M M⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤×⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

×⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0
0 0

ω

ω ω ω

I v v R gw
T T

, 
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式中, T是惯性张量, , , . T
0 0

b
b b=v R p T

0 0( )b
b b

∨=ω R R [ ]T 20 0 9.8 m/s=g

手 指 接 触 点 为 :  [ ]T
1 16 0 105 ,=r

T
2 8 8 3 105 ,⎡ ⎤= − −⎣ ⎦r   3 =r

T
8 8 3 105⎡−⎣

⎤
⎦  (单位: mm). 库仑摩擦系数µ = 0.2, 扭矩系数µs = 0.4 mm. 

使用 Matlab实现了上述算法. 由(3)式算出每个接触点的抓取矩阵: 

1

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 105 1
105 16 0 0
0 0 16 0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
− −⎢ ⎥

⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G ,  2

0.50 0 0.87 0
0.87 0 0.50 0

0 1.0 0 0
90.93 13.86 52.50 0.50

52.50 8.0 90.93 0.87
0 0 16.0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
− −⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G , 

3

0.50 0 0.87 0
0.87 0 0.50 0
0 1.0 0 0

90.93 13.86 52.50 0.50
52.50 8.0 90.93 0.87

0 0 16.0 0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G . 

在(10)式中取 J = 10和 K = 1, 按(14)式得到 36个原始力旋量. 图 3展示的是由这
算法算出的接触力. 在 Pentium-IV 计算机上运算每一点所需要的 CPU 时间为
26.6 ms. 

 
图 3  指尖上的接触力 

5  结论 

软指接触约束的线性和椭圆摩擦模型可看成两个四维的凸锥, 它们的截面
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分别是三维的双锥和椭球(图 1), 我们通过线性化截面来线性化凸锥. 于是有关
力封闭的两条基本原理可推广到所有的接触类型. 借助一条新的凸分析定理, 开
发了一个通用且快速的动态力分配算法. 只要适当修改某些公式, 不难将文中的
理论和方法应用于 3种接触混用的场合. 
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