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摘要    采用 B-S相场模型研究了二元合金定向凝固过程中抽拉速度和温度

梯度两种凝固参数对界面形态演化、溶质分布、溶质截留及界面稳定性的影

响. 模拟结果再现了随抽拉速度和温度梯度的变化凝固界面形态发生深胞→

浅胞→平界面的演化过程, 比较了不同抽拉速度和不同温度梯度下一次间

距、沟槽深度以及有效溶质分配系数等参数, 预测了高抽拉速度和高温度梯

度条件下的绝对稳定性, 模拟结果与 M-S 稳定性理论吻合良好. 
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凝固界面形态演化与稳态选择直接决定了实际材料和铸件的凝固组织特征和性能, 而另

一方面, 由于定向凝固过程的可控性及其在凝固理论研究上的重要性, 因此定向凝固界面形

态演化及其稳定性一直是物理学家和材料学家关注的焦点之一. Mullins和Sekerka[1]利用扰动

分析方法提出了线性稳定性理论(M-S理论), 来预测定向生长时平界面失稳的扰动波长. War-
ren和Langer[2]通过分析界面前沿的初始溶质扩散场的发展过程对平界面的稳定性进行了时间

相关的半解析数值分析, 从理论上揭示了界面稳定性的时间相关特性. 除理论分析外, 人们还

利用实验及数值计算方法做了大量工作, 来研究定向凝固的界面形态演化及其界面失稳问题. 
但是由于凝固界面形态演化是一个涉及热量、质量和动量传输, 以及界面动力学和毛细作用效

应的自由边界问题, 这一问题的复杂性造成目前在实验研究和理论分析上存在许多障碍, 故
在一定程度上要依赖于数值计算完成. 但由于晶体生长过程中, 固液界面的形状和位置是不

断变化的, 界面跟踪给数值计算带来极大困难, 因此传统上针对合金定向凝固过程的计算大

多仅限于一些简单的情形, 而对于枝(胞)晶列形态演化、非稳态浓度场等复杂情形则难以处理.  
相场法是一种建立在热力学基础上描述系统动力学演化过程的模拟方法, 其核心思想是

引入一个连续变化的序参量—相场变量φ , 使得相变过程的数学描述由尖锐界面的Stefan问
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题转变为弥散界面问题. 在相场模型中, 系统的自由能在整个相变区域中用一个统一的形式

来描述, 从而模拟过程中不再需要追踪复杂的相界面, 同时, 相场模型可以全面考虑热量、质

量和动量传输, 以及界面动力学和毛细作用效应的耦合作用, 因此, 相场模型已广泛应用于模

拟各种相变过程, 特别是凝固过程 [3].  
Boettinger和Warren[4]首次采用相场法研究了高抽拉速度下定向凝固的胞/平转变, Lan 和

Chang[5~7]也进一步采用自适应网格研究了高速下定向凝固界面形态的演化, 在国内, Yu等人 [8]

采用WBM模型模拟了Ni-Cu 二元合金等温近似定向凝固以及非等温定向凝固的界面形态演

化, 李梅娥等人 [9]采用WBM模型模拟了Ni-Cu合金定向凝固的界面形态演化, Guo等人 [10]采用

KKS相场模型模拟了Ti55Al45 二元合金定向凝固的界面形态演化过程, 但以上工作均仅考虑抽

拉速度对界面形态及其稳定性的影响. 定向凝固过程的最重要的两个凝固控制参数是抽拉速

度和温度梯度, 它们直接决定了实际材料和铸件的凝固组织特征和性能, 因此研究并比较这

两个凝固控制参数对定向凝固界面形态演化及其稳定性的影响具有重要意义. 本文将利用B-S
热力学一致相场模型 [11,12], 模拟并比较二元合金定向凝固在这两种不同凝固条件下的界面准

稳态结构, 预测两种绝对稳定性出现的条件, 并对定向凝固的一次间距、胞晶沟槽深度、胞晶

向平面晶转变以及溶质截留等进行研究.  

1  计算模型 

1.1  控制方程 

采用Bi和Sekerka的热力学一致的二元合金相场模型 [11,12], 对于由组元A和B组成的二元

合金, 其相场控制方程如下:  
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式中φ为相场变量, φ =0 时代表固相, φ =1 时代表液相, X 为成分 B 的溶质浓度. σA 和σB 可分别

表示为 
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其中, ( )p φ 是φ的单调递增函数 3 2( ) (6 15 10)p φ φ φ φ= − + , 满足 (0) 0,p =  (1) 1;p =  2( )g φ φ=  
2(1 )φ− 为一双阱势函数, 且有 ( ) 30 ( )p gφ φ′ = ; α和β为与势垒高度相关的待定常数; LA,B 及 TA,B

分别为纯物质 A 和 B 的潜热及熔点; L S( ) (1 ( ))XD D p D pφ φ= + − 为与相场相关的扩散系数, DL

和 DS 分别为液相及固相的扩散系数; R 为气体常数; Vm 为摩尔体积; Mφ 为与界面动力学有关

的参数. 界面自由能各向异性以 Cahn-Hoffman ξ 矢量形式引入(方程(1)最后一项), 对二维 4
次对称型各向异性有: 



 
 
 
 
 
王锦程等: 定向凝固界面形态演化及其稳定性的相场法研究 
 

 

18 

( )
0

ˆ
ˆ1 cos 4 ,   ,

n
n

γ φγ θ
γ φ

∇
= + =

∇
 

式中θ 为 n 与 x 轴之间的夹角, ( )n̂γ 表示取向为 ˆ( , )x zn n n 的界面能, γ0 为固/液界面能, γ为界面

能各向异性强度, 以描述界面能各向异性的大小.  
严格地讲, 模拟合金定向凝固过程还应求解能量方程, 但为简化问题, 大都采用温度冻结

近似 [4,5], 即线性温度处理. 根据该近似假设, T=T0+G(z−z0), 即相对于沿定向生长方向以抽拉

速度V移动的坐标系而言, 温度梯度G为常数, 其中z0 为参考平面, T0 为其对应温度. 通过求解

固、液共存的一维相场方程以及界面自由能定义, 可建立相场参数与材料热物性参数的关 系
[11].  

1.2  计算条件 

以 Ni-Cu 单相二元合金为研究对象, 采用的材料物性参数如下(A 为 Ni, B 为 Cu): TA = 
1728 K, TB = 1358 K, LA = 2350 J/cm3, LB = 1728 J/cm3, DL = 10−5 cm2/s, DS = 10−9 cm2/s, α = β = 
125.0, γ0=4.0×10−5 J/cm2, γ =0.04, Vm=6.11 mol/cm3. 初始液相中溶质元素 Cu 的含量为 c∞

=0.4083%(原子分数), 平衡分配系数 k0 = 0.86. 网格尺寸Δ =4.4×10−6 cm, 计算区域为 400Δ × 
600Δ. 计算域两侧面采用绝热边界条件, 底面和顶面边界条件设置采用移动盒算法. 计算初始

条件为: 在移动盒中, 参考平面以下为固相, 即 00 z z≤ ≤ 时, φ =0, X=k0c∞, 其余为液相. 计算

中对相场方程(方程(1))在固/液界面处施加[−1, 1]间的 Gauss 噪声, 噪声强度为 0.3.  

2  结果与讨论 

2.1  不同抽拉速度及不同温度梯度下的定向凝固准稳态结构 

图 1 为温度梯度 G = 2.5×104 K/cm 时不同抽拉速度条件下的合金定向凝固准稳态结构(由
于抽拉速度的不同, 达到准稳态结构所需时间也不同, 图 1 中所示准稳态结构的计算时间是不

同的), 图中上部是相场, 黑色代表固相, 白色代表液相, 下部为其对应溶质场, 以灰度值表示

溶质大小. 由图可见, 随着抽拉速度的不断增大, 定向凝固的固液界面形态的演化模式为: 平 

 

图 1  不同抽拉速度下定向凝固的准稳态结构 
G=2.5×104 K/cm; 上部为相场, 下部为溶质场 
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界面→深胞→浅胞→平界面. 当 V = 0.001 cm/s 时, 在所采用的计算条件下, 液固界面始终保

持平界面, 随着抽拉速度的增大, 液固界面的准稳态结构变为胞晶, 且胞晶间出现溶质富集的

液相沟槽, 抽拉速度进一步增大, 液相沟槽底部还出现高度溶质富集的圆形液滴(V = 0.1 cm/s, 
V = 0.5 cm/s), 但液相沟槽的深度变浅, 当 V = 2.5 cm/s 时, 界面只有很小的波动, 当 V = 3.5 
cm/s 时, 界面始终为平界面.  

图 2 为抽拉速度 V = 0.5 cm/s 时不同温度梯度条件下合金定向凝固的准稳态结构, 图 2 中

上部是相场, 下部为其对应溶质场. 随着温度梯度的不断增大, 定向凝固的固液界面形态的演

化模式为: 深胞→浅胞→平界面. 由 M-S 稳定性理论可知, 与抽拉速度的影响不同, 在低温度

梯度端不会出现平界面, 模拟结果也表明了这一点. 温度梯度越小, 胞晶间距越大, 胞间沟槽

越深, 当 G = 5.0×103 K/cm 时, 沟槽底部已越出计算域之外. 相反, 温度梯度越大, 胞晶间距

越小, 沟槽越浅, 在 G = 4.0×105 K/cm 时, 界面始终为平界面. 

 

图 2  不同温度梯度下定向凝固的准稳态结构 
V=0.5 cm/s; 上部为相场, 下部为溶质场 

 

图  3 为不同条件下定向凝固过程中一次间距及胞沟槽深度与凝固条件的相关性. (ⅰ) 一次

间距: 抽拉速度和温度梯度的增大均会使一次胞间距λ 以指数形式减小, 但温度梯度对一次间

距λ 的影响明显小于抽拉速度对λ 的影响; (ⅱ) 胞沟槽深度: 随着抽拉速度的不断增加, 沟槽

深度 d 呈现出先增大后降低, 而当 V 达到 0.1 cm/s 时, 其沟槽深度达到最大, 而对于温度梯度

与沟槽深度的相关性, 则仅展现为随温度梯度的增加, 沟槽深度不断单调降低的规律, 且与抽

拉速度对沟槽深度的影响相比, 温度梯度对沟槽深度的影响更显著, 表现为在较小的温度梯

度时, 会出现非常深的沟槽.  

2.2  抽拉速度与温度梯度对溶质分布的影响 

图 4为不同条件下通过胞尖端的沿生长方向的浓度分布曲线, 其中图 4(a)为不同抽拉速度

下的溶质纵向分布曲线, 图 4(b)为不同温度梯度下的溶质纵向分布曲线. 如图所示, 随着抽拉

速度的不断增大, 液相中溶质边界层的厚度不断减小, 其固液界面一侧的固相中的溶质浓度

不断增高, 直到接近初始液相浓度, 达到完全溶质截留, 而界面另一侧的液相浓度则不断降低, 
表明随着抽拉速度的提高, 溶质截留现象越明显, 界面处的溶质再分配系数不断增大. 抽拉速  
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图 3  一次间距及沟槽深度与凝固条件的相关性 
(a) λ-V; (b) λ-G; (c) d-V; (d) d-G 

 

度  V 增大, 胞晶尖端固相浓度增大, 这与经典凝固理论吻合, 但尖端处液相浓度下降, 却与经

典理论相反, 这是因为经典理论是建立在局部平衡的基础上, 认为 tip tip
0 LSc k c= , 然而实际上随

着  V 增大, 溶质分配系数k(V)是增大的. 而对于温度梯度变化的情形, 随着温度梯度的增大, 
胞晶尖端固相浓度增大, 其液相浓度也不断增大, 固液界面前沿的溶质边界层大小基本保持

不变, 与经典凝固理论相一致. 对比图  4(a)和(b)可知, 随抽拉速度的增加, 溶质的扩散长度不

断减小, 而对于改变温度梯度, 其溶质扩散长度保持不变, 因此这表明溶质扩散长度仅与抽拉

速度有关而与温度梯度无关, 这与凝固理论是一致的 [13]. 
图  5 为不同条件下通过垂直于抽拉速度方向的浓度分布曲线, 其中图 5(a)为不同抽拉速度

下的溶质纵向分布曲线, 图 5(b)为不同温度梯度下的溶质纵向分布曲线. 抽拉速度较小时, 溶
质再分配明显, 故胞晶与胞间沟槽内浓度相差大, 随着速度增大, 胞间距减少, 固、液相浓度

差也逐步减小, 直至完全溶质截留, 当 V = 2.5 cm/s时, 固相与液相浓度十分接近, 溶质截留现

象明显. 而对于温度梯度变化的情形, 随温度梯度的提高, 固、液相的浓度差也逐渐减小, 但
减小的幅度非常有限, 即使达到平界面稳定生长, 界面处的固、液相浓度还保持一定的浓度差, 
也就是高的温度梯度并不能达到完全溶质截留. 图 6 也表明了这一点, 图 6 为准稳态时溶质再 
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图 4  不同条件下通过胞尖端的沿生长方向的浓度分布 
(a) 抽拉速度; (b) 温度梯度 

 

 

图 5  不同条件下通过横向的浓度分布 
(a) 抽拉速度; (b) 温度梯度 

 

 

 
图 6  准稳态时溶质再分配系数与抽拉速度及温度梯度的相关性 

(a) k-V; (b) k-G 
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分配系数与抽拉速度及温度梯度的相关性, 其中图  6(a)为不同抽拉速度下的有效溶质再分配

系数的变化, 随着抽拉速度的提高, 有效分配系数不断增大, 最终达到接近完全溶质截留状态. 
图 6(a)中还给出了其他一些研究者的结果, 在高速端与Lan等人 [5]及Boettinger等人 [4]的研究结果

类似, 而在低速端有一些偏高, 其原因在于相场模型在较大的界面厚度参数下引起了非正常的

溶质截留效应, 这可以通过采用在模型中引入反溶质截留项加以解决, 此项工作正在进行中. 
图 6(b)为不同温度梯度下的情形, 由图可见, 温度梯度对有效溶质再分配系数的影响很小. 

2.3  与 M-S 稳定性理论的比较 

为了进一步确立模拟的可靠性, 本文还将计算结果和M-S稳定性进行了比较. 根据M-S理
论 [1], 其界面稳定性临界条件为 

 
( )3 22

0 22
2

0 00 0

1 23 ,
4 2 4

A kG AA A r r
k kT k Γ

−
= + − −

Δ
 (3) 

式中 A 为无量纲速度, 0 0/( ),LA V D T k Γ≡ Δ  r 为方程

1
3 2

0(2 1) 2 0r k r k A
−

+ − − = 的正实根, k0, ΔT0

和 DL分别为平衡溶质分配系数、平衡结晶温度间隔和液相扩散系数, Γ 为 Gibbs-Thomson 系数.  
根据式(3)可计算出不同抽拉速度和不同温度梯度下的临界稳定性条件. 图  7 为相场模拟

结果与 M-S稳定性理论的比较, 其中图 7(a)为不同抽拉速度下稳定性的比较, 由图可知在高速

端, 温度梯度 G = 2.5×104  K/cm 时, M-S 理论计算出的胞/平转变的临界速度大约为 Vabs=2.55 
cm/s, 这与模拟结果预测临界绝对稳定性的抽拉速度在 2.5 cm/s 和 3.5 cm/s 之间是一致的. 对
于低速端的临界稳定性, 由于低速端其有效溶质分配系数为0.87, 故此时需采用此有效分配系

数进行计算, 如图 7(a)右上角, M-S 理论计算出的低速端临界稳定性 Vcri=0.003 cm/s 这与模拟

结果预测为介于 0.001 cm/s 至 0.025 cm/s 之间相吻合. 而对于温度梯度对界面稳定性的影响, 
从 M-S 理论可知, 其仅有高温度梯度绝对稳定性, 而无低端的稳定性. 如图  7(b), 由图可知,  
M-S 理论计算出的抽拉速度为 0.5 cm/s 时的临界稳定温度梯度大约为 G = 3.2×105 K/cm, 而模

拟预测为介于 3.5×105 K/cm和 4.0×105 K/cm之间, 因此模拟结果与 M-S稳定性略有偏差, 但总

体吻合良好.  

 

图 7  模拟结果与 M-S 稳定性理论的比较 
(a) 不同抽拉速度; (b) 不同温度梯度 
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3  结论 
采用 B-S 相场模型研究了二元合金定向凝固过程中抽拉速度和温度梯度两种凝固参数对

界面形态演化、溶质分布、溶质截留及界面稳定性的影响. 模拟结果再现了随抽拉速度和温度

梯度的变化凝固界面形态发生深胞→浅胞→平界面的演化过程. 计算结果表明, 对本文模拟

的 Ni-Cu 合金, 高速绝对稳定性临界速度为 2.5~3.5 cm/s 之间, 低速端稳定性临界速度介于

0.001~0.025 cm/s 之间, 高温度梯度绝对稳定性临界温度梯度介于 3.5×105 K/cm 和 4.0×105 

K/cm 之间, 与 M-S 吻合良好; 在接近高速平界面生长时, 随着凝固速度增大, 胞晶间距减小, 
胞间沟槽变浅, 固液界面温度降低, 固液界面处固相浓度增大, 液相浓度减小, 有效溶质分配

系数增大, 溶质截留效应更明显; 而温度梯度对溶质边界层、有效溶质分配系数等影响不大. 
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