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宇宙大尺度结构数值模拟中的短程力
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摘 要

本文提 出了宇宙大尺度结构 P ,

M 法数值模拟 由 短程力计算的改进方法
.

其改

进主要在于对质点分块重新编号
,

从而大大减少检索所需时间
.

为了检验该算法的

有效性
,

我们和国际上著名 的 E fs t a t ih ou 等人的算法进行了比较
,

结果表明
,

在相同

的初始条件下
,

在同类型机器上运算
。

我们 的计算短程力算法要比他们的快一倍 到五

倍
.
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,
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引 言

宇宙大尺度结构的数值模拟研究是 N 体问题在天体物理 中应用的一个重要方面
.

但它又

不同于星系的数值模拟研究
.

星系数值模拟主要研究星系的总体性质
,

如三轴椭圆星系的塌

缩形成
,

盘状星系中大尺度棒状不稳定性
,

旋臂在盘状星系中的展开 与维持等等
.

而在宇宙大

尺度结构研究中
,

主要讨论纤维状结构
、

空洞
、

星系团等等的内部局部结构
.

在 N 体问题中
,

关键的一步是计算模拟质点的自引力
.

到目前为止
,

自引力的计算可以分

为三大类 : 1
.

P P 法 ; 2
.

P M 法 ; 3 P 3
M 法

.

一般来说
, P P 法的 自引力计算是直接的

,

它可

以达到很高的分辨率
,

但计算所费时间却与计算质点数的平方成正比
.

在大质点数时
,

所耗机

时是惊人的
,

因此对 P P 法 也有各种改进 l[, 幻
.

PM 法引人了快速 F ou ir e : 变换
,

把微分方程

化成差分方程后可以大大节约计算机时
.

但 PM 法的一个致命弱点是分辨率较低
,

利用该算

法计算的自引力在 2一 3 个网格内被抹平
.

这在研究星系的总体性质时是基本满足要求的
,

并

被广泛应用
.

但宇宙大尺度结构研究着眼于其内部结构
,

而使用分辨率较差的 PM 法往往使

相邻质点间的引力减小
,

因此数值模拟的成团等聚集现象并没有真正反映宇宙中的实际过程
.

P S
M 法就是为了弥补这一缺点而引人的

,

这是在 P M 法基础上的一个修正
.

因为 PM 法主

要在 2一 3 个 网格距离内把自引力抹平
,

所以 H oc k en y 等建议 〔习 : 首先对每一质点的受力用

PM 法来求解
,

然后把每一质点 由邻近质点所产生的力部分除去
,

代之以用更精确的直接方法

求得的近距力
.

这就是 p ,

M 法的由来
: p p 法加上 p M 法

.

1 9 5 5 年 E f s t a t h i o u 等 〔̀ ,在把

P从 法应用到宇宙大尺度结构研究时发现
,

在 PM 法中对 G r e en 函数作适当修正后
,

对长

程力部分的算计结果不会产生任何影响
,

而对短程力的数值大小可以大大降低
.

G r c e n 函数

本文 1 9 8 8 年 9 月 17 日收到
, 1 9 8 9 年 8 月 15 日收到修改 稿

.
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是在用 P M 法计算自引力前已一次预先算好的
,

其后不需消耗任何机时
.

这样在 P 3

M 法中可

以不必扣除局部力的效应
,

只需简单地把短程 力的修正加进由 P M 法得到的结果上就 可
.

当

然
,

在一定范围内短程力的加人会在截止长度
, `

处 (即短程力的影响仅在
; :

之内 )产生一定

的间断跳跃
.

文献 [ 4甘旨出
,

在 P M 法中
,

若设一维方向上有 32 个网格
, , s

一 2
.

7 个 网格长

度
,

则在
; :

处力的跳跃仅为 2
.

4 多
,

这是一个小量
.

在 P 3
M 法中由对 P M 校正而引人的 P P

法是极费机时的
.

fE
s at ht , 。 u

等 〔们根据文献〔3] 的思想对短程力的计算编出了程序
,

并用于解

决宇宙大尺度结构的许多间题
.

因此他们的算法国际上公认可靠而又省时
.

本文对 P 3
M 法

中短程力的计算提出了一个新的方法
.

这一方法在分辨率上可达到文献 [ 4] 中的精度
,

但在计

算机时上要比他们的节省
.

二
、

短程力算法的描述

正如前所述
, P ,

M 法是对 P M 法在分辨率上的一个改进
.

这一改进主要在于计算每一

虽但质点附近距离
, ,

内的其它质点对它产生的近距力
.

这样的近距力若用 P P 法直接计算
,

计计算质点 I与与
JJJ 问的 自弓l力力

JJJ 二 J + lll

一一

了二 I十 11111 结穿穿

然对每一质点仅在距离小于
; ,

内的其它质点需要考虑
,

图 1 P P 法方框图

距离的判断也是极费机时的
.

这一直接 P P 算法的方框图

如图 1所示
.

这一算法费机时的原因主要在于要判断每对质点其相

互距离是否大于截止
一

长度
r : .

这祥的算法并没有充分利用

截止长度
; 、

的引人
.

因此对短程力算法的改进也就在于

如何利用
r : .

为 H o e k n e y 等提出
,

又为 E f s t a t h i o u 等实现的短程

力算法对此作了些大改进
.

本文对文献 [ 3 , 4 1的算法再作一改进
,

相应的与文献

〔们之算法作一比较
.

在宇宙大尺度结构数值 漠拟中
,

总是对有限质点进行

研究
.

这些有限质点被限制在一立方体 (也可以是长方体 )

中
.

设此立方体每边长为 L
.

PM 法就在边长为 L 的立方

体网络内进行
,

短程力的计算限制在
; ,

内
.

再作一网络
,

其每边长度为从
; : ,

其中 N
:
一 I nt ( L /

; :

)

+ l ,

并将其分成每边长为
r :

的 网格
,

即 此 网 格 数 为

N : x N : x N : .

该网络的一个顶点与原来立方体的一 顶

点重合
,

显然
,

后者包含在前者之中
.

这一网络中每一网格内的质点
,

由于截止长度
; 。

的限制
,

其短程力的影响只可能是在同

一网格内的质点及其邻接的其它 26 个网格内的质点产生的力
.

这样的分割使距离的判断减

少了很多
.

文献 L3
,

4] 在这一步上也是这样做的
.

原先的质点是编号的
,

并据此得到质点的位置和速度
,

它们的值已由前面的计算存储起

来
.

但顺序编号的质点可以分布在完全不同的网格 内
,

因此间题是如何给出在某一网格内所

存在的质点
.
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为此
,

我们引 入 3 个 一 维 数 组
: M M ( N

: X N
: X N

:

)
,

N U R (N : X N
: 火 刃:

) 和

N T T ( N )
.

然后进行下列运算 :

1
.

对任 一网格 ( I ,

了
,

K : I ,

了
, K ~ l

,
2

,

… N动 予以一维排列 :

L L 一 K
一

卜 N : x ( ! 一 l) 二 八
: K 入 : 丫 (了 一 1 ) ;

2
.

将第 L L 个网格内包 含的几点数 目记入 M M ( L L ) ;

3
.

将第 乙 L 个网格以前的 沂有网格中的质点数记人 N U R (石L )
, F

旧

N U R ( 孟幻 一 X M M ( K劝
;

4
.

利用 M M ( L L ) 及 N U R ( L 乙 ) 将质点的编 号依网格的顺序分别记人数组 N *T r( 川
曰

T )
,

其中 L L T 是新编号
,

N T T 是原编号
.

在进行这样处理后
,

若要找第 L L 个网格中所有质点的编号
,

只要由 N T T ( L L下) 巾

取 :

N U R ( 乙 L ) 十 1 毛 L L T ( N U R ( L L ) + M M ( L L ) 的值即可
.

文献〔3
,

4] 的算法中
,

在把质点依网格分类时把相应质点的坐标与速度值输人一维存储
.

实际上
,

在整个程序中
,

坐标与速度值已由前述过程算出而存储起来
.

本文算法与其区别可

以 由实际计算而得到比较
.

把质点编号重新排列后
,

短程力就可依网格顺序对每个网格内的质点分别计算了
.

为要

计算第 L L 个 网格内所有质点所受的短程力
,

除要计算此网格内距离小于 ; ,

的两两质点间

的相互作用力外
,

还要计算与此网格相邻接的 13 个网格内的质点对它们的引力 (这儿由于作

用力反作用力相等
,

可以避免计算邻接的另 13 个网格内质点的作用 )
.

如前所述
,

第 L L 个风

格内的质点编号在 L L 给定以后可以很快地由 N u R ( 乙 L ) 与 M M ( L L ) 算出
,

这样一个过

程可以大大减少为判别两质点间距离是否大于
; :

所耗的机时
.

在计算两距离小于
, 。

的质点间的作用力时
,

我们如文献 〔3 , 4 ]那样
,

一方面采用软化弓r

力势
,

另一方面采用由预先给定的引力与距离的关系进行内插的方法
.

这样需要另外两个数

组 R R ( 5 5) 及 R G ( 5 5) 来表示不同距离处的引力值及共导数值
.

而 5 5 视分割的情形而
;

定
,

一 般取 SS 一 2 0 2 6 已经足够精确了
.

这样
,

在本文短程力计算中
,

引人的数 值 分 别 为 : N T T ( N )
,

MM ( N
: x 凡 义从 )

,

N U R (N
: X N 乙 X N : )

, R R ( 5 5 ) 及 RG ( 5 5 )
.

其中 N T T (刀 ) 是这儿最大的一个数组
,

其大
小由质点数决定

.

由于此处计算是继 P M 法计算后进行的
,

而在 PM 法中有一些数组到此

步骤己无 用
,

因此这一数值就可放在等价数组的内存中
,

例如用来存储节点上质量的数组就是

一个
.

因此
,

在这一 短程力的计算中
,

实际所需的工作单元是不大的
.

三
、

实 例 计 算

我们已经知道
, PM 法的计算结果使 自引力庄 2一 3 个网格 巨离内被抹平

.

P M 中短程

力的引人正是为了克服这一缺陷
,

提高分辨率而作的
.

因此截止长度
, ,

一般 也就是 之一 3 个

网格长度
.

为了检验我们的算法比较节约机时
,

必须与他人比较
.

到 日前为止
,

国际上有这方

面报道的也就是 fE
s at t h io u 等人41[ 在 19 85 年所作的结果

,

因此我 们尽 量士巴所有的条件取得

与他们一样
.

下面的所有结果与文献〔4] 一样是在具有 4 M 内存 的 v A X 一 1 1 / 78 0 上进 汀的
。
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文献 〔斗〕对两种初始条件的宇宙大尺度结构进行了计算
.

第一个模型取质点数 斗 9 06,

初始分

布为 P io s so n 随机分布
,

演 比时间为从
“
一 1 至 。 一 5

.

9
.

第二个模型取质点数 3 2 7 6 8
,

初始

分布为 ez , d o

vic h 形式 凶 ,

扰动振幅的初始值取为
<(笋>

l2/ 一。
·

2 2
.

第一个模型的计算在

P M 法上取 32 x 32 火 32 网格
,

而第二个模型的计算在 P M 法 且取 64 x 64 x 64 网格
.

若

在两个模型的 P M 法上
,

网络一维方 向 氏度均为 32 的话
,

则在第一个模型中
, 。

一 2
.

7
,

而在

第二个模型中
r ,

~ 1
.

3 ,
.

表 I 给出了用我们上 面给出的算法及文献 〔 4] 的算法对两个模型进行计算时短程 力部分

所耗的 C P U 时间对照
.

两个模型不同算法短程力计算所需的 C P U 比较

P o i s s o n Z e l d o v i c h

C P U 时间 (
s
)

N一 斗0 9 6 N = 3 2 7 6 8

r 。 二 2
.

7

本文算法
6

.

7 3 (
a 二 l )

7
.

8 1 (
a 二 多9 )

1
、 6

·

, `一
` ,

E f s t a t h i o u 等【 4〕

1 8
.

1 ( a 二 5
.

9 )

555 9
.

3 3 ( a
= 1 ))) 2 7 5一 5 (

a
= l )))

1113 0
·

6 6 ( a 二 4 5 ))) 4 3 6
·

1 9 (
a 二 4 , )))

知下||厂上

||

从表 1看出
,

在两个模型下
,

由本文算法计算短程力在相同截止长度下所耗的 C P U 要比

E f s t a t h i o u 等人的算法少得多
.

在其中的 z e l d o v i e h 分布情形
, r ,

~ 1
.

3 5 是对 3 2 x 3 2 x

3 2 网络来说的
,

如对 64 x 64 x 6 4 网络 4[] ,

即是
r 。

~ 2
.

7
.

上表充分体现了本文提出的算法

的优越性
。

我们知道
,

上面给出的是计算一个时间步长短程力所需的 C P U ,

而通常在宇宙大尺度结

构数值模拟中一般要计算几百个时间步长
,

因此
, C P u 时间的多少是一个突出的问题

.

为了

更加体现出改进算法的快速性
,

表 2 给出了用直接 P P 算法来计算初始 oP iss
o n 分布下短程

力所需的时间
.

表 2 oP is s

on 分布下利用直接 P P 法计算短程力的 C P U 时间 (a ~ l)

质 点 数 N 1 0 0 0 0

截止长度
” ,

C P U 时间 (
s
) 1 6 2

。

14 16 ,
。

2 7 9 6 6
.

9 7 9 9 0
.

2 8

由此知道
,

用直接 P P 法来计算短程力所需的机时实在太多 了
.

这里有两点需要说明
:

在同样质点数下
, r .

不同但所耗机时却差得不多
.

这说明该方法中没有充分利用
, . ,

而主
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要机时花在两两质点间的距离计算上 ; 2
·

计算机时约与质点数的平方成正 比
.

前面我们已经说过
,

P M 法的主要缺点在于分辨率比较低
,

短程力计算的引人可以提高

其分辨率
.

图 2 给出了初始为 P io s s o n 分布
,

N ~ 2 0 0 0 0 演化时间为
a
~ 9

.

9 时质点分布

在一个方向上的投影
.

其中 ( a) 为用 P M 法 32 丫 32 x 32 网格分割下的结果 ; ( b) 为包

括了
; ,

一 2
.

7 内的短程力下的结果
.

从两图的比较可知
,

在包括 了短程力后
,

在 阳同的膨胀

下

万万下下万`

几”

扮
: …仁

J

咨考 {

寸
.

几
介

万

又 屯分
,

_ 二

价
、

抉扑
,

,

见.’ :
一

老廷
气

一

东 f
’

t , , ; “ ’ 毛

.-ff 鉴
,

呀
目

J 曰

J ,

J、

、

ù产ù
.

.̀
气

ó
`、

飞

才、 、

、

万乡)
.

.

忿 二
`

.

长
攀沂

, .

玉

:

双
`

-

之
:
:

, 一 ,
r

一` :
每

_

:

补
一

、

介
,

: ,

东
` ’ `

少

牛川卜
人

·

弘夸共
曰、

。

_

厂 二
_

,

一 ,

谈 乒

,

凡
: 乍

一

了

凡
二

沐丫甲ù刊、,

·
ō
、

气
、 .

吸
君

.

产尹了

口
一
版

l
,` .......书... we.. l

r
rl.L.esr卜曰11

川侧川
、 ` 一

:.’
` ’

.

傀
户 一 `

价 J

分幸

( a )

图 Z N 一 2 0 0 0 0 ,

初始 p o i s s o n
分布

,

演化到

( (
a ) P M 法

,

( b )

( b )

。 ~ 9
.

9 时质点分布的二维投影图

P ,
M 法 )

"

…匕
?

门

|
||

言1
5 记扩

图 3 N = 2 0 0 0 0 ,

初始 p o i s s o n

分布
,
演化到

( (
a
) p M 法 ,

( b ) p
3

M

“ ` 9
.

9 时二点相关函数

法 )
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因子下
,

质点的成团性要强得多
.

图 3 的 ( a ) 及 ( b) 分别绘出了相应的两点相关函数
,

其差

别主要在于小尺度范围内
.

图 3 ( b ) 中的两点相关函数在较小的距离处要比图 3 ( a ) 中的大
.

这主要是考虑了近距力的效应
,

提高了分辨率的缘故
.

由本文所提出的改进短程力算法计算所得的质点演化的图形结构及两点相关函数可以
上 _

E f s t a t h i。 。 和 E a s t w o o d 汇̀ , 的结果作一比较
.

从图形上看
,

在 p o i s s o n 初始条件下
,

质点分布

均显示出成团结构
,

而纤维状及空洞并不明显
.

更好的比较可通过两点相关函数
.

首先从两

点相关函数的斜率来看
,

两文都接近于 一 ,
.

8 ,

其次
,

关于其大小
,

本文在 19

李一 一 2
.

。 时
,

两
L

点相关函数 烤“ (
· , 一 `

·

8
,

而文献 〔6 ,中图 2 显示
,

当
夏

,

一 。 。 2 也理口令本文的 `g

全一
2

·

。

时
,

其 七万( 、 ) 也接近于本文的 1
.

8
.

因此
,

两种结果是一狡 庄
.

四
、

讨 论

在牛顿力学框架内
,

应该说自引力的计算是简单直接的
.

两个质点间的引力势可以容易

地写成 币 ~ ` M / , ,

其中
/

为两质点间的距离
.

可是在 N 体问题中
,

随着 贡点数的增加
,

相应

的计算工作量却与质点数平方成正比
.

因比在数值计算中
,

突出的问题为极大的计算时间
.

以致 N 体问题的一个重要研究方向为如何用尽量少的计算机时来计算尽量多的质点间的 自引

力
.

在 当前的计算机发展水平及算法条件下
,

在星系与宇宙大尺度结构的数值模拟中
,

最多的

质点数也仅达到 l护量级
.

而对具有 10 ` 1

材 的星系来说
,

每个质点的代表质量优在 1护M
*

左

右
.

这样大的点质量在某种程度上来说远不满足所研究的问题的需要
.

在宇宙大尺度结构研究中
,

成团性的特征要求自引力的计算需充分反映其近距性
.

这样

对近距力的计算就成了一个突出的问题
.

事实 丘
,

直接的 P P 法能够很好地把近距力包括进

去
.

但正如表 1和表 2 比较后可知
,

_

红接的 P P 法计算近距力太费机时了
.

本文对近距力的新算法是对文献 [ 4] 的算法的改进
.

我们的 目的也仅是如何减少计算所

费的机时
.

计算的大框架还是在 P M 法上加进 P P 法
.

在这种 P 3
M 算法中

,

大量的机时还

是耗费在 P P 法上
.

要对这一问题有所突破可能需要冲破这一大枢架
.

当然在宇宙大尺度

结构的数值模拟中
,

问题要比星系数值模拟多得多
.

另外一个重要问题是边界约束问题
,

这是

由于我们所模拟的是宇宙中的一郊分
.

这些问题的 浑决可能要与上面提出的大框架问题一起

解决
.
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