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摘要    运用矩阵对角化的方法研究了锂 6 原子系统中的量子相变和量子纠

缠. 通过计算该量子系统的冯诺依曼熵发现纠缠度与量子相变存在关联. 计
算结果表明, 量子纠缠只存在于量子相变之前, 当磁场超过相变临界点, 纠
缠现象随即消失.  
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量子相变一般是指量子系统在外加磁场或压力的影响下产生的相变 [1]. 这种发生在绝对

零度下的多体量子系统里的现象, 无论在基本理论还是实际运用上都引起人们的广泛关注. 
量子纠缠作为量子力学理论中的一个非常有趣的特性, 在量子通信中作为信息源起着无法替

代的作用 [2~8]. 因此, 判断一个系统是否纠缠是任何量子通信理论必须首先面对的问题, 其中

冯诺依曼熵就是一种非常有用的量子纠缠度量方案 [9,10]. 近年来, 人们研究了一些特殊模型量

子系统中量子相变和量子纠缠之间的关系 [11~20], 认为量子相变出现在纠缠度的一些特殊点上, 
例如极值点、奇异点、非连续点等等. 但是这些特殊量子系统模型的量子相变都是通过计算子

系统密度矩阵得到的非解析解 [21~26]. 
由于精确计算复杂量子多体系统是非常困难的, 目前对小量子系统（一对量子比特、二自

旋系统、三自旋系统等）的研究被认为是理解多体系统量子相变的一个有效途径 [27~30]. 本文

精确计算出了锂 6 原子系统的量子相变和运用冯诺依曼熵度量的量子纠缠, 并讨论了量子相

变和量子纠缠之间的关系.   

1  量子相变 
对于锂 6原子系统, 可以看作是一个外层电子自旋为 1/2 和原子核自旋为 1的二自旋系统. 

在磁场中, 锂 6 原子系统的对应的哈密顿量表示如下:  

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 ( ) ,x x x x y y z z x xH J B s s J s s s s s s B s s= ⋅ − + = + + − +s s  (1) 

其中 1s 为自旋为 1/2 的泡利矩阵, 2s 代表自旋为 1 的算子, 即, 
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B 为磁场强度. 下面, 我们将用 ↑ 和 ↓ 代表 1/2自旋的基矢; ,⇑  0 和 ⇓ 表示 1自旋的基

矢. 整个系统则存在以下六个基矢: ,↑⇑  0 ,↑  ,↑⇓  ,↓⇑  0↓ 以及 .↓⇓  

系统哈密顿量的矩阵形式可以表示为 
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 (2) 

对于这个系统, 可精确计算出它的本征态和本征值, 图 1给出该系统本征值随磁场的变化

情况. 从图 1 可以看出, 在 2B J= 时, 两基态本征值相交,锂 6 原子系统由一个本征态跃变为另

一个本征态, 即在该点出现量子相变. 下面我们具体分析不同情况下本征值所对应的本征态. 
当 2 ,B J>  该系统的最小本征值为 2 ,B J− +  对应的本征态为 

 

 
 

图 1  锂 6 原子系统本征值随(B/J)的变化, B 为磁场强度 
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 2
1 2 0 2 0 ,
8B JΨ > ⎡ ⎤= ↑⇑ + ↑ + ↑⇓ + ↓⇑ + ↓ + ↓⇓⎣ ⎦  (3) 

亦即 

 2
1 1 2 0 ,

22B JΨ > ⎡ ⎤⎡ ⎤= ↑ + ↓ ⋅ ⇑ + + ⇓⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4) 

从这个形式我们可以很明显的看出在 2B J> 时该系统可由一个分离态表示, 即系统的纠

缠度为零.  

当 2 ,B J<  该系统的最小本征值为 2 21 1 1 2 9 ,
2 2 2

B J B JB J− − − − +  所对应的本征态为 
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(5)

 

2  冯诺依曼熵度量的量子纠缠 
从上面的分析可以得到, 当磁场 2B J< 时系统存在纠缠, 当 2B J> 时系统的纠缠消失, 

即纠缠随量子相变的出现而消失. 本文运用冯诺依曼熵来度量该系统的量子纠缠. 我们知道, 

在求解冯诺依曼熵时, 需要首先考虑一个子系统的约化密度矩阵, 即 trA B Btrρ ρ Ψ Ψ= = , 

则冯诺依曼熵 ( )E Aν 为 

 [ ]2( ) tr log ( ) .A AE Aν ρ ρ= −  (6) 

当 2B J< 时, 约化密度矩阵为 
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由方程(6)和(7), 可以得出系统的冯诺依曼熵随参量 /B J 的变化情况如图 2 所示. 从图中

可以看出, 在 2B J< 时, 冯诺依曼熵并不是随磁场强度 B 的增加而单调变化, 而是在 B J= 时

具有最大值. 当磁场强度 B 增加到 2B J> , 即通过系统量子相变点后, 冯诺依曼熵的值为零, 
说明纠缠消失. 至此我们证实了锂 6 原子系统中量子相变和量子纠缠的关系.  
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图 2  锂 6 原子系统量子纠缠(冯诺依曼熵)随(B/J)的变化 
 

3  结论 
本文通过对一个可以精确求解的锂 6 原子系统的研究, 揭示该系统中量子相变和量子纠

缠之间的关系. 运用冯诺依曼熵计算的纠缠度可以清楚展示磁场中锂 6 原子系统的量子相变

情况. 锂 6 原子系统中量子相变一旦出现, 则量子纠缠现象随即消失. 对于一个曾经存在纠缠

的 6 锂原子系统, 如果纠缠现象消失则该系统一定发生了相变. 本文结果说明了研究量子系统

的纠缠度是判断量子相变是否发生的一个有效手段.  
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