
 
 
 
 
 
 
 

  第 50卷 第 20期  2005年 10月  论 文 
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摘要  将材料编织体中连续的纱线离散并用特殊的点符号表达, 用点群和空间群分析现有编织材料几
何结构. 一方面可以合理有效地对现有编织材料几何结构进行描述和分类, 另一方面也可将该理论用
于导出编织材料几何结构新的和更为有效的编织方法, 为优化材料性能提供理论依据.  
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在纺织材料的研究领域 , 几何结构的研究是其
性能研究的重要基础 . 不同的应用领域有不同的研
究目的 . 现有的纺织几何结构的性能差异为科技人
员所共知. 二维纺织几何结构品种繁多, 研究历史悠
久[1~3]. 由于目前的三维纺织几何结构多数由经验归
纳所得, 因而材料品种少, 研究范围受到限制[4,5]. 几
何结构及综合性能的研究在复合材料出现后显得尤

为重要 . 正确合理的几何结构模型有利于材料的力
学分析. 纵观纺织几何结构的研究历史, 三维整体编
织的研究局限于四步法[4~8]、 二步法[9,10]编织等少数

几种类型. 尽管确信还有结构更多、性能更好的编织
几何结构[7], 但缺乏系统的理论支持. 新的编织方法
的研究多数仍是在偶然性的基础上展开的.  

在长期的复合材料的研究过程中 , 作者发现编
织几何结构与晶体几何结构有极为相似的对称性 . 
本文用几何结构对称群将编织体中连续的纱线离散, 
并用特殊的点符号表达 , 将点群和空间群用于分析
现有编织几何结构 . 进而把所有可能的编织材料几
何结构进行分类 , 用于导出编织材料几何结构新的
和更为有效的编织方法, 为优化材料性能打下基础.  

二维周期性编织几何结构图案可以用平面群加

以描述 , 三维编织几何结构也可以找到其相应的空
间群. 为描述方便, 这里将对应于编织几何结构的对
称群定义为编织对称群 . 对应于平面二维编织几何
结构的对称群称作编织平面群 , 对应空间三维编织
几何结构的称为编织空间群.  

1  对应于二维编织几何结构的平面群 

1.1  点符号 

编织体中连续的纱线经过离散成为不同空间位

置的纱线段 , 在编织体中每种纱线段用特殊的点表

达, 这种特殊的点定义为点符号.  
处于编织平面的纱线段用点符号 表示 . 将处

于编织平面上方的平行纱线段用 +表示, 而处于编
织面下方的纱线段用 −表示. 穿越编织平面的纱线
段用 表示, 指向编织平面的法线的正向一侧. 简化
表示时, 点符号放置在纱线的轴线投影上. 

点符号组合时必须满足纱线连续的原则 , 其集
合所反映的图案经过平面群的对称操作 , 最终组合
图案为一合理平面编织几何结构 . 建立点符号的组
合原则是群分析过程的重要组成部分 . 作为生成编
织几何结构的最基本单元——基本对称单元的构建, 
可以通过编制程序, 最终实现可视化目标. 

1.2  基本对称单元 

将平面编织几何结构的图案中通过平移、滑移和

螺旋旋转等对称操作而覆盖整体编织平面的图案作

为一个单元, 称为基本对称单元. 在平面二维编织几
何结构中, 由于编织工艺的限制, 纱线在编织平面内
的投影为直线 , 使得构成的编织图案具有规则几何
的特征, 只可能有几种图案(如图 1 所示), 而不会有
其他不规则拓扑几何图案单元 . 基本对称单元可以
是代表一根纱线段的一个点符号 , 也可以是由离散
纱线段点符号集合代表的平面图案. 

1.3  编织平面点阵 

将周期性二维编织图案中基本对称单元用一个 
点表达, 所有周期性图案就可以用规则的平面点的阵
列简化, 称为二维编织几何结构平面点阵. 与晶体对
称群的平面点阵相同, 二维编织几何结构也对应 5 个
平面点阵, 即斜交点阵(2)、简单矩形点阵(2mm)、c
心矩形点阵(2mm)、正方点阵(4mm)和六角点阵(6mm), 
见图 1所示. 括号内表示对应的点阵点群.
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图 1  对应二维编织几何结构的平面点阵及对应基本对称单元图案 

 
1.4  编织平面群 

平面的对称单元图案围绕一点的对称操作的集

合构成平面点群 . 适用于平面编织几何结构的点群
称作编织平面点群. 用 Hermann-Mauguin 符号表示
为 1, 2, 3, 4, 6, m, 2mm, 3m, 4mm和 6mm, 共有 10个. 
依次把每一个点群和与之相协调的每一个平面编织

点阵组合, 就可得到所有的编织平面群.  
在推导编织平面群的过程中, 点对称操作、平移

对称操作及其组合操作是构成编织平面群的群元素. 
用平面群描述的编织几何结构概括了所有的平面编

织结构形式. 也就是说, 所有的二维编织几何结构都
可以用编织平面群加以描述.  

基本对称单元放入编织平面点阵 , 使得其在对
称操作过程中, 不仅满足点群的对称性, 同时满足编
织平面群的对称性.  

以构成平面群 P4的对称操作为例介绍关于平面
点操作与平面点阵平移操作的组合过程.  

图 2 所示的为一个基矢量 a 和 b 的正方形单胞, 
过阵点 A有支 4次轴, 对应图 3(a)和 3(b)的几何中心. 
与它相联系的操作是 1, Aπ/2, Aπ, A−π/2(分别表示以 A
点为原点的不动、转动 90°, 180°和−90°). 任意操作
都可以分解为点操作(纯旋转或非纯旋转操作)W和平
移操作 w 两部分, 用 Seitz 符号表示为(W, w)或增 
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广矩阵 W(这里略). 不同的组合操作可以推导如下: 

/ 2Aπ 与平移 a组合用 表达: 由图可知在
点阵中 与 是等价的 , 即 = 

 同理可得 : =

/ 2( ,Aπ a)
) )/ 2( ,Aπ a / 2Cπ / 2( ,Aπ a

/ 2.Cπ ( , )Aπ a ,Bπ  ( =, )Aπ +a b ,Cπ  
=  =/ 2( , )A π− b / 2 ,C π− ( , )Aπ b Dπ . 上述式子中绕 C 轴

的 3个旋转操作 , / 2Cπ Cπ 和 的存在表明过 C点
有 4次轴, 而 B和 D点则是 2次轴. 四次轴与正方点

阵的组合结果得到了新的对称元素, 见图 2(b), 产生
了新的对称元素, 且两支 4 次轴不等价. 其所有对称
操作和恒等操作 E 的集合构成编织平面群 P4, 本文
称作编织平面群, 用同一种符号表示. 

/ 2C π−

按上述对称操作的组合过程 , 可以由编织平面
群 P4 推导出对应的编织几何结构. 图 3 表示由平面
群 P4推导二维平面编织几何结构的过程:  

(ⅰ) 将单根倾斜纱线段作为无对称单元, 并用
点符号 表示, 箭头指向纸面外(图 3(b)). 通过点群 4 

(C4)的所有对称操作(1, ), 得到的等
效平面图案(如图 3(a))作为基本对称单元(也称作初
基单胞).  

1321 44,24,4 −==

(ⅱ) 将单胞用点符号组合简化表达(图 3(b)). 该
图案的中心作为正方点阵的一个阵点(图 3(b)中心的
黑点).  

(ⅲ) 将对称单元放入正方点阵, 作图 2 所示的
组合操作. 平面正方点阵(图 3(c), 阵点为图中黑点)
满足点阵点群 的所有对称性操作, 即正方点阵

满足所有平面对称操作 1, , 平面点
群 4的对称操作与平移对称操作组合. 即以正方形单
胞的边长为平移矢量 , 单胞在编织平面内
以矢量

44( )C
1 2 3 14 , 4 2,4 4−= =

(|| || || ||)=a b

1 1 2n n= +t a b ( 为整数)平移即可布满整个
编织平面. 从而得到菱形编织织物几何结构(图 3(d)). 

1 2,n n

依次把每一个平面点群和与它相协调的平面点

阵组合起来 , 即让该点阵的阵点代表的编织图案单
元具有该点群的对称性 , 或具有把点群的镜线换成
滑移线之后的对称性, 就可得到所有平面群. 排除不
可行编织图案对应的点群 , 得到可以表达所有二维
编织几何结构的编织平面群.  

在含有 3, 4 和 6 次旋转轴的编织平面群中 ,  
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图 2  4次轴与正方点阵平移对称操作的组合[11]

(a) 对称操作组合推导, (b) 点阵的对称元素 

 

 
图 3  平面群推导二维编织几何结构 

(a) 对应点群 4正方形单胞, (b) 纱线段点符号组合, (c) 平面点群与平面点阵组合, (d) 平面编织织物 

 
4P mm , P4gm,  和 P6mm 中存在单纯镜
面反射对称元素, 有图 4 所示不可实现的畸形图案, 
因而不对应实际的二维编织几何结构 . 有效的平面
群共有 12种. 

3 1,P m 31P m

 
图 4  平面群推导二维编织几何结构过程中存在畸形图案 

 

２  对应于三维编织几何结构的编织空间群 
为了直观地把三维编织几何结构与空间点群相

对应 , 将在三维空间处于同一根纱线或相互平行的
纱线段用同一种点符号表达(在编制程序时表示为三
维空间坐标的矢量). 在图形表达时, 不同方向的纱
线段可用不同颜色的纱线段区分 , 本文用三维空间
图形描述 . 以惯用单胞的角点或几何中心作为点阵
的阵点, 就可与三维 Braivais 点阵建立对应关系, 找

出对应空间点群与平移群的组合结果 , 得到描述空
间编织几何结构的空间群.  

用编织空间群可以概括可能的空间编织几何结

构. 针对三维编织复合材料几何结构, 绝大多数可以
认为是周期性的 , 而对不对称编织特殊情况可以用
对称性低的空间群将其编织几何结构涵盖 . 另外这
里并不强调空间群与编织几何结构一一对应 , 而是
一多对应关系 . 即一种空间群可以对应几种类似的
空间几何结构 , 关键在于如何选择无对称单元和基
本对称单元. 这种单元可以是小到单根纱线段, 大到
较大数量的纱线段的组合 , 只是必需严格满足点符
号组合原则及空间群满足的对称性要求. 

不考虑纱线段在空间中方向不同的影响 , 描述
三维编织几何结构理论上也应该对应 230 种空间群. 
但在用空间群推导三维编织几何结构的过程中 , 由
于纱线交织几何结构的一些特殊性 , 使得对应编织
几何结构的空间群不会达到 230种.  

这种特殊性体现在用空间群构造三维编织体时, 
参与编织的纱线轴线必须为一条直线(实际编织体中
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纱线可能是周期性波浪状, 但推导过程不受此影响), 
决定了纱线段不能够任意放置 , 对称操作的结果不
能构成类似图 4所示的畸形图案. 由编织空间群形成
的三维空间任意两根纱线轴线不应相交一点 , 但可
重合或平行.  

第二 , 用空间群推导三维编织几何结构不能违
背最终纱线连续的原则.  

在晶体学中, 共有 32 种空间点群[12]. 32 种空间
点群按是否含有纯镜面反射群元素分为两类 . 不含
有该群元素的为一类, 含有m的为一类. 前一种类型
的空间点群有 : C1(1), C2(2), C3(3), C4(4), C6(6), 

2(1),S 4 (4),S 6 (3),S D2(222), D3(32), D4(422), D6(622), 
T(23)和O(432)共 14种, 其余 18种为第二种.  

空间点群的对称操作与平移对称操作 (t 
=m(n1a+n2b+n3c)/N, n1, n2和 n3为整数; N为螺旋轴轴
次; m为沿螺旋轴平移次数; a, b和 c为以单胞边长的
基矢量)组合形成空间群(不含纯镜面反射群元素的
空间点群一定对应有编织空间群 . 单向增强纱线集
合体和层合板中纱线的轴线也是直线 , 这里视为三
维编织的特殊方式). 后一种则不一定.  

需要指出, 在与 18 种含有镜面反射对称操作空
间点群同态的空间群中, 由于存在复合操作(即螺旋
旋转、滑移反射), 对应空间群具有可对应编织几何结
构的可能性, 其中规律有待进一步加以研究.  

以三维四步法编织体为例, 由空间点阵、点群到
对应空间群推导三维编织几何结构 . 四步法编织的
单胞在理想情况下可取为立方体 , 这时不考虑编织
载荷及实际工艺过程的特殊要求 . 从单纯考察其几
何结构的角度出发 , 不会对编织材料的性能分析造
成影响.  

在立方点阵中 , 无论是取初基单胞或者惯用单
胞都为立方体,而立方体与正八面体有相同的对称操
作. 对称元素(点、线和面)包括对称轴(线)2, 3和 4次
3 种. 即对应棱边中点连线的 6 支 2 次轴, 对应相对
表面的中心连线的 4支 3次轴; 对应相对顶点的对角
线的 3支 4次轴, 如图 5所示. 不考虑几何结构中对
称操作的特殊性时, 对应八面体群 432(O), 群的阶为
2 4 .  群元素有 1c 1 ( E ) ,  3c 2 (c 2 x ,  c 2 y ,  c z x , ) ,  6c ′2  
(c2xy, 2 ,xyc ,  2 ,xzc 2xzc , , 2 yzc 2 yzc ), ( , 

, 

38c 3xyzc
1

3xyz
−c 3xyzc , 1

3xyz
−c , 3xyzc , 1

3xyz
−c ,  3xyzc , 1

3xyz
−c ), 

( , , , , , ). 46c 4xc 1
4x
−c 4 yc 1

4 y
−c 4zc 1

4z
−c 1

nxy
−c 表示处于

xy 平面第二象限过坐标原点角平分线为 n 次轴的一
个对称操作, 上标“−1”表示顺时针方向旋转. 

 
图 5  点群 432对称元素空间布置 

C2, C3和 C4分别为 2, 3和 4轴的一个位置 
 

过立方体某一棱边中点 , 放置平行于体对角线
且长度为体对角线长的一段纱线(与 xy 坐标面夹角
35°15′52″). 以该段纱线为被操作客体 , 分别以群
432(O)的群元素作对称操作, 形成空间等效图案(图
6(a)), 它由 12根不同空间位置的纱线段组成; 图 6(b)
为等效空间图案在 6支 2次旋转轴向的投影; 图 6(c)
为图案在 4 支 3 次旋转轴向投影, 图 6(d)为图案在 3
支 4 次旋转轴向投影, 它们分别为相同的图案, 具有
完全相同的对称性.  

建立三维坐标系 x, y和 z, z向为 4次对称轴方向. 
建立轴线与原始立方体重合, 边长为 2 倍的新立方体, 
正好包络所有纱线段. 其边长分别平行于坐标轴, 边
长设为 H. 在与平移群组合过程中, 沿 3 支 4 次轴方
向存在 43次螺旋轴. 对应平移群可以表示为 

{ |Γ = =t t 1 2 3
3 (
4

n n n+ +a b c) , n1, n2和 n3为整数, 

||a||=||b||=||c||=H}, 
空间群为 P4332, 用 Schoenflies 符号表示为 O6. 

对应的三维编织几何结构图 6(e)所示. 
按照上述相同的过程 , 可由满足要求的编织空

间群推导对应的三维编织几何结构. 

３  结论 
用点群和空间群描述编织材料 , 可以导出可能

的编织几何结构, 并对其进行合理有效地分类, 使得
其类型不再局限于工艺上区分 . 编织空间群为编织
体几何结构的推导提供了理论依据 , 为开发更多更
为合理的编织物提供了系统有效的数学方法 , 可以
大大丰富三维编织材料的品种, 优化编织材料性能.  
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图 6  用空间群 P4332推导三维四步法编织几何结构 

(a) 倾斜纱线段为无对称单元及空间点群 432的对应空间等效图案, (b) 图案在 6支 2次旋转轴向的投影, (c) 图案在 4支 3次旋转轴向投影,  
(d) 图案在 3支 4次旋转轴向投影, (e) 对应空间群 P4332的空间编织几何结构 

要研制成更多具有优异物理和力学综合性能的新编

织复合材料, 人们尚需付出更多的辛勤劳动. 
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