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具有随机生存域 的随机场

陈 典 发
( 南开大学数学系

,

天丫杜 30 0 0 7 1)

摘 要

木文研究其有随机开参数集的随机场构造
,

获得 了具有 已知有穷维分布的随机

场存在护唯一性条件
.

关键词 : 随机场
,

随机开 (凸 )集
,

协容度
一
测度

一 己 !
,

会
.

、 曰碑 I ` J

设 T 为任一集合
,

s(
,

劣 ) 为适 当的可测空间
, 附 一 { m

, , 二 、 。

( B )
: t “ T

,

i 一 l
,

…
。 ,

, ) l} 为一族一致有限维测度族
,

其中 mt l’’’,
。

( B ) 为 留
“

匕的 J 有穷测度
,

那么存在唯一

(分布 盘义下 ) 边机过程 { X
,

}
, , : ,

以 M 为其有穷维分布族
:

p ( ( X
, .

… X , 。

) ` B ) 一 、
, ,… , 。

( B )
.

现允许参数集是随机 f{勺
,

即考虑形如 { X
`

( 。 )
: ` 好 T ( (D ) } 的随机过程

,

这里 T ( 。 ) 是 T 的子

集
,

它依赖于样木点 。 .

类似地定义其有限维分布
:

m
: , · 、 。

( B ) 一 p {
〔。 : ` 、 ` T ( 。 )

, !
一 1

,

…
n ,

( X
,

( 。 )
,

… X , ,

( 。 ) ) 。 B }
.

一个很基木的问题是
,

对已知的一族有穷维侧度 M 一 {m,
.

、 ,

( B :) t 、 〔 T , /

一 1
,

…
, ; 。 多 1全

和 T上的一个随机集 T ( 。 )
,

在什么条件下
,

存在一个以 T ( 。 ) 为参数井; 、

M 为有穷维分布

的随机过程 ? 何时此过程唯一? 通常情况下
,

M 的一致性要求不再是充分的
.

实际上此时

过程的分布与 T ( 。 ) 有密切关系
.

在 T ~ lR
,

T ( 。 ) 为开区间时
,

对于 M ar ko
v 过程

,

K uz
n c : s o v 川 (

一

也可参看文献 2[ 一 4 D 以转移函数及流人律给 出了 M 应满足的条件
,

即对已知

M盯ko
v 转移函数 风

, , x , r ) 及相应的一过份 (
e xc c s s i v e ) 测度

,

存 庄唯一生灭时间过程 (以

随机开区间为参数集的过程 )
,

它以 尸 (
, , x , r ) 为转移函数

,

此过份测度为一维分布
.

对一

般 (不必 M盯 k o V

) 随机开区间上的过程
, D y kn i沪

」 和 K
.

Y
.

H砂
〕 获得了存在性条件

,

最

近
, D y

n k i 。 和 F i t z s im m o n s 〔7〕 又将此结果推广到 T 一 尺 J
( 了 ) 1 )

,
丁 (

。 ,

) 为 R d
中凸开集

情形
,

他们的讨论本质上是基于文献 〔6 〕中关于双测度描述的结果
,

即从 M 构造 出文献 〔6 ]中

的双测度族
,

这种途径的优点是适应面宽
,

因文献 「61 中 T ( 。 ) 可以非常一般
.

不足之处正

如上述文 中那样
,

在构造双测度族时
,

唯一性间题变得模糊了
.

本文假定 T 为局部紧可分的

H au
s
do fr f 拓扑空间

, T ( 。 ) 为 T 上的随机开集
,

从一族已知的有穷维测度构造 T ( 。 ) 为参
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.
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数集 (或生存域 )的标准过程 (场 )
.

为了使一些有兴趣的集合成为事件
,

考虑样本空间上更为

精细的 。
代数

,

因而对通常的有限维分布概念予以适当拓广
,

它在凸 (或开区间 )情形重合于原

来的
.

这里我们没有采取文献 〔6] 的迷径
,

而是考虑样木空间上一个较文献 [ 6] 中小的半环
,

这

样获得了存在唯一性条件
,

特别对 T 一 R “ ,

当考虑分布支撑集是凸开域轨道集的过程时
,

重

新得到了文献 「7] 中条件
,

证明了这些条件不仅保证了存在性而且保证了唯一忆
,

从而加强了

那里的结论
.

为了叙述方便
,

木文引进了一个附加点 △ ,

但这没有本质上的影 响
.

由于篇幅的限制我

们仅对有限维分布均为有限测度加以讨论
,

推广到一般 。 有限情形 (此盯第三节的条件
c Z

) 应

改同文献 〔7D 方法旋本上是标准的
.

二
、

随机生存在开集上的随机场

本节里
, T 是一 个具有可数基的局部紧 H au s d o r ff 空间

,

留 和
.

久护 分别表示 T 的开和

紧集类
,

乡产 ( T ) 为 T 的非空有限集类
.

以下不加说明时 G , K
,

F (或带上
、

下标 )将分别表

示此三类中集合
.

对 A〔 T
,

置

V 才任 T
,

s ,
一 n

t 贬 月

磨
`

) 为标准可测空间
, △叹 tS

.

男
,

,,tStS
/

气
、

s几一 n ( S
,

日 {△ } )
,

X ~ { ( G
, X ) : G ( 爹

,

其中
x , 为 x 在 孔 上的自然投影

.

11 男
, ,

△ `
一 △ ”

一 11 △ ,

x ( s备
, x G 〔 s G , x T , 。 〔 {△

T G
} }

,

设 F 〔 j 犷 ( T )
,

定义映射 山; : x 。 箩 x 游
,

使 必 , ( ( G
,

x) ) ~ ( G
, x ; .)

以
`

了 表示由形如 山尹(留 K x r ) 的集在 X 上产生的 。 代数
,

其中 F 分 少
一

( T )
,

r ` 劣
; ,

尺 〔 乡了
勺

,

而 留 ` ~ { G ` 留 : G 〕 尺 }
.

定义 1
.

( X
, 、

了 ) 上的 二 有穷测度 P 称为生存域是随机开集的随机场
.

以下简称为随机生存场
.

为书写方便
,

对一集类男 上的集函数 那 ,

它在 B处的值记为 以 B )
,

而用 试 a B ) 表示

它视为男 上的函数
,

当其为测度时仍用 武 d b )
.

定义 2
.

设 崔爹
夕

D
门

乡厂 ( T ) 为 TJ 均一子集类
,

对有限井运算封闭
.

设对每一 F 贬
了 ( T )

,

有
吧

扩
x 劣

,
上 的双集函数 那 ; ( 。 H

,

口 r )
,

称 {群
; ( 口H

,

口 r ) : F 贬遗犷 ( T ) } 为扩
,

上的

有穷维规范协容度
一

测度族
,

如果 :

i ) v 尸 〔
了 ( 了 )

,
H 〔 老犷

, r 〔 劣
; , 。 ,

( H
, r ) 一 , ` ;

( H 日 F , r ) ;

ii) H〕 F
’

、 群 ;

( H
,

r) ~ 抑 uF
,

( H
, r X 今

, 、 ;

)
,

这里及以下约定 r X s , 一 r
.

111) v 月 〔
吧

扩
, 拌 ; f 不了

,

d r ) 是 男
; 上的测度 ; V I’ 〔 劣

; , 。 ; ( 口H
, r ) 在

.

罗
,

上单

减且当 月
,

毒“ 时
, 群*

·

` ,

r ) t 群
;
( H

, r ) ;

i v ) v 。 妻 。 , F 任沙
一

又T )
, r 〔 澎

; ,

H 、 〔
之

罗
, !

一 。 , 1 ,

…
n ,

, ` ,’ , r ,
(玩 ; 月

; ,

… 月
。

)垒 ; ; (从
, r ) 一 艺

。 ;
(坑 日。 、 , r )
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+ E
。 ;

( H。口 H、
.

日 H
、 : ,

r ) +

叭 < 卜
… 十 ( 一 1 )

. ; ` ;

( H
。
U H

,

U… 日H
。 ,

I
’

) ) 0
.

约定 :

定理 1
.

O匀一 C尤〕 ~ 0

设对每一 F 乏 乡犷 ( T )
, “ ; ( 口K ,

口 r ) 为 J f
.

X 男
, 上的实值集函数

,

则存在

随机生存场 P 使

P (沙万
`
(留二 x r ) ) ~ 群 ; (尺

,

r )
, p ( { ( 中

, △ ,
,

) } ) ~ o

的充要条件是 {产
; : F 〔 j 犷 ( T ) } 为

L

夕犷 上的有穷维规范协容度测度族
.

此外满足上式的 尸

是唯一的
.

证
.

必要性显然
.

充分性将分散于下述引理 1 至引理 7 的证明中
.

对 A *c T
, !

一 0 , 1 ,

…
n , n ) 0 ,

记

留郊
.
’

,才 。

一
{ G ( 留 : G 〕 A 。 ,

{ G 〔 留 : G 〕 A 。

}

G匀 A n }
, n

) 1

对
忆

交犷二3,’’’
,
才 二

引理 1
.

留
, z

一 0 ,

亦有类似的意义
.

此外记
,

乡f
,

e 汐 ~ {尺 U G : 尺 〔 乡 f
,

, G 〔 留 }
.

定义 丫 F `
.

乡舒 ( T )
,

丫
;
一 {必尸(爹会

.- , ` X r ) : n ) o
,

r 好男
; , A 、 〔

叱

%犷臼

留 一 U 官
;

u { ( 价
, △ : ) }

,

厂 七了 ( T J

则 丫 为 X 上的半环
, 。

了 一 a( 丫 )
,

此外 X 可以表为 省 中集合的可列并
.

证明显然
.

引理 2
.

设 , 为 多f 上的非负单减实函数
,

且 : i ) V犬 ; , K Z〔
.

夕了
, 二

( K
,
口 K Z

) +
,

( K
l

门

天 2

) )
,

(尺
,

) +
; ,

(尺
2

)
, 11) V 尺 , 尺

。

〔 沙犷
,

, K
,

杏尺 、
v

(尺
二

) ”
,

( K ) : 那么由 F曲 ( 2 ) 式定

义的函数 扩 满足条件
: V A , A

。

仁 T , A
,

个A 、 扩 ( A
。

) 毒扩 ( A )
.

这里

v
’

( G )垒 i n f {
, ( K )

: K 〔 G , K 〔
.

乡f }
,

( 1 )
, ’

( A )垒
s u p {

岁 `

( K ) : A仁 G ( 留 }
.

( 2 )

证
.

易见在 留 上
,

当 G
,

个G 时有 厂 ( G
,

) 毒犷 ( G )
,

利用文献 [ 8] 命题 1一 4一 3 可证 犷 在

J f
,

上重合于
, .

于是对 丫G , , G Z ` 留
, , ’

( G :

U G z

) +
, `

( G
l

门 G Z

) )
。 `

( G
,

) +
, ’

( G Z

)
,

从而

对 A : , A Z
任 T ,

, ’

(才
;
U 才

2

) +
, ’

(才
上

自 A Z

) ) , ’

(才
:

) +
, ’

( A
Z

)
.

( 3 )

现设 A , 月
,

仁 T , A
。

个A
.

V 。
> 。 ,

取 G l 〔 留
.

使 lG 〕 成
,

厂 (城 ) 一 扩 ( q ) < 。
/ 2 ;

再取 G Z ` 爹 且 q 〕
、

贫2
日 G Z ,

扩 ( A Z
U G l

) 一 v’ (几 ) < 。
/ ;4 一般归纳地选取 G

,

〔 留 使

`
,

〕 A
,

U G
。 一 , , ,

’

( A
,

U G
。 一 ;

) 一 , `

( G
,

) <
。
/ 2

, ,

由 ( 3 ) 式

o )
妙

’

( G
, + ,

) 一
, `

( A
, + ;

) ) , `

( G
.

) 一
, `

( A
,

) 一 。
/ 2

, + ` , V n ) 1 ,

从而得到 0 簇
。 ’

( A
,

) 一
, `

( G
。

) < 艺
s
/ Z

K < 。 ,

故
K = l

“少
” `

( “
·

’ 成 ” :
· `

( `
·

, +

一
`

(以
G

·

)
+ 一

再由 U G
.

〕 A 即知 , `

( A
。

) t
, ’

( A )
.

现设 {产
,
(口 K ,

d r )
: F 贬萝 ( T ) } 为 男

’

上的规范协容度测度族
.

对每一 F 和 r 〔 劣
, ,
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定义

必 (G
, r ) 一 i n f {户

F (尺
, r )

: 尺 c G , 尤 任
.

夕了 }
,

( 4 )

其中 G ` 留 ; ;

娜头( A
, r ) ~ s u p {召二( G

, I
’

) : F U A C G 〔 留 }
, A c T ; ( , )

由定义 2 条件 11)
,

类似文献 〔81 定理 1一 4 一 l 的方法
,

易知 游 对任意 r 都与 拜 ; 在 之洲犷 上

重合
,

因此下面就将 汤 简单地写成 拜 , .

引理 3
.

对 崔犷 一
夕扩0 岁

,

{产
;
( 口A ,

己 I
’

) : F 〔 笋 ( T ) } 满足定义 2 中 i )
, 11)

, i v ) 及

11 1) 的前一结论
.

证
.

1)
, 11) 由定义 ( 5 ) 即知

.

i v ) 由引理 2 及 已证 11勺 i ) 推出
.

设 G 〔 箩 ; ,

取相对紧开集列 { G
。

} 使 口
。

〔 G *
工 , G

,

个G ,

易见对

il m 那 ; ( G
。 , r )

, 那 ;
(云

: , s ,
) < 十 oo 及控制 L皮敛定理 保证了 l` ;

( G
,

此 抑 ( G
,

a )r 是 男
,

`
。

〕 云
。 + ; , G

。

番犬 (设

拌;
( A

,

上的测度
.

一般地对 A 〔 多犷申留
, 月 D F ,

G U K ~ A )
,

那么 V I’ 〔 男
, , 那 ;

( A
, 丁

’

)

口 r ) 为 男
; 上的测度

,

再 由 解 ,
( A

, r ) 一

自正 11 1) 犷}勺前一结论
.

V r 〔 男
; , 环 ;

( G
,

)r ~

口 r ) 是可列可加的
,

因

取相对紧开集列 { G
。

} 使

一 ll m 召
;

( G
。

U G ,

尽 ;

( A U F , r ) 得

r )
,

由

111) 前

,、 ,户、尹刀6勺」
.

了、
矛
r、. .

,

单调收敛定理知

一结论
.

引理 4
.

设

1 ~ 0 , 1 ,

…
, m ,

F , F
`

〔
.

尹 ( T )
, r 任男

, ,

厂 〔 留 F’ , A 、 , A : 呀 三丫
.

。 子
, 名

~ 0 ,

且

杯
’
(洲尸

· “ ” ) 一 沙武
`夕

交
’ `

“ “
x ` ”

, ` F , r ,
(左

。 : 才 工 ,

…
, 才

。

) 一 , ` F ` ,
r ” ( A

。 ; 才: ,

…
, A认)

.

证
.

不失一般性
,

设 A 。〕 F , A ; , F
’ .

注意到 币尸 (岁会
.

~

` X f ) 一 价 当且汉当 r 一 小
,

或存在 i ) 1 使 iA c 成
,

因此若

r , r
` ,

哆 :j,’’
·

“ ,

及 子坏“ ,

其中有一个为 必时
,

( 7 ) 式两端均为零
,

以下 可设它们均非空
。

由 ( 6 ) 式

必舒(留笼:’’’
才 。

,r, X r ) 一 价
,

因此 F
’

c A 。 ; 类似可得 F 〔 A ;
.

仍从 ( 6 ) 式

析乙
; ,

(爹郊
~ 才 。

X ( r x S
F , 、 ; ) ) 一 沂乙

F ,

(子 又 ( r
’

x s F , F ,

) )

所以

留二犷“ ”

~ 子 I
’

X S尹
, 尸 一 F

’

X S v 尸 , -

( 8 )

由 ( 8 ) 式及引理 3 1) 得证引理 .4

在 留 上定义函数 尸 :

尸(析
`

(留会
’ `

” 。
又 r )) ~ 俨

” ( A 。 ; A ; ,

… 才
。

)
,

P ( {小
, △ :

} ) ~ 0
.

引理 5
.

尸为 孑 上的有限 可加测度
.

证
.

只需证明二元可加性
.
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价尸 (留即向 Xr )一 价衬 (留余
..` Xr ;

) +必衬 (留会 :’’’ 、 Xr Z

)
,

其中 A 。
〕 F , , C :

〕 F , B 。
〕 F Z , “

十
”

表示不交并且上式右方二集上空
.

于是易知 F c A 。
U B。 ,

从而有 C 。
~ A 。

C B。
或 C。

~ 0B 〔 A 。 ,

假设是前一情形
,

由不相交性

留接衍介
’ “
l’’’ 、 ~ 吸

( r ,
X S( ; 。 ; , ) 、 , .

)门 ( r Z
X s、 ; J ; . )、 ; ,

) 一 吸
.

( 9 )

( 1 0 )

由 ( 9 )
,

( 1 0 ) 式得

r 1
X s ( r 日 ; : ) \ ; ~ r :

X S ( ; u , : )、 , :

~ r X s ( ; : u 尸 : ) 、 , -

留二:’’’ ` 一 留会!’’ ` ~ 留公
.

向
.

( 1 1 )

( 1 2 )

从 ( 10 )
,

( 1 2 ) 式得

p (价对(留债:’’
才 ”

X r .

) ) + p (析找留会厂、 x r :

)

一 p ( 价矛当
; , 。 ; ,

(留乓{
~ 心`

X r :
X s ( ; 。 , 2 )、 , :

) )

+ p (必砧
; 、 。 ; :

(留艺;
` ’

cl X r , X s ( , 。 ; . )、 ; ,

) )

一 ,` ; ; , 。 , :

( c
。 , r : X s ( , J , : )、 ;

) 一 艺
; ; J; . 、

J ; ,

( c
。
u C : , r ,

x s( , 口 , : )、 , :

)

+ 艺
; ; 、 ; ; 。 ; :

( c u c 二
.

日 C 二
, , r , x s 、 , u , : )、 ; ,

) + …

+ ( 一 l )
,环 ; 。 ; 。 , ,

( C
。
U C :

U … U C , , r ;
X s ( ; 。 ; : )、 , 。

)

+
, · ; J ; , 。 ; ,

( c
。 , r 2

X s ( ; 、 J , 。 )、 , ,

) 一 艺
; ; 。 ; : 。 ; ,

( e 。
u C 二 ,

r
, x s ( ; 口 ; : ) 、 , ,

)

+ 冗
, ;

、

少; . 。 ; ,

( C
。
u c 二 .

日C 二 2 , r ,
x s ( ; 、 , , ) 、 ; ,

) + …
尺

,

< K ,

+ ( 一 1 )
`拜 ; 。 , , 。 ; ,

( C 。

(
·

男
.

… U C , , r ,
X s ( ; 二 ; . ) 、 ; , >

“ ; J ; . 。 , 2

( c
。 , r X s ( ; . 。 , : )、 ; ) 一 产 ; 。 , 1。 ; ,

( c
。
U C 二 ,

r X S ( , .。 , : 》、 , ) + …

"

艺é

+ ( 一 ` )
`群 ; 。 ; : 。 ; ,

( C o

U C :
U … C ` ,

r X “ ( v , u , , 》、 ,

之

一 ,` ;

( e 。 , r ) 一 艺
; ` ;

( C
。
口 e : , ,

’

) + 艺
。 ;

( c
。
日 C二

.

日 e 二 2 , r ) 十 …
人 = I K一 <凡 之

+ (一 l )
`群 ;

( C 。
U… U C ; , r ) ~ p (必歹

`

(留 g;
” ’

C` x r )
,

这里最后两个等式用到 r
L
X s ( ;

、

少; , ) 、 , .

U r :
X s ( , 。 ; ) 、 , :

~ r X S ( ; , u ; 2 ) 、 ; 和 那满足定义 2 条

件 ii )
,

前者可直接由 ( 1 0) 式推出
,

后者由此时 A 。
~ B 。

一 c 。
D F U F :

U F Z

知
.

由 ( 9 ) 和 ( 1 1 ) 式
,

设 A 、。

〔 B 。 ,

那么

p (必司(留京
`

刁 。
X r ;

) ) + 尸 ( 沙刁(爹井厂、 X r Z

) )

一 p (必万
,

{
;

(留吕;
’ `

心`
’
A `。 X r ;

X s ( , 、 ; : ) 、 ; ,

) )

+ p ( 必站
, : u F ,

(留孔蕊:
。 X r Z

X s ( ; u ; , )、 F :

) )

一 ” ; 。 ; .

( C
。 , r ,

X s , 、 , .

) 一 艺
二 , 。 , :

( c
。
u c 二 , r : X s , 、 , :

)
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一 那 , 。 ; 1

( C。
日刀

、 〕 ,

I
’

1 X s ; 、 ;

) + …
十 ( 一 1 )

`十 `环 , 。 ; ( C。
日… U C ,

日 A , 。 , I
’

: \ s ; 、 ; `

)

十 拼 , 。 ; , 。 , ,

( C 。
U A `。 , r 2 X s ( ; : { ; t 》、 ; :

)

一 艺
; , : : ; , 。 ; :

( C 。

口才
*
日C 、 ,

r , X S ( ; 。 ; 、 )、 , ,

) 十

+ (一 l ) `那 ; 。 , , 。 ; ,

( C
。
U A ; 。

U C ,

U… U c ` , r 2
X S ( , 、: ; , ) 、 , 2

)

一 牌 ; 。 F ,

( C
。 , r X s ; .、 ; ) 一 艺

“ ; , 、

( C 。
u C 二 , r X S F . 、 , ) + …

+ (一 l )
`那 ; u ,

、

( c 。
U e ; ,

… 日C , ,
1

1

K s , 、 ;

)

一 “ F
( C 。 , r ) 一 艺

。 ; ( C 。
日 C 二 , I

’

) +

+ (一 l )
,那 ;

( C 。
U… U C , , r )

~ 尸 (价尸(留弃.l’ 向 X r ) )
,

其中用到 咧:’’’& 一 彩炉
’ ` 、 ,

子么;’’’ot 一
我成

。
这由 (9) 式和 酬 :’’’~ U叫内 一 群沪

知
.

引理 5 证毕
.

引理 6
.

设 F 〔
。

犷 ( T )
, r 任 劣

; ,

则 p (必尸( 口A X l
’

) ) 是半环 {留 4厂` : A * e 乡犷
,

份
,

子
, 2
一 0 ,

…
n , n ) o } 上的测度

.

证
.

熟知 8tJ ,

在 多 五引人以形如 留交的集为子基的拓扑后
,

它成为具有
一

「

J数 从 的 紧

H a u s d o r f f 空间
.

对任意 n ) O
, K ; 〔 ￡略

,

; , G 、 ( 留
, !

毛 , ,

取紧集列 衅 t G 、 ,

取相对紧

开集州 G子杏K 。
且 ` 邵。 己黔

` ,

那么 子
K l口 K r

与u G
犷

, ~ ` · 匕`
: 个峨价

,.’ ` · ` 6 · ,

又山 。 , 的单减泣

l im 厂̀ ;

( K *

U K厂U G 。
U G罗

,

1
’

)

毛 那 ; ( K ` U K尹日 G 。
口 K 。 , F )

lim “ ;

( G
。
U G犷

,

z
’

) 镇 那 ;

( G
。
日 K。 。

I
’

)

「为 (约 式得

il m 拼 ;

( K
;
日尺尹口 G 。

日G犷
,

I
’

) 一 拜 ;

( K
。
U K 、 U G 。

U G 、 , 厂)
,

il m 环 ; ( G
。
日G r

,
r ) 一 z L ;

(尺
。

U G 。 ,

r )
,

( 1 3 )

( l 斗)

再从 那 ;
( A

, r ) 一 “ ;
( A 日 F

,

r ) 头口 ( 1 3 )
,

( 1斗) 式对任 K 、 任
`

9犷
,

,戈立
.

!因此

妙 : (。 、
!

(留

群
.. ` · 日 ` : `

二
一 ” (。入二总

,

一竹
r , ,

·

现从形如 留 g 的集合在 留 中的紧性及引理 , 得证引理 6
.

引理 7
.

尸可以唯一扩张成
`

丫 上的 二 有方州度
.

证
.

令
、 l决」

男`节卜一 {沂
1

(
了“乃

x

从
r 才

)
: · ) 。 , “ , `

买。 汐
,
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U
F 〔 萝 ) ( T

显然 官
,

仍为 X 上半环
,

X 可表示为 留

丫
,

上的 可列 可加性
。

设 R (省
,

) 表示

性
。

留卜U { (价
, △ :

) }
.

中可列集之并
,

且
t

了 ~ 《 丫
,

)
,

故 只需证明 P 在

留
,

产生的环
,

我们来证明 尸在 尺 (省
’

) 的下连续

X
。
, 4

`

吞 ( n
* co )

,
二U卜

一一X

X
。
* 自X

。 ,
一 价 1 笋 友

,

.

、、12
户

、
1尹.奋

,犯
产.、亡白

r留
/̀、、

一f
必

其中

X
。
走一

假定存布
6 > 0 使对 n ) l

,

11 ,
, 。 ,

“ , ,

又设
t 七 F , 冷

注

1
. ’

汉

)
` ,护玲户

/
n

它 七 十 。
走

P ( X
。

) 异 5 .

为方便记 呼 ( 。
,

夜)

,
,

矛
” ,

花...) 劝
.

脚 _ ,

一 岁
汉

)
, ,

` ) ” ` , I 又” , 左夕一

X
。 十 : .

, ~ 中
,

当 X
。 `
〕 X

。 十 ; .

,

{刁尧”
` , : 人一 l

,

…
, l

, `
}〔 { A飞

· + ` ,
, , : 友~ 1

嫂 }
, ,

` ) c 才乙
, + ” 护) ,

,

z
: + 1

.

, }
,

X
,1

0

) v n

) l , i 毛 m
。 , 1簇 m

。 + : ,

或 X
, `。 X

, + : , 或

日寸 F
。 ; 〔 F

、 十 , .

.1

2 0

) F
。
*仁 A )

, ,

凌,
c A }

, ·

无, , , 李 l ,

友钱 m
二 , ,毛 l

,
*

.

由 X
。

的单调性易知
,

当 X
。 、
〕 X

。
+l

,

, 时

月钱V t ( F
, i , {

, , i ) 〕 I
’

:
” + ` , ` ’

设

限书

A卜` ,
~ 尺 }

” , ` ,
U G (

. ’

` , ,

对每一
n
妻 I

,

紧集

m
。 ,

1簇 l
, ; 和 z ` F

。 ,

卜{」引理 6 及

( 1 5 )

( 16 )

( 17 )

, ` ;

的有

兰
,

取相对紧开集 (G ” 了 ,〕 K户
` ’ , K ( , . ;

,

, , c G {
”

· ` ,
及 C ;

” ’ ` 、
仁 r )

” ’ ` ’
(假设 s ,

均为完备

可分距离空间 )使

艺 p (价 ; {(汐 ( n , ,

) X ,
1

( n , ;

) ) < 艺 p ( 价、 {(留
`

( , , ,

) X c ( , , ;

) ) + s ,

其中

留
’

(一 `) 一 ` 二
1

:刃览: ;:
’
`”

’
一

`
}: ,

` ’ “ “ 一 ` ,

`一
,

c 又。
, ;

) 一 ll C ;一 , .

t 七户 . 1

记

y
。 `

~ 价; {(留
’

( ,
, 矛) X C (

n , ;

) )
,

) l
,

i 攫 。
。

邓么当 X
, 、 D X

。 十 1
,
, {付 Y . `〕 Y

。 * .il ,

且适当选择 G “ ,

,,) (K
二 ,

i,i ) 及 已
`
.l) 可使 Y

, ` 仍具有性

质 l “ ) 和 2 0

)
。

置

Y
。

~ 日 Y 成
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则Y
·

`小
, 尸 ( Y

·

) 李
于

考虑上述 Y
, ; 构成的阵列 :

( 18 )

从其巾每一行取一个元素 Y 。
,

使 Y 。
。

〕 Y
,

+l
,

、 十 1 ,

直至存在 0n ) 1 ,

对任
一

行 i 或

Y
. 。 , : , 。

却 Y
, 。 十 ,

,

、 ,

否则一直取下去
,

这样得 出一个 (有穷或无穷 ) 集列 { Y
。 , , . : , 妻 l }

,

的下标序列 r 垒 { :
。 , n ) l} 称为陈列 ( 1 5) 的一个分枝

,

分枝全体记为 二

阴
” u + 一 ,

其对应

设 r 〔 二 为一无穷分枝
, 儿

) l} 是相应序列
,

那么对 任 色
刀

异 l , Y
。
汀

。

〕

Y
. + 1

. : , 十
.

等 小
,

由于

自 Y
。 、

一 自

{ Y
。 , , ,

(爹
`

( n , ;
) X C ( n , i ) )

尺

气

. ’

%
) u 称 ` 、

,

妇

月 ,

, )日“ 、
一

「
耐

·

愈(
, 。

只
c

一
“

一 ))

这甲 A 一 U F 、
: ,

l

愈
,

巨
留实

,

六: :;r ( 19 )

或

11 。

一
火 s 注 ; 。 1 。

飞一
。 ,

( 2 0 )

一但因 子醉和 创叮砂 紧
,

, 中序列均为有穷的
,

以

故存在正整数 N ) l

{引 表 丁 的维数
,

令

使 Y Nr 、 一 中 与 r 为无穷分枝矛盾
.

因此

材 ~ s u p { {
: l : r ` 二

}
,

若 M 一 十 co
,

则 “ 中存在一列分枝 {俨 }。
;

使 }产 { ” + OC
,

于是 { Y ,
,

裸
, : ”

》 l} 是

( ! s) 式中元的无穷集合
,

由 Y
二 、
的性质

,

可以选 择 自然 数 序 列 { S
。

}户
, , `

,

二 m
, ,

使

{ Y
, , 、 ,

}
, 》 ,

具有性质 : V , 李 1 ,

D Y
, 十 ,

,

: 。 + : ,

即 ` o

一 { s
。 : ,

由分校的定义
,

对 i 成 。 , , ,

{ Y
. , 。 ,

.

小
: ”

) l} 中的无穷多个集合是 Y “
,

的子集
,

而且

) l} 是 7r 的一个无穷分枝
,

这是不可能的
,

故 盯 < 十 co
.

Y , Y 。 + ;
一 U

Y , ; Y , + ,
.

, 一 币
,

Y。
,
一 价

,

于是当
, ) M 十 l 时

, 尸 ( Y n) 一 。 又矛盾于 尸 (汽 ) ) 。
22

,

所以应是

礼此玖因

P ( X
。

) 杏0
.
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唯一性是显然的
,

引理 7 证毕
,

从而完成了定理 1 的证明
。

三
、

具有随机凸生存域的随机场

本节里 T为 d ) 1维欧氏空间
,

必 表示 T 的凸开集全体
.

对 A 〔 T
, c l A

表示 A 的闭

凸包
,

其余记 号同上节
.

令

X
:

~ { ( D
, x

) 〔 X , D 〔 少 }
,

`

了
:

一 a ;

( {沙J
`
(必

`
x r )

: t 〔 T
, r ` 男

,

} U { (价
, △ T ) } )

.

其中 价
`

~ 价
、 t , ,

必
,

~ { D 。 必
, D ) t

}
, a :

(留
`

) 表示 了
’

在 X
,

上产生的
二 代数

.

定义 3 称 (X
,

卜
洲

丫
归

:

) 上的 。
有穷测度为随机凸生存域上的随机场

.

简称凸生存场
.

以下 m ,

( ds ) 表示 劣
, 上的测度

.

定理 2
.

设 {。
;

(山 ) : F `
日

乡
,

( T ) } 为一族有穷测度
,

则存在唯一凸生存
i

逍机场 尸使对

F 贬
.

乡
,

( T )
,

T 〔 男
, ,

P ( 沙万
`

(必
; X r ) ) ~ m ; ( r )

, p ( { ( 小
, △ T ) } ) 一 o

的充要条件是 :

e ,

) 丫 F 仁 F ,

〔 F Z , r ` 劣
; , e l ;

一
e l , :

今 m ; ,

( r X S ; , 、 ;

) ~ m , .

( r X S ; : 、 ; )
.

e Z

) 丫 F 〔
·

尹 ( T )
, , 〔 T

,

若 t 。

一 且 V n 妻 l , e l ( F U {
` 。

} )戊
c l ( F U {

,
} ) ` 、 ; u、 ` , , X

( r X s
, , 、 ;

) 一 m ; 。 { , ,
( r X s , 、 ;

)
.

c 3

) v n 》 o , F ; 〔 乡产 ( T )
, !

~ o , 1 ,

…
n , r 〔 劣

; ,

, ` .I
,
r , ( F 。 ,尸 : ,

… F
,

)垒m , , , 。

( r x s ; 。 、 ; ) 一 习 。 , ; ; 。 u ; ,
( r X ( ; 。 u ; ` ) 、 ,

)

+ 习 m ; 。。 ; ; 、 , 。 ; ` 2

( r X s ` , o u ; ` , : ; `: ) 、 ,
) + …

+ (一 1 )
’
m , 。 ; 。。 ; .。… 。 ; 。

( r X s ( , 。。 ; :… u ; , ) 、 ;
) ) 0

.

证
.

必要性之证类似于文献 〔5〕
,

这里只证明充分性
.

先从 { m
; , F ` 岁犷 ( T ) } 构造有限维规范协容度测度族如下 :

V F 赶乡犷 ( T )
, r ` 磨

; , G 〔 留
,

令

产 F
( G , r ) ~ i r , f { m

; J r ,

( r X S F , 、 ;
)
: F

`

仁 G }
,

( 2 2 )

V A 仁 T
,

令

解 ;
( A

, r ) ~
s u p {那

;

( G
, r )

: 才 U F 仁 G ` 留 }
.

( 2 3 )

我们来证明 ( 2 3 ) 式定义的 {环
;
}

,

限制 A 〔
峨

罗 一 乡 f
,

时
,

满足定义 2 的所有条件
,

而且

那 ; ( F
, r ) 一 m ( r )

,

对 F 〔 乙多厂 ( T ) 和 r 〔 磨
,

.

i)
,

ii) 由定义即知
.

现以 Q表示 T 中有理点集
,

Q
。

为 Q的有限子集且 Q
。

t Q
.

对 F ,

F
`

〔
、

犷 ( T )
, T ` 穷

; , G 〔 留
;

有

娜 ;
( F

’ , r ) ~ m ; 。 ; ,

( r X s ;
·
、 ;
)

,

群 ;
( G

, r ) ~ il m 产;
( G Q

。 , I
’

)
.

( 2 4 )

( 2 5 )

事实上
,

对 F 〔 F 。
~ {

r , ,

…
, 、
}

,

由 ( 2 2 )
,

( 2 3 ) 式
,

群 ;
( F 。 , r ) 钱 m ; 。

( F X s ; 。、 ;

)
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用 。 式。 )表以 “ 为中心
,

对角线 氏为
一

工 的 d 维开立方体
, F

. ,

表 on ( 。 ) 的顶点集
,

F
二

一

U F
。 、 ,

G
,

一 口 O
。

( , ; )
.

显然
,

v l
l

。 劣
,

目 = I f = .

尽 ,

( F 。 , r ) 一 il m 群 ;

( G
,

r )
.

若 F
`

仁 G
。 ,

由 。 l ( F U F
,

U F
。

) 一 。 I F
。

及 e l

)
, 。 3

)
,

二 ; 。 , ,

( r X SF
, 、 ,

) ) m ; u ; , 。 ; 。

( I
’

X s
、 ;

, 。 ; 。 )、 ,

)

一 。 ; 。 F ,

( r K 易
, 、 , )

,

于是

产;
( G

二 , r ) ) m ; 。 ; 。

( I
’

X 今
。 、 ;

) ) 。 ; 。 u ,
,

( r x s ( F 。 u ; , ,、 ;
)

-

从而

脚 ( F
。 ,

设 t夕〔 F
。

使 r夕,
t ; ,

由 e z

) 及

一
’

) ) 丈im m , 。 。 F *

( r X s 。;
。口 , , 八 : )

.

( 2 6 )

m , 。 u ; 。

( r X s ( , 。 。 ; , ) 、 ;
) ) 那 ; 。。 、`

:
,

( r x s `* 。。 ` ,

:
} ) 、 ;

利用归纳法可 `L

了

+ m 、、 u ; 。 、 { , : , , ( I
’

K 占(oF u ; , 、 、 ,
: , , 、 ; ) 一 m ; 。

( J
’

“
; 。 、 ; )

l;m m ; 〕
一

; ; ,

( r X S ( ; 。。 ; 。 , 、 , ) ) m ; 。

( r X S; 。 、 ;
)

,

( 2 7 )

结合 ( 2 6 ) 式得

户 r

( F
。 , r ) ) m F 。

( r X SF
。 、 ; )

,

故 娜 ; ( F 。 ,

r ) 一 ln , 。

( r X SF
。 、 , )

,

此即 ( 2 4 ) 式
.

任取 G 〔 子
, u F , ,

对 才 ` F U F
’ ,

取顶点为有理点的 d 维立方 体 O
,

( t ) 各
, ,

令 G
二

~

O
二

(习
, F

,

为 G
。

的顶点集
,

那么对 。 多 l ,

m , 、。 F ,

( r X S , , 、 ,
) 李 。 ; u ; , 。 ; ,

( r X s ( F
,
J ; 。 , 、 ;

) 一 。 。
.

; 、

( r K S尸
, 、 ;

于是

。 ; u ; ,

( r X s ;
, 、 ;

) ) lim 从
;

、

; 。

( r 欠 ,
; 。 、 ; )

一 lim 邵 F

( F
。 , r ) 妻 lim , ` ; ( G g

。 , r )

因而

群 ;

( G
, r ) ) 五m 尸 F

( G Q
。 ,

1
’

连同显然的相反不等式得证 ( 2 5 )式
.

现证明 {群 ; } 满足 : 11)
, i v

)
.

设 尺 , K
.

〔 乡f
,

; , 尺
,

杏尺
,

G :
,

那么 G
。

杏K ,

对 r 〔 翻
F

由此得出

对每一
, ,

取相对紧开集列 G了毒K
, , G了〕 云黔 ` ,

令 G
,

一

有 拼 ;

( K
,

r ) 一 ll m 产F

( G
。 , r ) 簇 il x n 产,

(犬
。 , r ) 簇 产F

( K
, r )

,

il 。 产 ;

(尤
。 , r ) ~ 群 ; ( K

, r )
-
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由 (2 4)
,

( 2 5 ) 式及 m ; 的有穷性
, 产 ;

( G
,

口 r ) 从而 群 ; ( K , 口 r ) 为 历
;

上 r飞勺测度
,

这

i正明了 111)
.

最后由

俨
, r ,

( `
。 ; G l ,

… `
,

) 一 E m 。 ` F
·

r )
( G

。
Q , ; G ;

Q , ,

… G
。

Q . )

刀`F
· r ,
(犬

。 ; 尺: ,

… 尺
。

) ~ il m 刃` F , r ,
( G犷; G r… G穿)

以及 伪 ) 得证 i v)
.

此处 G尹番K ;
且 G尹〕 云尹+l 。 二丫

月 ,

i 一 o ,

…人

现 由定理 1 ,

在 ( X 卜
目

习Z ) 上存在唯一 二 有穷测度 p 使

P (沙万
`

(留
K X r ) ) ~

。 F

(尺
,

r )
,

P ( { (价
, △ r ) } ) ~ o ,

特别 当 K ~ F 时
,

由 ( 2 4 )式
p ( 沙万

,

(留
; X r ) ) ~ 群 ;

( F
,

r ) ~ 。 :
( r )

.

( 2 8 )

以下 汽
, ,

...t
, ,

留
, : ,’. , 。

分别表示 咖
, : ,· , , } ,

留 、 lt, : : , , ,

示牙表示连接
, ; , t Z 的线段

.

易见

X \ X
;

一 U 沙不l
,

(留不 X S
r l r ,

)
.

t r , , , z ) 〔 Q议

( 29 )

任意固定 ( r , , r Z

) ` Q
, ,

取顶点为有理点的 d 维开立方体 0
.

(
r ;
)

,

使 0
.

(
r ;
) 毒

r * , i ~ 1
, 2

.

F
, ` 为 0

。

(
r `
) 的顶点集

,

那么 e l ( o
。

(
r :

) U O
,

(
r Z

) ) 丰
r ; r Z ,

故
产

, , , :

(
r l r 2 , s

, . r ,

) 一 l im 产
, , , :

(
e l ( O

,

(
r :

) U o
。

(
r Z

)
, S

, , , :

)

一 u m 尸
r , r :

( [ C l ( O
。

(
r ,

) U o
,

(
r Z

) ]
。 , S

, : 卜 ) )

一 l i n , lim ,
, ; , :

( [
e l ( O

。

( r ;

) U O
。

(
r Z

) ) 1
0

9
。 ,

S
, , r Z

)

妻 li m lim 拜
, , ,

( [ e l ( O
。

( r :

) U O
二

(
r Z

) ]夕
。 .

5
; , , 2

)
, ( 弓0 )

其中 A 。
表 A 的内部

。

对固定的
, ,

当 m 充分大时
, e l [ Q , 门 e l ( O

。

(
r l

) U O
。

(
r :

) ) ] 一
c l ( F

。 ,
U

F
o Z

U {
r , , r Z

} )
,

因此由 e Z

) 和 ( 2 4 ) 式
,

l im 解
r : , ,

( [
e l ( O

。

(
r :

) U O
,

(
r Z

) )」Q
.

,

夕
r Lr Z

)

一 。 2 ; 。 。 ; 。 : u 、 , 1 , r : ,
(易

, , 。 r n : 。 、 , t , : ,
)

.

由 ( 2 9 )式得出

,
, t , :

( ha
, s

, l r :

) 》 m
, . , :

( s
, ; , ,

)
.

相反不等式显然
,

所以有

, ,’
:

(砚
, S

, . r :

) 一 。
, , r ,

( 、
, ` , ,

)
.

( 3 1 )

最后从 ( 2 9 )式得

P ( X \ X l

) 一 0
. ( 3 2 )

又因为
,

_

矿一
: .

( {抓
’
( 浴

; x r ) 臼X , : F 〔 犷 ( T )
, r ` 劣

;

} 日 { (币
, △ 、 } )

~
: , 、

( {少下
`
(汐

`
K r ) 自 X : ; F 〔 j 犷 ( 了 )

, I
’

任澎
;
} U { (

(
,。

,

山 , 7 1少

~ 矿 自X , ,

将 尸限制在 ( X
, , `

了
:

) 上即得证定理 2
。
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注
.

。 ,

为有穷的限制是不必要的
,

但其为无穷时不再具有明显的概率意 义
,

此时的一种

直观讲释见文献 [ 5]
.

有穷情况下上述
。 ,

)一 c 3

) 恰好重合于文献 [ 5」(对 d ~ 1 )
。
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