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纤维增韧材料的损伤理论

高 玉 臣

( 哈尔滨船舶工程学院20 1 教研室)

摘 要

本文研究了单向纤维增强材料的损伤理论
.

我们考虑了基体中预先存在的微裂

纹的张开
、

扩展及其附近双位移区的力学机制
,

即纤维脱胶
、

摩擦滑动等
,

建立了裂纹

面上由纤维承受的应力所满足的积分方程
.

把双相区的厚度和裂纹尺寸作为两类不

同的损伤变量
,

分别建立了演化方程
.

对基本积分方程给出了近似解
,

其结果与由

H a n ke l 变换给 出的精确解吻合很好
.

在近似解的基础上给出了复合材料的有效应

力强度因子和基体裂纹扩展条件
,

并给出了考虑损伤过程的完整应力应变关系
.

关镇词
.

损伤
,

纤维增韧
,

界面脱胶
,

签体裂纹

一 己 l 侣旨
、 J . ` 二 J

近年来
,

复合材料由于其特有的许多优点而得到了 日益广泛的应用
.

纤维增强材料具有

良好的韧性
.

由于纤维的存在
,

即使基体中有了裂纹
,

甚至裂纹已开始扩展
,

整个材料的载荷

仍可能允许上升
.

纤维的这种增韧效果早 已被人们认识并利用了
,

但是对纤维的增韧机理至

今仍未被充分研究
.

Bud i a sn k y
,

H ut hc i sn on 和 vE
a sn 山 曾利用能量原理研究过纤维陶瓷的

基体开裂问题
.

但是
,

由于文献 [ 11 中假定 : 基体开裂后纤维单独承担的平均应力与开裂前的

平均应力相同
,

而局限了这一研究的实用价值
.

st an g 和 s五汕 2[J 把纤维与基体的界面脱胶

看成是裂纹扩展过程
,

曾讨论过纤维拔 出的临界条件
,

但是没有考虑界面的摩擦作用
.

文献

[ 3] 在考虑了界面摩擦的情况下
,

给出了界面脱胶临界条件以及纤维拔出长度与拉力的关系
,

这是复合材料的一个基本问题
.

高玉臣
,

M ia 和 c ot et er ll[ ,] 在考虑界面摩擦及 纤 维 的

P o is : 。 n
收缩的情况下

,

研究了纤维增韧材料的断裂韧性
,

给出了长纤维
、

短纤维
、

强纤维
、

弱

纤维的区分标准和相应的增韧公式
.

文献 [ 5] 曾研究过含微裂纹材料的损伤理论
,

但所考虑的

材料中没有纤维
.

本文对含有微裂纹的纤维增强材料的增韧机理
、

损伤过程和对外力的反应

特性进行了力学原理方面的研究
.

二
、

问 题 的 提 出

我们考虑了单向纤维增强的复合材料
.

假定纤维的布置是平行的
,

分布是均匀的
,

基体中

本文 l , 8 8 年 5月 15 日收到
.
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图 1 材料模型 图 2 双位移区

存在着垂直于纤维的平面微裂纹
,

而纤维仍完好无损 (见图 1
, 2 )

.

我们选取直角坐标系
二 , y ,

二 ,

使得 “
轴平行子纤维方向

.

假定外载荷是单拉状态
,

即 。
二

一 `
,

而其余分量为零
.

当 `
很小时裂纹是闭合的

.

当 ` 达到某临界值时裂纹开始张开
,

与此同时
,

由于纤维保持完好
,

在

裂纹面附近必然有纤维与基体界面的脱胶以使得纤维滑动与裂纹张开成为可能
.

当载荷进一

步增加至另一个临界值时
,

还会发生基体裂纹的扩展
.

本文将以弹性系统的余能为基础
,

分析

上述微观过程
.

三
、

双 相 材 料

为叙述简便
,

我们考虑一个位于
z ~ 0 平面内的裂纹

.

设裂纹面两侧附近的界面脱胶深

度为 l ~ l ( x ,

力
,

由 121 < l ( x ,

力 所确定的区域称为脱胶区
.

在脱胶区内纤维与基体之间

可以发生相对滑动
,

所以这种区域又称为双位移区
,

或以下简称为双相区
.

相对应地
,

未脱胶

区又被称为单相区
.

无论是双相区还是单相区
,

从细观上讲
,

位移
、

应变及应力的分布都是复杂的
.

所以
,

我们

只能考虑这些量对基体
、

对纤维或者对材料总体的平均值
.

因为单相区并不需要什么特殊的

描述方法
,

所以下面只着重研究双相区
.

令 。
, 。 表示纤维与基体的平均位移

,

由于相对滑动

只能沿着纤维方向
,

所以有

“ 二

一 “ 二

~
u 二 , u ,

= u ,

= u , ,

( 3
.

1 )
f ,尸 尹 .

而 “ : , “ 。

则相互独立
.

由于裂纹面是垂直于纤维方向的
,

我们作以下简化假定
: 复合材料的

f .

整个变形过程可分为两个过程的叠加
.

第一个过程是没有界面脱胶的单相材料变形
.

第二个

过程是界面脱胶并伴有相对滑动
,

但是只有
z
方向的位移分量不为零

.

如果以 ` ,

云分别表示

第一及第二个过程的位移
,

于是有

u 二

一 “ :

+
f 于

· ,

( 3
.

2 )
“ :

~ 云
,

+ 花。

r
少、 ee

,,X公邵一那

“ ,

~

为求解 厅
,

材料可以看成是普通的均匀各向异性体
.

至于 吞
,

我们假定 P io s s
on 收缩可以略去

,

于是相应的应力为
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二 O ~

仑

~乙 子

—
“

’

dz f

二 , 在
。 口 ,

~ 乙 m 一二一 “ . ,

O名 -

( 3
.

3 )

其中 fE
, E m 为纤维与基休的 Y ou n g 氏模量

.

纤维与基体的平衡条件为

。 O
’

,

七 子

—
a

,

’

d z f -

_ 一
瓜” ,

一

a
,

一 一 r ’

一 一 ` ’

丽于
· ( 3

.

4 )

这里 cf
, C , 为纤维与基体的体积比份

,

如果界面摩擦应力 r 为常量
,

则有

( c
,
+ c 。 ~ l )

,

于
二

是单位体积材料的界面摩擦力
.

尸
二

~ 。
·
公

,
.

o g n
(
: )

,

其中 a 为单位体积内的界面面积
,

如果纤维截面都是半径为
!

( 3
.

5 ) 式可得

( 3
.

5 )

的圆
,

于是
a
~ Z C f /

r
由 ( 3

·

3 )一

份 一 。 : !
2

1) / C f ,

一 `
俘

·

/ ` 、 ·

( 3
.

6 )
一一一一

ùJ,~a

r
J、 `
.

`

~ C , E , 在 /E
,

一 一 C ,马寿 /石
,

( 3
.

7 )

刀

C j C , E r E , 1( z: 卜
, ) 。 + 叮 ( ,

2

` *
,

小
g n ( , )

,

L Z
一

」

忿召“
·ù“明ù邢..2||月.厅、

圣.̀..月盆、

其中

E ~ C f E f + C 。
凡

,

( 3
.

8 )

云 是
x ,

, 的未知函数
.

四
、

余 能

纤维脱胶和基体裂纹扩展都可看成是开裂过程
,

所以均受能量平衡条件的控制
.

下面我

们 分析具有预应力和内摩擦的双相材料的应变能及余能
.

设弹性系统的初始应力状态 为 氏
,

应变状态为
。 。 ,

而外载为 0T
,

在附加载荷 T 作用下产生附加位移
、

应变及应力为 。 , e , 口
.

那

么
,

系统的变形能为

u *

一 生
2

.
( 4

.

1)

这里 V 代表材料体积
,

由于

( 4
.

2 )

所以
,

余能 u 可以写为

“ U

一 {
“ :

( a + a0 ) d ;
,

U 一

含}
(。

: 。 一 、 :巩 ) d 。
,

( 4 J )

上式中 e0 :氏 一项并不起作用
,

可以略去
.

由于 ` 是协调应变
,

而 。 与 T 相平衡
,

利用虚功原理
,

我们可以把 u 改写为
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u一 生 {
。

.

Td,
2 J

( 4
.

4 )

现在我们把普遍公式 ( .4 4 )用于双相材料
.

取一个典型长方体
,

不妨设其中只包含一个裂

纹 (见图 2 )
,

令 Q 士表示双侧裂纹面
,

且设想纤维也被切断
,

以 A 士 表示长方体的上下表面
,

以

` 表示纤维与基体的界面
·

由于公式中只出现
“ : ,

价
,

含
,

于
,

令
,

所以我们略去脚标
’ ,

于是

( 4
.

4 )式可以写为

U 一

专{
。 士 ( c ,

一 + c 。
一、 ,` 9

+

专{
, * ·

“ A +

专!
, ,

一
,· “

·

( 4
.

5 )

为了简化 ( 4
.

幻式
,

我们假定 口 的相应应力 af
, 口 , 与 fE

,

凡 成比例
,

即

色 ~ 旦吐

玛 E , `

令

口 ~ C r口 I + C 二口 , .

于是由 ( 3
.

6 )
,

( 3
.

7 )
,

( 4
.

6 )
,

( 4
.

7 )式可将 ( 4
.

5 )式改写为

U ~ U + U ,

( 4
.

6于

( 4
.

7 )

云 一 工 ! 、
.

。 d A + 土 {
、

·

。 d D ,

Z J 汉士 2 J D士

( 4
.

8 )

( 4
.

Q )

亡一 生 { :
.

。 d。 + 生 { ! ; }: d l
.

Z J 口士 2 J l

( 4
.

10 )

下面进一步分析 厅
.

我们假定裂纹是稀疏的
,

即裂纹之间的距离远大于裂纹尺 寸
,

于是在

A * 上我们取 。 ~ `
。

考虑到线性系统的性质
, U 可以写为

百一
号

· “ +

专{
。

!
。 L、 一

( , ) l

’

[̀ 一 ` ( Q ) ] G ( p
,

口) J召甲
,

( 4
.

1 1 )

其中

c 为无裂纹时微元的柔度系数
.

( 3
.

6 )
,

( 3
.

7 )式
,

可把 ( 4
.

1 0 )化为

云~ 一三

C ~ V ( l’ 一 , * 2

) / E
* ,

( 4
.

12 )

E * ,

*v 为复合材料的总体弹性模 量
.

现 在考 虑 U ,

利 用

C f C , 马E。
(

` (
, 2

一 ,。 , + 上 ,
, a Z: 2

、`。
.

J口 \ 3 /
( 4

.

1 3 )

五
、

纤 维 应 力

在裂纹面上的纤维应力 价 应由纤维连续条件确定
.

由基体无应力条件
。

二

1,
。
~ o

,

( 5
.

1 )

再利用 ( 3
.

6 )
,

( .4 6 )
,

( 4
.

7 )式可得
。 ~ C ,价

, 厅 ~ C r价 / ( l + 口)
,

在 z ~ 0 ,

( 5
.

2 )
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`

1, ,

其中
嘴思气二 净

C ,万,

户 ~ 二一二 一。

C 叨七份
( 5

.

3 )

为了得到纤维连续的条件
,

我们利用 (4
·

8 )
,

( .4 1 1)
,

( .4 13 )及 (5
·

2 )式
,

将 u 变分
,

·

于是得
“ U 一 c ,

{
“一

{着(
` +

青)
( , ` 一 “̀ , 了

“

一

!
。 〔、 一

( , ) , G ( ,
, 。 ,` Q ,

}
` “

一
上式大括号内的项代表裂纹面上纤维位移的间断量

,

所以应该等于零 `由此可得

( 5
.

呼)

节J

一
厂
。

、夕口、J吮J了、

其中

着(
` +

合) (击
一 `叮

)
。

+

{
口 ( , ) G` ,

, 。 )叼一 、 H (。 )
,

腾一
J _

。
_ _ _ 一城

一

件
H ( 。 ) 一 )

G ( p
,

。 ) d g
, · ( 5

.

6 )

( 5
.

5) 就是确定
。
的积分方程

.

此外
,

利用变分还可以得到基体张开位移
. _

l
,

二
、 、 ,

/ 2 口
,

、
` J 柳

~
,二

.

丁 L l 十 声厂 几叮一二一丁 一 ` a 丁 1
。

七芦 \ 1 一 吓 /

( 5
.

7 )

六
、

l 和 口 的损伤条件

由于 l 用来确定双相区边界
,

而口 用来确定裂纹面大小
,

所以 l 和 D 将被取作损伤变量
。

为了得到 l 和口 的损伤演化方程
,

我们从余能及损伤耗散能出发
,

导 出 l 和 口的损伤动力及

损伤阻力
.

设裂纹面口在其边界点 c 处向外扩展 占口 c .

而函数 l (
x ,

力 有一变分 司
,

与此相应

地
。 也有一变分 占。 ,

注意到 ( 5
.

5 )式
,

则 u 的变分可写为

; 。 u 一了
·

、 +

{了
Z。“ “ ,

( `
·

, ,

考虑到在 。 的边界上 l ~ 0 且 G (P
, c ) ~ 0 ,

于是有 声

一 l ( f
, , _

、 , r _ _ , 。 、 ,

占G
, 。 」 。

J
口

~ 气丁 l ! l 叮二 一 叭 P月 L口. 一 “ 气U 少 J 二育
a “ u 竺

2 J D J D 今甘 p 甘

了
, ~ [。 一 ( l + 夕) l a : ]

,

/ (即 )
,

j 产
,
尸 ,尸 口

分别称 为 l , 。 的损伤动力
.

( 6
.

2 )

( 6
.

3 )

现在考虑界面脱胶和裂纹扩展的能量耗散
.

设总能量耗散为 , ,

单位脱胶面的能量耗散

为 右, ,

基体裂纹扩展单位面积能耗为 氛
,

于是有

占刀 ~ C , 奋。拍 + 2口乙z

根据一般损伤理论
,

由 ( 6
.

1 )
,

( 6
.

4 )式可得

!
。
“ ( 6

.

4 )

、 1
之 a ` I

~
二二丁

七肖
[ , 一 ( l + 月) la : ]

, -

( 6
.

弓)

。
。 ,

;
, 一 工 { { :

。 _ 一 。
( , )一x

。 。 一

Z 夕 J

。
( g ) ]

占̀

舀口
d口 d口

p 0

( 6 6 )
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进一步
,

由 ( .6 , )式有

f l ~ (` 一 ` *) [/ 。 ` l( + 夕)1
,

其中
:

’

、口东
一 ` , `

’
`

尹 ~ ( a2 尸此 ,) 伙

` *
是复合材料的结构参数

,

称为脱胶应力的门槛值
.

将 ( .6 7) 式代人 ( ,
.

, )式则得

( 6
.

7 )

( 6
.

珍)

「 ,
, ” 气

入
、 , 、 ,

~ 护 一 『 * 2 , , ,
~

、

l 妙 L P , 甘担 LP少a “ 十 二一一万下刃一下一只 一 口加月 L g ) ~
U -

J p 乙 a 丁户 L l 十 祥)

( 6
.

9 )

( .6 9) 式便是 己的基本积分方程
. 、 、 一

’

l

、

七
、

基本方程的近似解
补 (6

.

9 )式是一个非线性积分方程
,

只能借助于数值方法求解
.

文献 〔6〕采用了 H a

kn
e l 变换

计算了不同参数下的
。 及 2几 的分布

,

并计算了基体应力强度因子
.

本文是研究损伤过程和

反应特性
,

特别是考虑多裂纹的平均行为
,

所以我们必须采用近似方法来研究 ( 6
.

9 )式
.

用一

个常量 J 代替
。 ,

并要求 ( 6
.

9 )在平均意义下满 足
,

将 ( .6 9 )式对口 积分
,

于是得

( 7
.

1 )
了

其中

。 一 、 + 一宜二三竺一 一 。

百口。 丁月( 1 + 口)

D ~ 生
口

.

H ( Q ) d口
。

( 7
.

2 )

设裂纹特征尺寸为
a ,

则由量纲分析可得

D ~ 灸a
( l 一

v * ,

) /石
* ,

( 7
.

3 )

其中 友为形状 因子
. -

进一步引人无量纲量

!
“ -

!
从 `

厅 /尹
,

又 ~ 。
别尹

,

熹 (卜
, * ,

)及
a 口( 1 + 夕)

。 :
/。

* .

乙乙 ~

( 7
.

4 )

于是由 ( 7
.

1) 式可得

s ~ ( m
,

+ 2 0 5。 + l ) 功 一 m
.

( 7
.

5 )

么上推导只适用于 兄 > l 情况
,

若 s _ 镇 1 则裂纹不张开
,

这时应取 s ~ 5 .

:

二
八

、

反 应 特 性

借助于余能表达式 ( 4
.

5)
,

( 4
.

1 1)
,

( 4
.

13) 式可以得到平均应变的公式
.

设在所考虑的区域

内有多个裂纹
,

但是裂纹是稀疏的
,

因而可以略去其祸合作用
,

于是平均应变为

卫旦 ~ 竺巴

口几 E *

1一v
一6

+

告冬{
。 , 〔、 一

( ” , , H (“ )` “
, ·

( 8
.

1 )

设裂纹都是半径为
。
的圆

,

而且是均匀随机分布的
,

略去裂纹的萌生
,

令
,
表示单位体积内的
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裂纹数
,

采用近似解 ( 7
.

5) 并注意到 ( 7
.

2 )
,

( 7
.

3 )式
,

于是有

一笋
〔`一 + * p ( `

一
) ( “一

“ ,一
( 8

.

2 )

。 一
令
艺 a t

“ 万

一
l 6

代一 二甲
一

J厅

( 8
.

3 )

应力应变笑系 (8
.

2 )式中
, p , s 均依赖于

。 ,

所以
,

为了得到反应特性
,

必须先确定裂纹扩展后
`

与 S二 的关系
.

为此
,

利用近似解 ( 7
.

5 )式
,

由 ( 6
.

6) 式可得

C , 乙,
~

l 一 , * 2

E *

丝 (` 一 于)七
叮

( 8
.

4 )

根据 ( 8
.

4 )式
,

我们可以定义有效应力强度因子及其临界值

K ,

一 2 、

/互
( 。一

,

叭
. V 万

( 8
.

, ,

子
了

一 (
E* C ,

l 一 v * J

\ 珑

叼
·

( 8
.

6 )

这样
,

( 8
.

4 )式又可改写为

/丁
, _

八 ”

` 、
I一 L凡 一 丁 ) ~ 八 lc

。

V 叮 用

( 8
.

7 )

设 。 。

为裂纹的初始长度
,

如果引人以下量 :

A ~ 二
,

口。

五

风 ~ 及河

p0 ~
n 二 a
孟

,

( l 一 , * ,

)及夕( l + 夕)
a r a 。

/ , . ,

犬 一

矢
cK 一

磊

券万
了 , ( 8

.

8》

.

毛K, .c

二
0 1

.0405.03时.l0

.5、议

xZ
,J斗

4确」

O 匕 es ~ ~ -r ~ ~ ~ ~ 上- ~ 自 ~ ` ~ ~ ~ J 一

夕 4 6 8 10

右
·

石*/ 叮
*

图 3 应力应变关系

( l

—
二

。
。 1 , 2

—
.

。
= 0

.

7 , , 3

—
二

。
二 0

.

5 ,

峪

—
. 。 “ o

·

25 ; p 。 = 派
·

0
.

0 5, , K e = 2
.

0 )

O ` ~ ~ 一」一一一曰 ` 一一 ~ J ~ ~ - ~ 儿 ~ ~ ~

1 2 3 4

污。

图 4 近似解与精确解的对比

( l

— 文献 [ 6 ] , 2

— 本文 )
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于是 (8
.

2 )式可写为

8~ 止二一 [S_
「

E 举- 一
+ 及 ( 1一 v *’

)两A , ,
K l

-

( 8
.

9 )

这里
,

(s .9 )式应分三个阶段给出
,

当 兄 < 1 时
,

取 K 一 0
.

当 孔 > 1
,

但裂纹扩展之前有

仗
~ l ,

~ 兄 + 浅 一 ( m {

+ 2 。 。
: 。

+ 1 )。

} ( 8
.

1 0 )

当 K 到达 K 。 ,

即裂纹扩展之后应取

J
K 一 K c ·

】。
K

,
. 1 . _

, /一丁
_ _ 、 .

,

口 . 一 一于今十 以 十 艺
叭 V A 入 c 厂、

V A

( 8
.

1 1 )

丫些典型参数的应力应变曲线
,

如图 3所示
.

为了估计近似解的精确性
,

本文计算了无量纲的

基体应力强度因子 K ,

并与 H a n ke l 变换所得精确值
“ ,进行了比较 (见图 4 )

.

` 九
、

结 论

1
.

为了研究复合材料的增韧机理和反应特性
,

必须考虑基体的微裂纹附近的力学机制
,

即

纤维脱胶
、

摩擦滑动
、

裂纹张开
,

裂纹扩展等
.

当取纤维脱胶深度及裂纹扩展尺寸为 损伤变量

时
,

可以建立起以断裂准则为基础的损伤演化方程
,

并且可以得到材料的反应特性
.

2
.

基本积分方程的近似解与 H a n ke l 变换所给出的精确解相差很小
,

因而可以作为工程

应用的依据
.

3
.

纤维的存在相当于裂纹面上有相互吸 引力
,

因而使基体开裂的有效应力强度因子降低
,

这便是纤维增韧的本质
·

各结构参数
·

如界面胶合强度
、

摩擦系数
、

预应力等对增韧均有直按

作用 (见文中各公式 .) {

`
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