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摘 要

马尔可夫过程在科学和技术领域中有着广泛的应用
.

但在现实中所遇 到的马尔

可夫过程
,

容易求出的是密度矩阵 Q 而不是 几
,

( )t 本身
.

在文化大革命中
,

我们走出

校门
,

到铁路现场
,

在实际工 作中也确有 此感
.

因此
,

Q是否能唯一决定过程 的问题
,

就有其重要的理论与实际的意义
.

这正是本文中要证明的定理 1
.

1 所回答的问题
.

在文的后半部分
,

把定理 1
.

1 应用到几个特殊的 Q 矩阵上
,

以示我们所提出的判

别准则是行之有效的
.

设 x ~ {式
, , 。 )

, `
< 武 。 ) } 是定义在完备概率空间

夫过程
,

其相空间 万 一 ( 1
,

2
,

… )
,

其转移概率为 丸
,

( )t
, : ,

列条件的实值函数
,

(口
,

乡犷
,

)P 上的齐次可列马尔可

爪 石
, ` 多 0

,

它们是一组满足下

户, ,

( t ) ) o
,

艺 。 , ,

( , ) 毛 `
,

( 1 )

( 2 )

、少
.

、2.,j
`

斗`
矛

`艺 :
* 、 ( , ): * ,

( , ) 一 ,
, ,

( , +
,

)
,

心 〔 石

l i m p
、 ,

( t ) = 产
` ,

( o ) = 口* , ,

其中 民
,
一 1

,

筑 , ~ 0( i 笋 1)
.

熟知
,

这时存在极限

zi m 鱼立l 二玉 ( 5 )

而且 。 毛 : i ,

< + co (
;

、 , )
, 。 提 。

;

二 一 。 i *

成 + co
,

艺 。
, ,

成 0
.

当 。
,

< + co ( 、 。 E ) 时
,

户` E

称过程是可微的
,

简称 Q 一 ( q
i ,

) 为过程的密度矩阵
,

而过程 x 一 {x(
` , 。 )

, 君 < a( co ) } 则简

称为 口过程
,

以表示它与 Q有 ( 5) 式的关系
.

如果两个 Q过程有相同的 八 ,

(t )
,

我们就把它们

看作同一 口过程
,

故在下面也称满足 ( l) 一 ( 5 ) 式的 (产
; ,

( , ))
,

或其拉氏变换为一 Q过程
.

定义 1
.

称定义在 石 X E 上的矩阵 Q 一 (价
,

) 为 夕矩阵
,

如果 Q满足

。 钱 、 、 ,

< + co ( 、 今 i )
,

。簇 。、 三 一 、 、、 < + co
,

艺 、 , ,

成 。 ( 、 。 刀 )
,

( 6 )
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如果还有

艺 、 , ,

一 (
; 。 : )

,

( 7 )

则称 Q为保守的 口矩阵
.

显然
,

每个可微的过程的密度矩阵是 Q矩阵
,

现在问
: 任给一个 Q矩阵

,

是否存在一个 Q

过程呢 ? 如果存在
。

那么恰好存在一个夕过程的充要条件是什么 ?

19巧 年
,

D co 砂 ]
就证明

。

对任给一个 Q矩阵
,

Q过程总存在
,

而且只有两种可能
,

或者只

存在一个 p 过程
,

或者有无穷多个
.

对于 夕为保守的情况
,

Q过程的唯一性问题
。

早在 1 9斗o 年

已为 F el 让rz[
,
所解决

.

本文的结果是
: 对任一已给的 口矩阵 (未必保守 )

,

找出 Q过程唯一的充要条件
.

一
、

结 果 的 陈 述

本文的主要 目的是证明

定理 L l 设任给一个 Q矩阵
,

则存在唯一的 Q过程的充要条件是下列二条件同时成立
:

( 1 )

I n f

蔺〔 五

/ 万 沁心 ) 一 : ; > o
,

0 < 又 < + co, ( 1
.

1 )

其中 p犷
, n

一 (户男
, n

(免)
, i

,

f〔 E ) 是最小 夕过程
,

即

。: i ·

( 、卜 !了一
,
`产( ! )、 :

(
; , z 〔 E

,

O < 兄 < + 的 )
,

( 1
.

2 )

、 ,

( , ) 一 艺 r{尹
’ ( , ) ( i

,
了〔 E )

, ( 1
.

3 )

fl箩
, ( t )

了{夕
+ ` ) ( t )

. , 0

一 占、 , e一 “ ; `

(
; ,

i 〔 E )
,

一 艺 {:一
`若一 ’、 了, `矫

’ ( ! ’ “ ·
( ,

) 0
,

、
,

, 。 : )
.

} ( 1
.

4 )

( 2 ) 方程

{
又n 一 n口一

0一 毛 n
,

0一
,

几 > o
,

n (
:

) < + 的
( 1

.

5 )万川

只有零解
.

其中 n = ( 。 ( l )
, , ( 2 )

,

… )
,

0 - = ( O ,
o

,

… )
.

下面我们首先给出定理 1
.

1 的证明
,

而后把它应用到几个特殊情况上
,

最后证明定理

的条件 ( 1) 和 ( 2 ) 是独立的
.

二
、

几 个 引 理

引理 .2 1 若定理 1
.

1 中的条件 ( l) 成立
,

则方程

护U 二 p U 一 l0, 又 > 0
,

( 0
:

( U 城 l
( 2

.

1 )
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只有零解
,

其中
、

、
`

!
、/

j
廿

, .ō,一
厂f、Z叮几

:
。

UU
/

2

1一一U
、

证
.

由 ( 1
.

2 )一 ( 1
.

4 ) 式及文献 [ 3 ]
,

{P男
, n

(又)
,

i 〔 E } 是第一型囿壹方程
, ,

U (
`

) 一 艺 宁
,
交

又 十 价

U (友) +
兄十 价

(
; 任石 ) ( 2

.

2 )

服排娜
·

于是
·

由文献 t 3 ,知
小燕妙

(“ ,
, ! 〔 刀

}
是拟
僻耀

U (
`

) 一 艺 q s女

几 + 价

U (友) +
又

又 十 qt
( i 〔 E ) ( 2

.

3 )

的最小非负解
.

所以
,

由 / 艺 衅
i·

( ` ) ( 1
,

定理 1
.

1 中的条件 ( l ) 以及文献 〔3 1得知
,

方程

l
、

!
j

石`,十

v 又
;

) 一 又 一三止一 u (左)
,

、 > o
,

笼二二 凡十 iq

o 成 U ( i ) 燕 l

只有零解
.

然而方程 ( 2
.

4 ) 是方程 ( 2
.

1) 的等价方程
,

所以方程 ( 2 1) 只有零解
.

注 .2 1 引理 2
.

1 的逆不真
.

在有限非保守的情况下
,

引理 2
.

1 的逆真
,

即方程

零解与定理 1
.

1 中的条件 ( l) 等价
,

这就是我们的引理 5
.

2
.

引理 .2 2 令

( 2
.

4 )

( 2
.

1 ) 只有

U *

( ` ) 一 1 一 ` 艺 : 男
,·

( ` ) (
; 。 E ) ( 2

.

5 )

则当 * 增大时 玩 ( * ) 不增
,

即当 又增大时 ` 艺 衅
i n

( ` ) 不减
.

证
·

由于
{
`

黔叭
` ,一 ` 刀

}
是方程 ( 2

确
最小非负”

,

及 0 毛 `

汐叭
` , 毛 `

,

所以 { v :
( i )

, , 〔 石 } 是非负线性方程

、卫... .、

l
E`ó

.
口`,

U ( `) 一 艺 叮
i友

又 + 价

U (友) +

一 艺 。 zI

了〔 E

又 + q ; ( 2
.

6 )

0 ( U ( i ) 成 l

的最大解
,

并且此最大解可由下列方式得到
.

令

!l
、

r
J

、.产

李刀E厂卜

令

U `。 , ( i ) 三 一 ( i 〔 E )
,

u ` n + ` ) ( i ) = 丫 一 j 边` - u `。 , (寿) +

尾攀弓 又十 争

则
v `” , ( i ) 毒v ( i )

由 ( 2
.

7 ) 和 ( 2
.

5 ) 式知
,

当 又增大时
,

U *

(
;

) 不增
.

一 艺 。。

夕〔 E

又十 iq

(
,

t + co )
.

( 2
.

7 )

( 2
.

8 )

l) 关于非负线性方程组
,

第一型囿壹方程
,

拟规格方程以及最小非负解的定义均见文献「31
.
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引理 2 3 .定理 1
.

1中的条件 ( l )与下列条件等价
:

存在某个常数 o<又。 <+ o c
,

使

i n f 又。

资 〔 E
艺 ,男`” (又

。

) 一 > O ( 2
.

9 )

证
.

显然
,

只需证明由上述条件可推出定理

1) 0 < 几 < 肠
,

的条件 ( 1)
.

下面分两种情况证明
.

:
;

) i n f 、 又 : 男
` n

(又
。

)
} 忆 `

一 气下 刃 1

式。
> O ( 2

.

1 0 )

2 ) 又。 ( 又 < + .oo

由引理 .2 2 知
,

:
*

) 叭
。

> o
,

引理 .2 3 获证
.

注 .2 2 熟知
,

定理 1
.

1 中的条件 ( 2 ) 等价于方程 ( 1
.

约 对某个常数 o < 又 一 又。
< + oo

只有零解
.

于是
,

由引理 2
.

3 知
,

定理 1
.

1 中的两个条件都可用形式上较弱
,

实质上等价的条

件代替
.

引理 .2 4 存在与 凡无关的行矢量 a 一 ( a( 1 )
,

a( 2 )
,

… ) > 0一
,

使 aP 沪 可和
, ) ,

而 a 不

可和
,

即

/ 艺 习
。

帅心
n

k() 一 艺 沁 ) 、艺 刀嘛 ) < + co (0 < 又 < + OO ),

艺 a(z ) 一 + co

( 2
.

1 1 )
i 〔 召 了 ( E

( 2
.

12 )

的充要条件是

i n f 又
.

〔 石
艺 ,界

` n

(又)
了〔 E

一 刀,
一 0 ( 0 < 又 < 十 co ) ( 2

.

1 3 )

或等价地
,

存在某一个常数 0 < 又。 < + co
,

使

,;玺
` 。

燕
”男

` n

(“
。

) 一 ” 只

一
。

·

( 2
.

1 4 )

证
.

先证充分性
.

由于 。 <* 艺 衅
` ”

(̀ )毛 `
,

故使 ( “
.

“ ) 式成立的行矢量 a > 0一 是存在的
,

如选
a

(z’ ) ~

i C 五

2 一 `
( i 〔 E )

.

若更有 ( 2
.

1 2 ) 式成立
,

则条件的充分性获证
.

所以
,

下面我们假定所选的 a > 0一
,

使 ( 2
.

1 1) 式成立
,

而 ( 2
.

12 ) 式不成立
.

任意选定一个数 O < 又
。

< 十 co
,

由于 ( 2
.

13 ) 式
,

可选

E 的无穷子集 云使

艺 又
。

艺 心
”

( z0) < 十 .co
f 〔 巨 j 〔 E

( 2
.

2 5 )

云
,
一 (六

右
2
一 (仁

i 〔 户
, a ( i ) > l )

,

才 〔 户
, 。

( i ) ( l )
,

a ( i )
, ; ` ( 五\ 右

2

)
,

l
,

i 〔 左
2 ,

( 2
.

1 6 )

( 2
.

1 7 )

( 2
.

1 8 )
.r之、之

一一
、 盆/

以
产a

成( i ) ) a ( i ) > 0 ( i 〔 E )
.

( 2
.

1 9 )

1 ) 一般地
,

一个行矢量 p = ( p ( 1)
, p ( 2)

,

… ) 可 和是指艺 风0 < 00
.
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艺 沁
’

少又。艺沁
·

执 )一 艺 、 z ) (见
。

艺 姗
n

帆 )十 万 又
。

万 衅
·

x 0 ()

“ 石 , 〔 石 i ` 艺 \ 它
。

矛〔 石 z 〔 云 尹〔 ￡

毛 艺
。

娜又。

艺 刃 ,
。

) + 艺 又
。

艺 心
“

执 ) < + OO
,

f 〔 石 j 〔 石 i 〔 户 户〔 五

( 2
.

2 0 )

而

艺 ` (z) ) 艺 “ (,’) )
亡 (右

一 十 O C ( 2
.

2 1 )艺川有

艺浏

参考引理 2
.

2的证明
,

易知
,

对任一

万

0 < 凡 < + co

` ( i )又 心
,”

(劝 < + co
.

( 2
.

2 2 )

于是
,

引理 2
.

4 的充分性得证
.

再证必要性
.

若 ( 2
.

1钓 式不成立
,

则由引理 2
.

3 知
,

这时有

in f 凡
f 〔 石
艺 心n( 劝 一 : ;

> 0 (0 < ` < + co .) ( 2
.

2 3 )

若有 a > 0一
,

使

沁 u)) 互 刀
·

(劝 < + co (0 < ` < + co )
,

( 2
.

2 4 )艺ō

则由 ( 2
.

2 3 ) 式得

艺
a (

:

) 、 艺 。界`· ( “ ) 李 : ;

艺
a ( ` ) ( o < “ < + co )

.

( 2
.

2 5 )

由 ( 2
,

2斗) 和 ( 2
.

2 5 ) 式得

: ;

艺 沁 ) < + .co ( 2
.

2 6 )

由 : , > 0 及 ( 2
.

2 6 ) 式得

。 (心 < 十 co ( 2
.

2 7 )艺ù

于是
,

引理 2
.

4 的必要性获证
.

引理 2
.

5 设 必 ( t ) 一 帅
; ,

( t )
, 。 石

, , ) 的 是满足柯氏向后微分方程组

中
`

( t ) 一 Q少 ( t ) ( 2
.

2 8 )

的一个 Q过程
.

若令

P , ,

(又) 一 {厂
一 ’ `

价
了,

(` ) J `

( i
,

j ` 刀
,

o < 又 < + co )
,

( 2
.

2 9 )

( 7 〔 E )
,

( 2
.

3 0 )!
.

P , s ( 又)

P Z,

( 又)

/
,̀..1,、、

、

一一P

则列向量组 P尸 (汪 E ) 线性独立
.

即若实数组
。 ,

(汪 石 ) 使对某一 又> o ,

有

艺
a ,

p ;
, , 一 0

, ,

a ,
一 0 ( 1 o E )

.

( 2
.

3 1 )

( 2
.

3 2 )

特别
,

列向量组
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、、、 .了声衬苦压 /
子、 、z 、 ,z

2阳1几厂、
、

了、nn
...
,人

m叮m万
。。。

力r打r
/了

l
、

P罗
I n ( , 。 _ ( z 〔 E ) ( 2

.

3 3 )

线性独立
.

证
.

设 ( .2 3 )[ 式成立
.

令

E 。
一 ( j : a ,

) 0 )
,

E ,
一 ( 1 : a ,

< 0 )
,

由 ( 2
.

3 1) 式的左边的级数收敛于 。 与 (对下角
, ) 求和次序无关

,

即得

艺
a ,。

, 了

( ` ) 一 艺 ( 一 a ,

) 。
, ,

( ` ) < + co ( ` 〔 E )
.

( 2
.

3 4 )

( 2
.

3 5 )

( 2
.

3 6 )

由 必 ( t ) 满足方程组 ( 2
.

2 8 ) 的 口过程及 ( 2
.

2 9 ) 式
,

得

,
、 ,

( * ) 一 又 一里选一 p* ]

( * ) +
,

= 甄一 ( i ,

j 。 石 )
.

刃刃 凡 十 iq 孔 十 iq
( 2

.

3 7 )

从而

艺 (一 ` )
’ a ,

; ,了

(又) 一

了〔 E :

又 iq̂
不戴 兄十 价

艺 (一 ` )
` a ,。* ,

(又)

艺
声` F 了

( 一 l )
` a ,占

; ]

几 十 iq
( i 〔 E

, ,
= o

,

1 ) ( 2
.

3 5 )

由 ( 2
.

3 6 )
,

( 2
.

3 8 ) 式以及

艺 (一 1 )
犷a ,。

: ,

《 I
a ,

} < + co ( i 。 刀
, , 一 。

,

1 )
护〔 E ,

知
,

( 2
.

3 9 )

。 毛 艺 q
i友

又十 价
艺 ( 一 1 )

; a 沪 、 ,

( : ) < + co ( 、 。 E
, ,
一 。

,

1 )
.

( 2
.

4 0 )

由 ( 2
.

3 6 ) 和 ( 2
.

4 0 ) 式得

昌
~

瓦令该用
。

一” * , ( ` ’ 一
暮尹六篡

( 一 “ ,

) ”
左7

( ` ,

一

暮六 (层
。

一” * ,

(` , 一

层
.

(一
,户左

,

( “ ,

卜
o (` 〔 “ ,

·

( ,一 ` ’

由 ( 2
.

3 8 ) 式得

艺
i 〔 E。

a ,
,

, ,

( ; ) 一 见 (一 a ,
) ; , ,

( “ ) 一昌反令不(展
n

一 , 友, ( ` ,
)

一 艺 q i友

几 + 价 (藻
(一 二 ,外 (` )

卜
a 盆

又十 iq
( 1 6 E ) ( 2

.

4 2 )

由 ( 2
.

4 1 )和 ( 2
.

4 2 ) 式得

0 一 O + 一卫立一
又十 iq

( i 〔 E ) ( 2
.

4 3 )

从而 ( 2
.

3 2 )式成立
.

由最小 Q过程 ( f* , ( t )
,

i , 1 〔 E , ` ) o ) 满足 ( 2
.

2 5 ) 式即得到引理 2
.

, 的

最后部分
.
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一

一
一

~

—

一
一

一—
一

—
— 一 一

一

—
一

一

一
三

、

主要定理的证明

定理 1
.

1的证明
.

先证必要性部分
,

若定理 1
.

1 的条件 ( 2 ) 不成立
,

由文献 [钊 知
,

满足柯氏向前微分方组的 Q过程不止一个
,

于是 Q过程非唯一
若定理 1

.

1 的条件 l( ) 不成立
,

于是由引理 2
.

斗知
,

存在与 凡
,

无关的行矢量 a 一 (武 l)
,

武 2 )
,

… ) > 0一
,

使 a群
` n

(0 < 又 < + oo ) 可和
,

但 a 不可和
.

由 a 不可和
,

有

〔
-

一 。 (
, ,

7 〔 E )一 ( 3
.

1 )

a、玲廿苦q艺巴艺脚

于是
,

由文献 L刘 知

P , 一 尸罗
”

十
( l 一 又P r

, ”

l )

又a P罗
,”

1

a P犷
, n

( 3
.

2 )

是一个 Q过程
,

而且是不断的
.

于是

又尸 ; 1 一 1 ( 3
.

3 )

由条件 ( l) 不成立
,

可知

又尸军
”

1 等 1 ( 3
.

4 )

所以
尸; 兰 尸尹.n

必要性部分得证
.

( 3
.

5 )

故 Q过程非唯一 至此
,

定理

再证充分性部分
.

设定理 1
.

1 中的条件 ( l) 和 ( 2 ) 成立
,

证 口过程唯一
以 尸 ,

一 { iP ,

(劝
, ; 。

I 〔 石 } 表示任一 Q过程
.

熟知
,

对每个 1 任 E
,

{ iP
,

(劝
, i 〔 E } 满足方

x 、
) 艺 q

,友

又 十 价
叙 十

又十 iq
( i 〔 石 )

.

( 3
.

6 )

而 {p羚
i n

( 凡)
, ; 〔 石 } 是方程

x ,

一 又
一坚乙述=

x , 十

夏葺耳 儿十 价

一玉`
~

( i 贬 E )

几十 小
( 3

.

7 )

的最小 (非负 )解
.

于是
,

容易论证
户

, ,

(凡) 一 畔
, n

( 又) ) 0 ( i
,

z 〔 E )

及 {户
, ,

(又) 一 心
, n

(又)
, ; 乏石 } 满足方程

( 3
.

8 )

x 、
) 艺 q

i左

又 十 价

x * ( i 〔 E )
.

( 3
.

9 )

令

, * ,

(又) ~ {
宁了j

又十 价

0
,

笋 尹
,

( 3
.

1 0 )

尺* 一 (
r , i (又)

, i
,

;
= 1 ,

〔 E )
,

( 3
.

l r )
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于是
,

{八
,

(劝 一心
’ ”

(劝
, ; 任 E } 是以 R * 为转移概率矩阵的马氏链的过分函数

.

显然
,

这个链是

非常返的
.

由引理 2
.

1
,

文献 [ 6 一以及 E Z一“
+ ` ’ (。

, ,

( ; ) 一 衅
’̀`

(又) ) 蕊 艺 2一 (汁 ` 〕 < + co 知
,

。、 ,

(又) 一 ,羚川 (几 ) 一 艺 友
;

(
: , a )六

· , ( , )
,

六
“ ) ( , ) ) o

i 〔 石

(
; ,

,
, “ 任 E )

,

( 3
.

1 2 )

其中

反; ( i
, 。

)
_ 户器

` , ’

(又)

艺 2一 `“+ , ’ : al7
“

( ` )
( i

, 反 任万 )
.

( 3
.

1 3 )

{
a 、

( , ) 一 少;
a 、

( , )

艺
2一`“ + ` ’ : 裂

’ `

( ` )
(

a ,
, 任百 )

,

( 3
.

1 4 )

把 ( 3
.

1 3 ) 和 ( 3
.

1斗) 式代入 ( 3
.

12 ) 式得

。` ,

( ` ) 一 ;界
`”

(又) + 艺 。界`· ( ; ) j {
· , ( s)

,

j ;
· , ( , ) ) o ( * > o

,

i
,

j
, a 。 : )

.

( 3
.

1 , )

由文献 [ 7 1知
,

p * 一 { P
、 ,

(元)
, ; ,

, 任 E }必须满足

P*

) o (又 > O )
,

又尸*
1 提 l (又 > o )

,

尸;
一 尸、

+ ( 又一 # )尸
,尸,
一 。 (又

,
那 > o )

,

li rn 又(又p * 一 了) 一 夕
,

久
一 》
幻

其中
,

0 和 I 分别表示零矩阵和单位矩阵
.

由 ( 3
.

1劝 和 ( 3
.

1 7 ) 式得

F {
a , = ( j;

a , ( l )
,

j ;
“ , ( 2 )

,

… ) ) 0一 (又 > o
,

“ 刀 )
,

及
: 界

` n

( ` ) + 又艺 p器` n

(又) [ F ;
a , ,

l ] 蕊 l ( i 〔 E )
.

艺哪

由 (斗) 式有

又P器
, ’̀

(又) > o (又> o
, 配 〔 石 )

.

由 ( 3
,

2 1 ) 和 ( 3
.

2 2 ) 式得

[ F {
a , ,

l ] < + co (又 > O
, “ 任 E )

.

这里及以后用

[。
,

c ] 一 。 c 一 艺
、 ( *) C ( 、 )

视内的

、
、̀,
1

1

1
1/

表示行· · · - ( p ( 1 )
)

p ( 2 )
, · · ·

) 和歹日矢量一
{

C ( l )

e ( 2 )

由 尸尹
, n

满足 ( 3一 s ) 式得

P罗`
n` a , 一 P段

:̀ 1 ( a , + ( 、 一 l` )尸罗
` n

P少
` ” ` a , 一 0

,

( v}
,

那 > o
, 口 〔 石 )

.

令 以。
,

劝 一 I 十 (
一 护妙

( 、
,

。 > 0),

由 衅
`”

满足 ( 3
.

18 )式
,

得

刀 (拼
, :

)刀 ( 二
, 又) 一 才 ( ,

` , 兄)
,

A (那
,

又) p ,
` n

一 衅
` · ,

( 3
.

1 6 )

( 3
.

1 7 )

( 3
.

1 8 )

( 3
.

1 9 )

( 3
.

2 0 )

( 3
.

2 1 )

( 3
.

2 2 )

( 3
.

2 3 )

( 3
.

2 4 )

( 3
,

2 5 )

( 3
.

2 6 )

( 3
.

2 7 )

( 3
.

2 8 )
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(3
,

2 8 ) 式即

月 (那
,

又) P公
`” ` ) 一 P全

“ ` ” ( “ , (
a 〔 石 ) ( 3

.

2 9 )

把 ( 3
.

1刘 式代 入 ( 3
.

1 8 ) 式
,

并注意 尸妙
n

也满 足 ( 3
.

15) 式及引理 2
.

弓
,

得

F 、
· )、 ( 、

,
,̀ ) 一 F罗

,
+ ( ,

一
、 ) 艺 [ F {

· , ,

p沙
, · 〔子 , ] F公,

.

( 3 3 0 )

由 ( 3
.

2 0 ) 和 ( 3
.

2 6 ) 式知
,

当 又 ) 拜 > o 时
。

F ;
` , A (又

,

,
`

) ) 0一 : 由 ( 3
·

3 0 ) 式知
,

当 那 ) ` > O

时
,

F尸A ( 又
,

lL ) ) 0一 所以
,

对于任意的 又
,
群 > o

, `

巨有 F黔《 又
,

补) ) 0一 由 ( 3
.

3D ) 式得

[ F犷
,刀 (凡

,
,` )

,

1 ] 一 「F梦) ,

1 ] + ( ,
:
一 “ )艺 〔 F;

· , ,

p : , n (̀ ,一[ F公, ,

l ]
.

( 3
.

3 1 )

由 ( 3
.

15 ) 得

p ,
l 一 P公

` n

l + 艺 p 罗,· “ , [ F公, ,

l ]
.

( 3
.

3 2 )

故

[ F ;
· , ,

P
二

l ] 一 [ F i
· , ,

: 罗
, n

l ] + 艺 [ F ;
· ) ,

p 公
` · ` ! , ] [ F公, ,

z ]
.

( 3
.

3 3 )

但由 ( 3
.

1 7 ) 和 ( 3
.

2 3 ) 式知

[ F ;
a , , p ,

1 ] 一

由 ( 3
.

2 3 ) 和 ( 3
.

3斗) 式知

上 [ F ;
· ) ,

,̀ 尸,
l ] 毛 生 [ F {

· ) ,

l ] < + co

那 拜

(声
L

> o )
.

( 3
.

3 4 )

艺 「F ;
· ) ,

p罗`
n “ ,

j [ F公, ,

1 ] < + co
.

( 3
.

3乡)

( 3
.

3 6 )

( 3
.

37 )

( 3 3 8 )

的行矢

、2 .、 .2、

,
、
,

r、 、/、

、
尹

n丫八U
ō ..

1邝山气j庄
.,j4

.IJ份4A
月
乙

.

……
,勺今j勺勺伟̀,、,j

了

`
、z万、r /、 、Z

`
了

`
、 r

`
、

由 ( 3
.

2 3 )
,

( 3
.

3 1 ) 及 ( 3
.

3 5 ) 式得

[ F ;
a , A (又

, l` )
,

l ] < + co
,

即 F la) A (又
, 那 ) 可和

.

今暂固定
“
及 又 > o

,

而令

p ,

一 F ;
“ ,左 (又

,
群 ) ( 一̀ > o )

,

于是 P 。

) 0一 且可和
,

并且由 ( 3
.

27 ) 式得

p 二 A (拼
, ,

) = p
梦

(声
L , v > o )

.

根据文献 7[
,

引理 2
.

2 〕及定理 1
.

1 的条件 ( 2 ) 知
,

存在与 拼 无关 (但与
4

和 又有关 )

量 口a1) ) 0一
,

使 口尸邢
,”

可和
,

且

拼 F ;
a ,刀 (又

,
群 ) 一 F犷

) A (又
,

l` )口一 口;
a , (声

`
> O)

,

F ;
` ,左 (又

,
群 ) 一 口支

0 ,尸罗` n

( l` > 0 )
.

由 ( 3
.

3 9 ) 和 ( 3
.

40 ) 式
,

特别取 群 一 又得

又F三
a , 一 F护

, Q = 口l
a , (又 > O)

,

F {
a , 一 口犷

,尸罗
, “

(又 > 0 )
.

在 ( 3
.

3 0) 式的两端右乘以 (产 I 一 口) 后
,

得

夕;
· , 一 口梦

) + ( ; 一 ` ) 艺 〔F {
· ) ,

p公` n (̀ ) ]口公
,

.

从而有

[口护
, ,

l ] 一 [口梦
) ,

1 1 + ( ; 一 * ) 艺 [ F犷
, ,

p罗,· “ , ] [夕公
, ,

1 ]
.

由 尸, 和 即
, n

都满足 ( 3一 9 ) 式
,

得
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l im又夕兴
` n

(又 )又f ;
“ , ( z) 一 O ( i

,
,

, 口 〔 E )
.

( 3
,

4 5 )

特别有
l i m 又嘿

`n

( 又) 凡f护
) ( z ) 一 0

.

( 3
.

4 6 )

l i m 又鱿
, “

( 几) =
久冲 .

li m 又j;
“ , (户 一 0

.

久峥 力

( 3
.

4 7 )

但故

更有
l i n :

j;
“ , ( z ) ~ O

,

( 3
.

4 8 )

( 3
.

4 9 )

由 ( 3
.

4 1) 式得

、 r护, ( , ) + 、 ,

j{
· , ( , ) 一 艺 r{

· )
(

;

)、
: ,

+ 夕;
· , (尹)

.

( 3
.

, o )

由 ( 3
.

4 3 ) 式知
,

当 那增加时
。

口留)
不增

.

又由 ( 3
.

斗8 )
,

( 3
.

斗9 ) 及 ( 3
.

弓。 ) 式
。

得

口尸杏0一 ( 凡个+ co .)

现分下列几步去完成定理的证明
.

l) 试证

[口{
· ) ,

一] 〔 主 [ F护
, ,

1 1 < + oo ( 、 > o
, a 。 刀 )

.

刃人

证
.

由 ( 3
.

2 3 ) 式和定理 1
.

1 的条件 ( 1 )
,

只需证明 ( 3
.

5 2 ) 式的前半部分
.

又f科
· , ,

1 ] 一 又f口犷
,尸罗`” ,

1 ] 一 [口{
“ , ,

凡p尹
` n

l ] )
,了;

[口;
“ , ,

l ]
,

于是

( 3
.

, l 、

( 3
.

5 2 )

由 ( 3
.

42 )式知

仁夕;
· ) ,

2 2毛 生 「F ;
· ) ,

l j
,

刀丈

( 3
.

5 3 )

( 3
,

5 4 )

( 3
.

52 ) 式得证
.

2 ) 试证

( 拜 一 又) [ F分
, ,

P缪111“ , ] 一 [口护
) ,

P罗`
n “ , ] 一 [口;

· , ,

P公` n ( ` , ] < + oo (又
,

产 > o
, ` , , 〔 刀 )

.

( 3
.

5 5 )

证
.

注意到

[夕;
· ) ,

P ; ,· ( , , ]毛 工 [口犷
, ,

i 一< + oo ( ;
,

; > o )
,

( 3
.

、 6 )

健呈
尸男,· ( 、 ) 一 尸男

`·

( ,̀ ) }成 生 + 生 < + co
凡 声L

(又
,
产 > o )

,

( 3
,

, 7 )

及
(群 一 又) I F ;

a , ,

P公`“ ( ` , ] 一 ( ,` 一 又) [口;
a

沪罗`
n ,

P留
` n “ , ]

一 (产 一 又) f夕玉
“ ) , 尸尹

` n

P罗`
” “ ’ ] 一 〔夕;

a ) ,

(产 一 又冲罗`
’ I

P罗, n“ , 1

~ [口;
a , ,

P岁,” “ , 一 P罗, n“ , ] 一 [口{
` , ,

P犷
` n 〔̀ , ] 一 [口分

, ,

P罗,” ` , , I
,

( 3
.

, 8 )

即得所证
.

3 ) 试证

艺 [口公
) , 1 : P : `· ( ! ) 、

(生
一 1

、1 ( 。 > 。 )
.

\
刃拜

( 3
.

, 9 )

证
.

由 ( 3
.

1弓)
,

( 3
.

1 7 ) 及 ( 3
.

弓2 ) 式得



第 2期 侯振挺
:

Q过程的唯一性准 贝 l ]

1 异 , : p 。
l 一 , , p缪

〔’
l + 万

,乙 [ F ;了
,

l ] p少
” ” ( `〕

) 祖 十 艺 、 ,

[民
’ ,

1」P黔
“ ) 一

、 ·

(
, +

燕
「“公) ,

, “ p少
i

一 )
.

( 3
.

6 (一)

从而
,

( 3
.

, 9 ) 式成立
.

4 ) 试证

艺 [口{
· ), [口{,t

、 , , 〕p黔’ n〔 /)〕成
(众

一 `

)
「“ ;

一

1 ] < + co (花 l :

> O
, ` 〔 E )

.

( 3
.

6 1 )

艺 [口公
) ,

·

1 ] p罗“ ’ 〔` ’a

口

Feel
胜

证
.

由 ( 3
.

52 ) 及 ( 3
.

6 ()) 式得

艺 [口反
· , ,

[口公
) ,

l ] p分
, n“ ) ] 一

、
匡 (之

一 `

川
一

(六一 )
f、

,

`」< 十
’

二 ( 3
.

6 2 )

幼 试证

[口分
, ,

1 ] 一 [月分
, ,

1 ] + E [口;
· , ,

一 E [口;
“ , ,

口公
, ,

1 I P罗
’ ” ( ` ) ]

口公
, ,

1 I P少, n“ , 1< + 。 (又
,

,。 > O
, 仅 〔 E )

.

( 3石 3 )

证
.

由 ( 3
.

弓2 ) 式
,

显然只需证 ( 3
.

6 2 ) 式的前半部分
.

由 ( 3
.

斗斗)
,

( 3
.

5 5 ) 及 ( 3
.

6 1 ) 式知
,

〔口犷
, ,

1 ] 一 [口留
, ,

1 ] + 艺 ( ,

一
“ ) [ F {

“ , ,

p罗
` n ( ` , z [口公

) ,

1 1

一 [口护
, ,

l ] + 艺 { [口;
“ , ,

p罗
` n `子 , ] 一 [夕犷

, ,

p罗`” ` ! , ] } [口公
, ,

1 1

艺etE一 [口公
, ,

i ] + 艺 r月玉
· ) ,

[口公
) ,

1 ]p 罗
`” “ 》」一 [口犷

) ,
’

[口公
) ,

1 ] P罗
` n “ , ]

.

( 3
.

6“ )

( 3
.

6 3 ) 式得证
.

6 ) 试证

00
les丫

les岁

[口公
, ,

1 ] 杏。

[口犷
) ,

[口公
) ,

l ] P分
` ” ( ` ’ ]

(群 个+ 二 )
,

( l 乙 t + co )
,

( 3
.

6弓)

( 3
.

6 6 )

[口;
“ , ,

[口
二 ,

1 I P罗
, ” “ , ]

证
.

由 ( 3
.

5 1 ) 式
,

即得 ( 3
.

6 5 ) 和 ( 3
.

6 7 ) 式 :

(那 个+ oo )
.

( 3
.

6 7 )

由 ( 3
.

5 1 ) 式及

尸界
` n

(声
乙

) 杏。 ( I L

t + co )
,

( 3石 }; )

即得 ( 3
.

6 6 ) 式
.

7 ) 试证

[口犷
, ,

l ] 三 。 ( 又 > o
, 。 ` 刀 )

.

( 3
.

6 9 )

证
.

对 ( 3
.

6 3 ) 式前半部的两端在 lL 个十 co 之下取极限
,

由 ( 3
.

6 , )
。

( 3
.

6的 及 ( 3
.

6 7 )式
,

即得 ( 3
.

6 9 ) 式
.

8 ) 试证 Q过程唯一
由 ( 3

.

6 9 ) 式得

口;
a , 三 0一 (凡 > o

, 口 ` 石 )
.

( 3
.

7 0 )
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生
由 ( 3

.

4 2)和 ( 3
.

70 )式得

科
a, 二 0 _ (又 > o

, 口 〔 E )
.

( 3
.

7 1 )

由 ( 3
.

1 5 ) 和 ( 3
.

7 1 ) 式得

P: 二 P r
, n

( 又> 0 )
,

( 3
.

7 2 )

即夕过程唯一
至此

。

定理 的充分性得证
.

四
、

对角线型的情况

定义 .4 1 若 口矩阵有如下的性质
,

则称它是对角线型的
,

, , ,
一 o ( i 笋 i )

,

叮, 、 等 o ( i 〔 E )
.

( 4
.

1 )

定理 .4 1 若 Q矩阵是对角线型的
。

则 Q过程唯一的充要条件是
u P q , ~ C < + 的
〔 E

( 4
,

2 )

成立
.

证
.

1) 充分性
.

若 ( 4
.

2 ) 式成立
,

由于 {
`

烈
“ 界i ·

( ` ,
·
` 〔 “

}
是方程

又

又十 iq
( i 〔 E ) ( 4

.

3 )

的最小 (非负 )解
,

故

/ E 尸男`·

( ; )
又 ~ 兄 ~

一

—
`
多

—
沪二》 U

兄 十 iq 兄 十 C
( i 〔 E ) ( 4

.

4 )

于是
,

定理 1
.

1 中的条件 ( l) 成立 ;这时方程 ( 1
.

5 ) 变成

{
又九

,

一 q
i n i ,

又 > 0
,

。 毛 从
,

艺
n ,

< + co
,

1 的条件 ( 2 ) 也可满足
.

故 Q过程唯一

( 4
.

5 )

于是有
。 ;

二 0 ( i 〔 万 )
,

从而定理

2 ) 必要性
.

若 ( 4
.

2 ) 式不成立
,

则

艺i’Ei n f 又
i 〔 E

p界
, n

(又) = i n f 又

兄 十 iq
( 4

.

6 )

所以定理 1
.

1 的条件 ( l) 不满足
,

故 Q过程不唯一

五
、

有限非保守情况

定义 .5 1 若 Q矩阵有如下的性质
,

则称它为有限非保守的
:

艺
。 i ,

一 (只对有限个 * 不成立 .)
j 〔 E

( 5
.

1 )

定理 .5 1 若 Q矩阵是有限非保守的
,

则 Q过程唯一的充要条件是满足柯氏向后和向前微

分方程组的 Q过程均唯一
。

即下列两条同时成立
:

A ) 方程 ( 2
.

1) 只有零解 ;
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一一
一— —

一一
— — 一 一

— 一
一

一
—

B )方程 (1
.

5)只有零解
.

先证明两个引理
.

引理 . 1 5设 才 (
:〔 E)是第一型囿壹方程

况 、 *x *+ b
,

(
; 〔 E ) ( 5

.

2 )

的最小非负解
,

令 D 一

(
; 〔 刀 )

,

( 5
.

3 )
*j

XDfDÙ

x *
一 艺

左〔 石

( i : b
,

> o )
,

则

对 毛

u p x
才= s u p 、

产 ( 5
.

4 )

证
.

令
x

{
, , 一

对
”

+1 〕

b
,

( i 〔 E )
,

一 艺
七 ( 召

x
{

1) :

a : * x
护

, + 乡
:

( * 。 :
, ,

、 1 )
,

} ( 5
.

5 )

于是有
b

,

> 0

O

(
; 〔 D )

,

( i ` E \ D )
. (弓

,

6 )

所以
x

{
, , 簇

s u p x
}
` ) ( i 呀 E )

.

( 5
.

7 )

假定有
x

{
” , 毛

s u p x

针
, ( i 〔 石 )

,

( 5
.

8 )

则当注意
。 增大时

二

{
” , ( i ` E ) 不减

,

及 ( 5
.

2 ) 式是第一型囿壹方程时
,

即得

珍
+ ” 一 艺

ia 。 洲 十 b
:

一 艺
口

ikx 洲 簇 艺 、 *
·

:号呈
丫

{
” ,

艺旧一 su p 形司
·

a t * 毛
s u p x

{
” , 镇

s u p x

{
, J十 , , (

; 〔 E \ D )
,

( ,
.

9 )

丁
几

是有
x

{
, , + ` )

故由归纳法知
,

对一切自然数
n
有

x
{
” ,

蕊 )啥昙
x

{
” + ` , (

` 〔 “ )
.

( ,
.

10 )

簇
s u p x

{
” , ( i 〔 石 )

.

( 5
.

1 1 )

由
x

{
” ,

t (
。

个+ co )
,

)啥尽研
们 个(

刀

个+ co ) 以及 ( 5
.

1 1) 式即得 ( ,
.

3 )式
.

弓}理 5
.

1获证
.

推论 .5 1 除保留引理 5
.

1中的假定外
,

还假定 D 是有限集
,

且

m a x x

产< + co
,

( 弓
.

1 2 )

则 犷 ( i 任 E ) 有有限的最大值
,

且

m a x x
产~ m a x x

产
.

( 5
.

1 3 )

引理 .5 2 若 Q是有限非保守的
,

则定理 5
.

1 中的条件 A ) 与定理 1
.

1 中的条件 ( l) 等价
.

证
.

由引理 2
.

1
,

只需证明由 A ) 推 出定理 1
.

1 的条件 ( 1 )
.

设 A ) 成立
,

由引理 2
.

1 的证

明过程和条件 A ) 可知
,

认 (
;

) 一 1 一 、 艺 畔
`n( 、 ) (

; 。 E ) 是拟规格方程
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x :

一 艺 q
;走

又 +q
,
众 十

一 艺
、 。

j 〔 ]

又十 iq
(

; 〔 :i’ ) ( 弓
.

1 4 )

的最小非负解
.

于是
,

人活 i

由推论 5
.

1 知

份: (
` 一 `

黔
男

` n

(又)

)
一
黔 (

` 一 “

黔飘
又

今 ( 5
.

15 )

其中 刀 一

(
Z :

黝
,
铸

心
是“ 限集

·

但

。 毛 1

一 艺 *男
`·

(又) 廷 1 ( , 。 : )
,

(弓
.

1 6 )

1

一 叉心勺 ) 一 丫

一
f

l 一 、 丫
宕享弓 凡十 q

, \ 苏燕

: 、
·

( 、 )
)
十
一 艺 宁。

j
` 厂

又十 iq

镇 艺

一 艺 、 、 ,

一

』
{主一 十 一 J 止兰一一 ~ 一二立一

又十 q
;

又十 q
,

又十 iq
( i 〔 石 )

,

( 5
.

17 )

撰 (
` 一 又

黔留, )

)
一
骂 (

` 一 又

黔叭
凡

解骂 q

凡 十 价
< l

,

( 5
.

1 8 )

in f 、 又 p男
`·

( ; ) 一 , n i。 ; 了 p男
` ·

( 、 ) ) m i。 一上
一 > 0

.

“ `
不飞 i 〔 石

了瓦
矛 〔 D 儿 十 q

i

( 5
.

1 9 )

所以定理 1
.

1 条件 又l) 成立
.

于是
,

引理 5
.

2 获证
.

由引理 5 2 和定理 1
.

1 即得定理 ,
.

1
.

六
、

有 界 的 情 况

定义 .6 1 若存在常数 o 毛 C < + co
,

使

一 分
, ,

( C (
; 〔 刀 ) ( 6一 )

成立
,

则称 Q矩阵是有界的
.

定理 .6 1 若 Q矩阵有界
,

则 Q过程唯一的充要条件是定理 1
.

1 中的条件 ( 2 ) 满足
.

证
·

在 引理 2
·

, 的证明中曾指出
{
`

沙兜
又 )

, 之 ` 刀

}
是方程 ( 2

·

3 ) 的最小非负解
,

故有

“ 艺碑
”

( 、 )
了 〔 E

) 一主一 ) 一立一 > 0

凡 + 价 凡十 C
( i 〔 E )

.

( 6
.

2 )

从而定理 中的条件 ( 1 ) 满足
.

故由定理 1
.

1 知定理 6
.

1 成立
.

七
、

E 为有限集的情况

定理 .7 1 若 E 为有限集
,

则 Q过程唯一
证

.

显见
,

定理 1
.

1 对 E 为有限集的情况也是适用的
.

这时 Q矩阵为有界的
,

于是按证明

定理 6
.

1 时所采用的方法可知定理 1
.

1 中的条件 ( l) 成立
.

由

艺 : 、 ,

越 、 * < 、 、 + / (友。 : )
,

( 7
.

1)
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易证
,

方程 又n 一 n 夕 一 0一 的系数行列式不等于零
.

于是定理 1
·

1 中的条件 ( 2 ) 也成立
.

故定

理 7
.

1 正确
.

八
、 、

定理 1
.

1 中两个条件的独立性

今有生灭过程
,

其密度矩阵

n八̀州一 (占
。

+ 夕
。

)

占-

口
。

一 (占
,

+ 夕
飞

)

占:

口
1

一 ( 占
2

+ 尽
:

)
( 8

.

1 )月

、、、..1

2
11/

召矛才.....、、、

一一口

其中 占。
> 0

.

令

( 8
.

2 )

1一丙+X
一一

一 x0 十

一

卜 … 十 旦」鱼二二立坚

两尽
;

… 夕
。一 :

( 。 一 2
,

3
,

… )
,1一风

-0
-乃XX

。

X
了

llJ
、 .

2
.

||l
、

群。
= l

,
声`

。

x 二 一 li m

一 口
。

夕
,

… 夕
。 一 1

占1占,

… 占
。

艺 (
x 。 一 ` ,

) ”

f = 0

x 月 ,

( n 一 一
,

2
,

… )
,

i ,

: 一 艺 、 。
,

( 8
.

3 )

( 8
.

4 )

( 5
.

5 )

l) 定理 1
.

1 的条件 ( l) 与 ( 2 ) 同时成立的例子
.

选

占
。

= 口
。

一 l ( , 一 。
,

l
,

… )
,

则
R 一 S 一 十 co

.

于是由 Q为有限非保守
,

从引理 5
.

2
,

文献 t s ] 以及 仁9
,

定理 l] 知
,

定理

均成立
.

2 ) 定理 1
.

1 条件 ( l) 成立
,

而条件 ( 2 ) 不成立的例子
.

选

占
,

一 月
,

一 (
n

+ 1 ) 2
”

(
, 一 (,

,

l
,

… )
,

则

( 8
.

6 )

( 8
.

7 )

1 的条件 ( l ) 和 ( 2 )

x 。

=
刀
十 1

1

( 。 + 一) 2
”

(
。
一 。

,

l
,

… )
,

(
。

= o
,

1
,

… )
,

x 即 一 + OC
,

R 一 + co
,

S 一 1 < + OC
.

于是由文献 「幻 及 「9 ,

定理 1
,

4 } 知
,

定理 1
.

1 条件 ( l) 成立
,

而条件 ( 2 ) 不成立
.

3 ) 定理 1
.

1 的条件 ( l) 不成立
,

而条件 ( 2 ) 成立的例子
.

选

。
。

一

与
,

一 2
·

(
, 一 。

,

l
,

… )
,

( 8
.

8 )

( 5
.

9 )

( 8
.

1 0 )

( 5
.

1 1 )

( 8
.

1 2 )

( 8
.

1 3 )
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则
万月

~

X伪 ~

2( 1一 2 一` ” + ` , ) (
。 一 o

,
l

,

… )
,

2一
`

(
,

= o
,

1
,

… )
,

( 8
.

2 4 )

( 8
.

2弓)

( 8
.

2 6 )

( 5 17 )

.)+

2
, 万。 一 x , ·

l
` 。

= l (
n

一 0
,

l
,

R 一 2 < + co
,

占 ~

于是由文献 f s] 及文献 〔9
,

定理 1
,

2] 知
,

定理 1
.

1 的条件 ( l) 不成立而条件 ( 2 ) 成立
.

4 ) 定理 1
.

1 条件 ( l) 和 ( 2 ) 同时不成立的例子
.

选

占
。

。

一 2
, ·

(
n 一 o

,

1
,

… )
,

( 5
.

1 8 )

则
一 2 ( 1 一 2一` n

“ , ) (
, 一 o

,

1
,

… )
,

一 2
, T , 一 ix

群
。

一 2一
。

一 2一
`

( i 一 。
,

l
,

… )
,

(
n
一 。

,

z
,

… )
,

石耘

R 一 生 < + oo
,

s 一 互 < + co

( 8
.

1 9 )

( 5
.

2 0 )

( 8
.

2 1 )

( 8
.

2 2 )

于是由文献 [ 8] 及文献 「9
,

定理 2
,

4] 知
,

条件 ( l) 和 ( 2 ) 均不成立
.

由 l) 一 4 ) 知
,

定理 1
.

1 中条件 ( l) 和 ( 2 ) 独立
.

本节结果也证明了生灭过程的四种类型 ( 自然
、

流人
、

流出和正则 )都是可实现的
.
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