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工程材料 的屈服条件研究

高 万 章
(北京建筑工程学院基础部 )

摘 要

通过对 。 , , : ,
和 5 2

这三个应力分量在应力空间中几何意义的分析
,

并且与实验

结果进行比较
,

得到了适用于各种各向同性材料的比较理想的屈服条件
.

关键词 : 应力空间的坐标
,

屈服面
,
屈服条件

,

工程材料

一
、

引 言

三个主应力是应力张量的特征值
,

材料的极限状态必然与三个主应力有关
.

因此
,

为了充
J

分地描述材料的极限状态
,

就必须选择与三个主应力等价的三个应力分量来代替应力 张 量
.

通过对应力张量的合理分解
,

我们 已经找到了 `
, : ,

和 5 2

这样三个应力分量
Lll .

这三个应力

分量具有 : l) 它们相互独立并且与其所对应的应力张量 (或它的三个主应力 )等 价 ; 2) 它们

与其所对应的应变分量分别成单一线性关系
,

即

口。 一 l 一二乏石
e m ,

丁 p
~ G 7 p ,

5 2
= G 7 2 ,

( l )

其中 ` , y , 和 y Z

分别为 `
, : ; 和 5 2

所对应的正应变和剪应变 ; 3) 它们和材料破坏时所表 现

出来的物理现象相一致
.

二
、

三个应力分量在应力空间中的几何意义

为了对材料的屈服条件进行分析
,

首先了解一下这三个应力分量在应力空间中的几何意

义是必要的
.

这三个应力分量的表达式及其力学含义是

、 一

含
(`

·

+ 。 + 『
二

, 一

音
(。 + 。 + 『。 ,

: , 一 丫二瓦西; 一 丫一 (。 一 、 ) (。 一 舀万
,

S: ~ 价 一 口南 ,

( 2 )

l , 8 8 年 8 月 呼日收到修改稿
.
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这里
, 。 用 是平均应力 (应力球张量 )

, r ; ,
5

2

分别是由应力偏张量分解而得到的两组相互 独 立

的平面纯剪切应力
.

这三个应力分量都不随物体内一

点处坐标的变换而变化
.

在应力空间中
, 。 ,

位于主轴坐标的等倾轴上
,

介

和 S
:

则位于主轴坐标的等倾面上
.

由于 r , 和 S: 相互

独立
,

在等倾面上它们应相互垂直 (如图 1 所示 )
.

因

为 : , 一 丫二瓦瓦
,

图 1中的三角形 。 A B 和 。 B C 应

为相似三角形
.

值得注意的是
, : ,
和 5 2

的向量 和与

S : ,

凡 和 5 3

的向量和相比较
,

不但大小不等而且方向

也不相同
,

这是因为
: ,
和 S : , S ,

是非线性关系
,

也就是

5 2 (一 )

图 1 , ,

在等倾面上的位置

由 s : , s : 和 s ,

到 : 尸 , 5 2

的变换是非线性变换
.

如果我们采用 `
, r 尸 和 s :

这三个应力分量的

方向为应力空间的直角坐标系
,

对材料的极限状态分析将是十分方便的
.

为了得到在 `
,

及 S: 的关系
,

根据

三
、

屈服面和屈服条件公式

r 尸 , s :

坐标系中屈服面的形状
,

我们首先需要知道 r ,

的屈服极限值和 `

BP 呱枷eH 和 a
c叩aT oB 切 的实验数据

,

将 r ,
的屈服极限值和

表示在图 2 和图 3 中
.

尽管这些实验的实验目的与我们的分析要求并不完全相符
,

` 的关系

但我们仍

60
·

40

护̀E、罗à
d备
.

1
.三。\比召。
!01
·

d卜

一 5 0 ~ 2 5 0

口

一
。 一 3k g / e m Z

图 2 a .

对金属材料极限状态的影响 )
、 = 0) 图 3

L全)
.

: _

二
: _一

丫一 6 0 一4() _ 2 0 0 2 0

口 .
(k g /m m Z )

` 对铸铁极限状态的影响
了 _

斌万
二

杯万、

几.

—
拜 s = 一 一万一 , 几

—
补 , = 一万一 尹

、 日 山 ` ,

然可以看出
,

在 ; 。 一 常数 ( 。
: 一 凡 /

, , ,

一 斌万 / 2 ( , 《 了万 / 2 )时
,

认为 : , 的极限值与

。
,。

成线性关系
,

对于大多数工程材料是合理的
,

都能得到较好的近似
.

另外
,

如果在静水拉伸

时
,

材料有可能破坏
,

那 么在正象限区域内
,

极限面应缩为一点
,

也就是 产:
等于不同常数值的

各直线应交于 ` 轴上的一点
.

图 3 中的实验数据也证实了这一设想
.

关于 r , 的屈服极限值

和 s : 的关系
,

在 ` 等于常数时
, : ,
的屈服极限值将随 S

:

的变化而变化
,

极限迹线为一外凸的

曲线 (如图 4 所示 )
.

由不同 ” :

值的直线与 。 , 等于常数 (比如 ` ~ 0) 的平面的交点就可以

确定这样的曲线
.

根据以止分析我们可以知道
,

在 `
, : , , 5 2

坐标系中
,

屈服面是一个顶点位于 ` 轴上的
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图 4 5
:

对极限状态的影响示意图 图 5 极限面

锥形曲面 (如图 5所示 )
.

为了使屈服条件公式的形式比较简单
,

我们采 用过 D
,

E , 夕 三点的

圆弧来近似地描述图 斗中的曲线
,

也就是把图 5 中的屈服面简化成顶点位于 A 点的圆锥面 (因

为圆弧 D E F 的圆心不在坐标原点 0 ,

所以圆锥面的轴线与 ` 轴不重合 )
.

为了求出这个圆锥面的方程
,

首先必须根据实验结果求出其必要的参数
.

我们 用下标 T
,

C
, Zc 及 1

.

5 c (图 , )分别表示单向拉伸
、

单向压缩
、

二向等值 压 缩 及

了
一

牙 了
一

牙 了万 、

仍 一 2几 时的二向压缩戈它们的 、 值分 别 为 一
了

,

-丁
~

,

一

丁
及 , 的屈服应力

,

并

用 外
, 。 。 ,

吼
。

分别表示各相应应力状态下材料屈服时极限主应力的绝对值
,

用 吼
.

, 。 表示相应

应力状态下极限主应力 ` 的绝对值
.

由 ( 2 ) 式不难求 出在这些应力状态下 `
, : ,

和 S
,

的极

限 值 分 别 为 ` : 一

了万

合
。 T ,

又:

一奋
, T ,

。
:

一

夸
。 ; 、

。

一普
。 。 ,

又
。
一

含
二C,

r , c 一 一了
一
『 c ; `

Zc

~ 一 了 妈
c ,

r 尸 1
.

, ` ~ 矶
.

, c 。

:
22。

一香
二

。 , : 。 Z c

一

瞥
。 。 ; 。 , :

.

,

一
。

一
, 。 , : 2: , 。

-

.

_

一
、 ,

二
、

二 _
. , .

_
. 、

/
. _ .

…
_ _

了万
. _

_
.

_

二
_ .

、 二 _ _

根据由早同拉伸相二同等值压缩 又它们的 内 值郡是 一 万一 枉同一条直线上夕的极限

应力值
,

由图 , 中的几何关系即可求出圆锥面顶点 A的坐标为

昨 ~ 一竺型全三一
口 , c

一 奋 T

( 3 )

知道了顶点 A 的坐标
,

根据相应的极限应力值和图 5 的几何关系
,

就可以求出图 5 中各直线在

`
一 r ,

和 `
一

as 坐标面上的投影对 ` 轴的斜率分别为

、厂、
J

d
l
l,饭了、了几s二宁 一 一

s丁宁 一 十

S尹- 一 叭
.

, c
几

c
一 口了价

.

, C

` :
.

, e外 c 一 “ 丁口一 s e

+ 叮 T几 e

( 6 )
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`

- -一一一一一一一一一一一一一

决 ~ 0,

(7 )

、刀夕、少ǎ洲O了了t电了̀、
了万 ( 。

e 。 : 。 一 西、 )
侣二日二

- 一
.

一
-
-

~

-
. .

一几『2c + 3听外 c一外处
,

处几 c 一 沂叮 c

凡丙 c
+ 3外几` 一 西处

一212飞一,
.

丫一r斌一,

一

其中
,

七标表示该直线所对应的应力偏量的形式参数
,

下标 r
表示直线在

影
,

下标 s 表示直线在 。 , 一 S ,

平面上的投影
.

根据圆锥面的特点
,

由 ( 3) 和 ( 4 )一 ( 9 ) 式中的这些参数
,

不难求出图

豹曲面方程
,

这就是

( 5
2

一 a )
,
+ (

: , 一 b )
,

一 尺 , ,

其中
。
~ A (二

, 一 。二)
,

A ~

。 二一 r ,
平面上的 投

5 中屈服面 A B B,

( 10 )

( 1 1)

( s ;呼 )
2

(蜡 一 s , ) 一 (才 )
2

( s二穿 一 s , ) + ( s ;呼 一 s , ) ( s , 一蜡 ) ( s

六
s二宁 )

、 .声、 、少

-,̀傀、ù

,且,
.盆了吸了.、

_

一竺互 一 _ 、

~ 匕夏
_

_ 三夏 _ _ `

_ 一飞二夏;
_

一 Z L( J
r ’

一 J 半) 。
5 2

一 (万
: ,

一 粼 ) 万
、 ’

j

b 一 B (几 一 。告)
,

B ~

` 宁扩 ( s百罕 一 蜻 ) + [ ( s二事 )
2

一 ( s , )
2

]蜻
一 r ( s挤)

2
一 (契 )

2

]` 穿

2【(̀ 罕 一 娜 )蜻
一 (才 一 契 )` 穿 ]

( 1 4 )

R Z
~ [ A

,
+ (脚 一 B )

2

] (` 一 。乳)
2

.

( 1 5 )

某些材料的
, : ,

几
,

几。 及 。 ,
.

, 。
不易用实验测得

,

在这种情况下
,

我们可以用任意两个 肉

值相同的试验值 (例如二向等值拉伸和单向压缩或纯剪切
,

矶 ~ 2几
,
姚 ~ 2几 中的任意两

个 )来确定 嵘 的值
,

然后再根据另外两个 户: 值不同的实验值
,

即可确定屈服面及屈服条件公

式
.

因为 。 , , : , , 5 2

与其对应的应变 ` ,

介
,
补有 ( l) 式所表示的单一线性 关 系

,

( 1 0) 式 也

可以用相应的应变表示成相似的形式
。

四
、

屈服条件公式的线性简化

( 1 0) 式的屈服条件用于各种各向同性的工程材料 (包括塑性材料和脆性材料 ) 都具有较

高的精度
.

但 ( 1 0) 式这样一个非线性公式
,

使用起来还不十分简便
.

为此
,

我们将 ( 10) 式进

行线性简化
.

首先
,

我们把图 5 中的曲面形状的屈服面简化为平面
,

也就是用图 5 中的平面 A B B
`

代

替圆锥形的屈服面 ;其次
,

最大纯剪切应力
: , 和最大剪应力

r m a :

比较
,

在 井:
~ 0 时

,

二者相

了万
_ _ _

_
_ _ _ _ ` , _

_
_

_

_ _ _ _ _ _

_
_

_

等 ;在 二 :
~ 土 二一 时

,

二者差别最大
,

这时 , 二 : :

比 : ,
大 .6 0 7务

.

为了得到线性简化
,

我们 用
可

’

协 尸
。

一 2
户 J ’

一 口 ~ 月 J

~
/ 、 ,

~
`

’

J 一

山一 ~
. ` 、 ` 一 ’ ` 矽 . ’ , 一

刁 ` 一 ,

一
’
,

’ 曰 , ` 一

” , J ` ’ `

线性参量 几
: :

代替非线性参量 介
.

用 `
,

气
a : ,

s
:

建立图 5 中平面 A B B’ 的方程
,

整理后即
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可得到简化的屈服条件公式如下
〔:ll

_

了游 游 、 _ 衅 _ _ 」
. ,

一 气
~

了 一 竺了 ) 。 2

一 二不 . 3
一

。 r ,

\
仃 ZC J e / g 云

( 16梦

这里 岭
,

岭
,

砚
。
分别表示单向拉伸

、

单向压缩
、

二向等值压缩时极限主应力的绝对值
.

( 1 6) 式的精度不如 ( 1 0) 式
,

但比 ( 1 0) 式偏于安全
,

使用十分简便
.

五
、

屈服条件与实验结果的比较

在与实验结果进行比较时
,

不少文献只在拉剪和压剪这样一些应力状态下进行比较
,

这是

不全面的
.

由于不管任何应力状态
,

都可以分解为一个应力球张量 (即平均应力 )和一个平面
.

应力之和
,

实验也已经证实
,

极限应力值和平均应力 ` 成线性关系
,

所以只要在平面应力状态

下与实验结果进行比较
,

就可以较全面地评价一个屈服条件
.

按着 K uP et r
等人对混凝土的实验结果

〔3] ,

我们取

处 ~ 0] 『T ,

几 c ~ 1 1
.

7叮 T , 口 ,
.

sc ~ 6
.

25 外
,

由 ( 3 ) 和 ( 4 )一 ( 9 ) 式即可得 到 嵘 一 l
.

o 9 3 5 o T ,

` 穿一
0

.

6 2 0 2
,

` 宁 一 0
.

4 3 8 ;
,

舜 一

一 。
.

5 5 1 1 ,

s卜
。 ,

才一
1

.

0 6 4 9
,

蜻一
0

.

7 , 3 0
.

由 ( 1 2 )
,

( : 4 )
,

( 1、 ) 式得到

才 ~ 一 1
.

2 l U。
,

省 一 1
.

9 79 9 , R ,

~ 9
.

4 8 0 0 ( 。 m 一 二盔)
,

.

( t o )式

(飞6、式
卜11碑 .

口 : /口 e

` A

{ 户
享

一。’

嵘
式

一

即
,

/

一

讯`井澎
~ 2 .4 卜试 /

( 10 )式

0 .4 0
.

8

叮 一 / a e

圈 6 ( 1 0 ) 和 (一6 ) 式与混凝土

实验结果的比较
〔 ”

图 , ( 10 ) 和 ( 1 6 ) 式与钢和铸铁峥
实验结果的比较

( . — 钢
, `

— 铸铁 ) L’,
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由 ( 1 1 )
,

( 13 ) 及 ( 1 0) 式得到混凝土的屈服条件公式为

15
,

+ 1
.

2 1 0 6 ( 二 , 一 1
.

0 9 3 5 o r
) ]

,

+ [了
;

一 1
.

9 7 9 9 (` 一 1
.

0 9 3 5丙 ) 1
2

~ 9
·

4 8 0 0 (二
, 一 1

.

0 9 3 5。 :

)
, .

( 17 )

对于其它材料
,

只要得到了所需要的实验数据
,

就可根据 产: 值相同的两个实验数据求得

嵘
,

并可进一步根据相应的数据确定 ` 粤
,

` 呼
,

契
,

义
,

扩
,

s夕及
A , , ,

尸
,

并从

而得到与 ( 1 7 ) 式相似的屈服条件
.

在图 6 和图 7 中
,

把 ( 1 0) 和 ( 1 6 ) 式的屈服条件和几种林

料的实验结果进行了比较
.

可 以看出
,

在平面应力状态下
,

它们和实验结果是一致的
.

在图 6 和图 7 中
,

我们把 ( 1 0 ) 式和 ( 1 6 ) 式的屈服条件与 C o u l o m b一M
o h r ,

M i s e 。 的公

式及俞茂铣的双剪应力公式
〔月

,

5]进行了比较
.

六
、

对塑性材料的简化

公式对塑性材料的简化
,

可以从 S :

和 ` 对 : ,

极限值的影响来考虑
.

首先考虑 S: 对 : ,

极限值的影响
.

5: 的值的变化范围是有限度的
,

其变化范围是

了万
一 2

一

介 ( 姚 (
了万

一

丁
一

丁”
·

由对塑性材料的实验数据的分析知道
,

在 。 m 的值不变时 (比如 ` ~ 0 )
, 解:

的值分别为
ù,自厂一,山

和0
一22了

一

时
, r , 的极限值有

:

尸 < r

夕< : ,
,

而且
:

笋只比
r
:夸大 ,多 左右

.

点是 D , E 和 F 三点中的最高点
,

D 和 F 两点的高度相近
.

我们假定

这表明在图 4 中
,

丑

_ 斌丁

r P Z

(这时 一 ` 宁 一 s

夕)
.

有
。 一 。 , A 一 。 ( 5 ) 式及 ( 1 1 )一 ( 15 ) 式变为

S音+ (
r , 一 b )

2
一 R Z

( 1 8 )

其中
b ~ B ( 。 . 一 此 )

,

( 19 )

(` 岛
`

+ (` 乳
:

( 甲孕卫

2 (` 夸一契 )
( 2 0 )

R `

一 ( S罕一 B )
2

( 。
, 一 , 乳)

2 .

对实验数据进行分析比较还可以知道
,

在 ` 等于常数时
,

( s ;呼 )
2

+ ( : 二夸 )
2

略大于 ( : ; )
, ,

二者的值非常接近
,

如果我们按二者相等简化
,

则有 B ~ o

义 +
: , 一 [ ;s( 乞

,

+ ;(s 乳
,

1(
a

一
。

黔
.

( 2 1 )

( 1 8) 式可简化分

( 2 2 )

且取

关于 ` 对 r ,
极限值的影响

,

在 ` 的值变化不大时
,

不太明显
。

如果忽略 ` 的影响
,

并
。

一 生
。 T ,

则 ( 2 2) 式变为
3
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男十 :声一 生
, 务

,

2 3 )

曲 S
, 呼

一

S, + S
贪

~ O 可得

图 8 各种屈服条件在等倾面上的迹线

义 + 吟 ~ 义一 况5
3

~ 义 + 叉 + 又凡

~ s圣+ S { + ( s
:

+ 5 3

) ( S
:

+ S ,

)

~ S圣十 S孟+ S蛋+ 5 1
5
:

+ S: S, + S ,
S
:

1
, , 。

.

。 、 , . 1 0
.

。 、 , . , 。
. 。 、 , 、

~ 二「( 5
.

+ S ,

)
2

+ ( S
,

+ 占3

)
,

+ ( S
,

+ 5
1

)
2

]
2

1
, 。 , .

。 , 。 , 、

~ 二 ( S尝+ 占f + S盆)
2

一 工 弓
.

3

由此可知
,

( 23 )式就是 M i s e s
的公式

.

值得注意的是
,

( 2 3) 式只能在 ` 变化 不 大

时才能使用
.

如果 ` 的值变化范围很大
,

我们 由

毛p” 及、 M e H 的实验结果 (见图 2) 可以看出
,

( 2均 式将和实际情况不相符
.

( 10 )
,

( 1 6 )
,

( 1 8)

和 ( 22 ) 式在这种情况下和实际情况是相符的
.

( 1 6) 式的屈服条件
,

如果忽略 S: 和 ` 的影响
,

即简化为 T er s
ca 的公式

.

同样
,

T r e s c a

的公式也只能在 。二 值变化不大的情况下使用
.

在图 8 中
,

我们画 出了一些屈服条件公式在等倾面上的迹线
.
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