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摘要 本文对经典的分数次导数从定义开始进行了分析, 进而提出了一种基于 Minkowski 时空观的

修正定义, 使得这个新定义的分数次导数保持了局部性、平移不变性、可以作为 Taylor 展开的系数和

具备 Leibniz 法则等经典导数的性质, 以及可以通过局部分析的方法用于分数次微分方程建模. 进一

步地,进行了事件进程函数分析,即通过现时的函数信息,回溯由分数次截断多项式表示的事件进程函

数的历史发展过程,同时应用于预测将来的事件发展趋向,得到了一些有趣的结果.最后给出了新定义

的分数次导数的数值计算公式及微分方程建模的例子.
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1 引言

根据 Minkowski时空观,时间轴上的度量是 ict. 这样 Minkowski时空在各个方向上就有了一致的

度量, 并且在时间上还体现了因果关系. Einstein 把四维时空上的事件记成 (x, y, z, ict) 的函数. 因此,

事件函数应该是一个复变函数, 而我们可以观察的只是这个复变函数的实数部分.

定义 1 称 y = f(t) 是一个事件进程函数, 如果它是 Minkowski 时空中的事件在实空间的限制,

即有 F : C → C, 使得当自变量取实数 t 时, 事件进程函数是 F 的实部 y = f(t) = Re(F (t)). 而 F (t)

可以是 Einstein 事件函数关于 (x, y, z) 的积分.

举例来说, y = F (t) =
√
t, 那么当 t < 0 时, y = f(t) = 0; 而当 t > 0 时, y = f(t) =

√
t. 生物种群

规模随着时间变化的函数 y = f(t) 在 Minkowski 时空的观点下是事件进程函数的一个简单例子.

考虑事件进程函数 y = f(t), 我们来求其 α ∈ (0, 1) 次的分数次导数 [1–3]. 如果 α ∈ (k, k + 1), 可

以先求 k 次整数次导数, 再求 α− k 次分数次导数.

首先给出经典的 Riemann-Liouville 分数次导数定义如下:

Dαf(t) =
d

dt

∫ t

a

f(s)(t− s)−α ds

Γ(1− α)
, α ∈ (0, 1).
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这个定义是先对函数作 1− α 次积分, 然后再求一次导数. 这里, 分数次积分是由整数次积分满足

Ina f(t) =

∫ t

a

∫ t1

a

· · ·
∫ tn−1

a

f(tn)dtn · · · dt1 =

∫ t

a

f(s)(t− s)n−1 ds

Γ(n)

所推广而成的:

Iαa f(t) =

∫ t

a

f(s)(t− s)α−1 ds

Γ(α)
.

因此, α ∈ (0, 1) 次的分数次导数就定义为

Dα :=
d

dt
I1−α.

对一般的 α 值, 相应的分数次导数则定义为

Dα :=
d[α]+1

dt[α]+1
I [α]+1−α,

其中 [α] 为 α 的整数部分.

对于这样定义的分数次导数, 有些现象是在求整数次导数时所没有的, 甚至是与通常对经典导数

的认识相违背的:

(1) 此定义与积分初始点 a 有关, 从而计算的结果就有不确定性, 而且 a 的物理意义不明确.

(2) 此定义不是平移不变的. 一般地, Dαf(t+ c) ̸= Dαf(t) |t=t+c.

(3) 不具有通常的局部性质. 此定义与整个区间 (a, t) 上的函数值有关, 这与通常的导数或者微分

应该是函数的一个局部性质不符.

(4) 对任何满足 a < c < b < t 的 c, 函数 f(t) = (t − c)α+/Γ(1 + α) 的 1 + α 次导数具有性质: 当

t > b 时, D1+αf(t) = 0. 这是说算子 D1+α 在 t > b 时的零空间是无限维的, 而整数次导数的零空间总

是有限维的.

(5) 导数定义的一个基本应用是 Taylor 展式,

f(t+∆t) =
∑ f (k)(t)(∆t)k

k!
+余项,

而 Riemann-Liouville 分数次导数不具备这个性质, 事实上, 这是上面提到的非局部性质的一个表现.

(6) Riemann-Liouville分数次导数的数值计算需要数值化一个奇异积分,非常不稳定,给实际应用

带来极大的困难.

本文将对上面 6 项进行逐项的分析与讨论.

2 事件进程函数的一些简单性质

经典介绍分数次导数 (或者涉及相对论和四维时空) 的文献中指出, 函数 y = f(x) 与 y = f(t) 是

截然不同的, 因为 t 是时间变量, 有因果顺序关系, 而对空间变量 x 则没有因果关系. 因此, 对于事件

进程函数, 其分数次导数应该区分左导数 (前因导致现在的果) 与右导数 (现在的事件对后世的影响).

在绝大多数情形, 分数次左导数不等于分数次右导数. 本文主要讨论右导数.

对于分数次函数 y =
√
t, 当 t < 0 时, 函数值是虚数, 而对生活在实空间的人类, 只能看到事件的

实值表现, 只能对事件进程函数在实空间采样、分析和讨论. 因此, 可以认为在 t = 0 点发生了一个新

的事件. 如果 y =
√
t 是关于生物种群的规模描述, 那么, 在 t = 0 点可能是一个新的生物种群产生了.
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如果 Minkowski 时空的事件函数 F 在讨论点 t0 由分数次多项式构成, F (t) =
∑

cj(t − t0)
αj , 那

么, 事件进程函数 f 中的整数次项 (αj 整数的情形) 是过去历史事件的影响在讨论点的解析延拓, 而

分数次项 (αj 非整数的情形) 则是新发生的事件 (或消亡的事件). 整数次项在实空间是有来源及去处

的, 而非整数次项就只有去处 (或来源), 而没有来源 (或去处). 整数次项有相等的左右导数, 是可以通

过惯性 (在实空间满足守恒率)追溯其来源的. 而对于分数次项,有些信息或者能量应该来源于复空间

中的虚部. 在实空间我们看到的是发生了新事件或出现了新事物, 该项的分数次左右导数通常是不相

等的.

对于积分的起始点或者说时间起点 a, 那是不能任意选择的. 这也是为什么在经典的分数次导数

定义中, 对函数在 a 点有诸多限制的原因.

在经典的 Riesz 分数次导数的定义中, 建议

Iαf(t) =

∫ t

−∞
f(s)(t− s)α−1 ds

Γ(α)
, α > 0.

我们的早期文献 [4],在讨论径向基函数的 Fourier变换时,导出了一种分数次积分及导数的定义,那里

也是将 −∞ 视为时间的起点, 并且证明了分数次导数算子构成了一个半群. 如果函数在 t ∈ (−∞, a]

时为零, 即在这段时间没有发生任何事件, 那么, Riesz 分数次导数的定义与 Riemann-Liouville 的结果

相同. 但是将积分开始点设在 −∞ 还可以解释为什么定义中有 1/Γ(α) 项. 令 s := t− s, 则

Iαf(t) =

∫ ∞

0

f(t− s)(s)α−1 ds

Γ(α)
= et

∫ ∞

0

[e−(t−s)f(t− s)] ·
[
e−ssα−1

Γ(α)

]
ds.

这样, 注意到
∫∞
0

e−ssα−1ds/Γ(α) = 1是 Poisson分布密度函数的积分. 所谓的 α 阶积分, 就是对函数

f(t)e−t 作 α 阶的 Poisson 平均, 然后再将 et 乘回. 对于 α ∈ (0, 1), 分数次导数意味着是函数值的加

权平均, 而对近期发生的事件给与更大的权.

本文讨论事件进程函数 f(t), 正如上面所述, 在时刻 t0 附近, 函数表现为两种形式. 一种是现时

发生了某事件 (本文主要讨论利用右导数描述的新事件的产生, 而左导数则可以描写事件的消亡), 由

截断分数次多项式 (t− t0)
α
+ 表示. 一种是过去事件影响的延伸, 由整数次多项式 (t− t0)

n 表示. 我们

讨论这样的事件进程函数, 它在过去的某些时刻发生了一系列对现在有影响的事件, 即

f(t) =
N∑
j=0

cj(t− tj)
αj

+

Γ(1 + αj)
,

也就是说在时刻 tj 发生了对后世影响为 cj(t − tj)
αj/Γ(1 + αj) 的事件, 而 t0 6 t1 6 · · · 6 tN 6 t. 这

个函数看上去有点像 Taylor 展式.

利用逼近论的样条理论, 任何函数都可以由这样形式的函数 (截断多项式) 逼近.

3 推广的 Taylor 展式, 认识历史与回溯历史

一个基本事实是, 如果 f(t) = c(t− t0)
α
+/Γ(1 + α), 其中 α > 0, 那么利用 Riemann-Liouville 的定

义,当 t > t0 时, Dαf(t) = c(t− t0)
0
+ ≡ Dαf(t) |t→t0+ (t− t0)

0
+ ≡ c, 或者说, 当 t > t0 时, Dαf(t0+) = c

(注意这时 Dαf(t) 是一个跳跃函数, 其右导数恒为零). 所以,

f(t) =
Dαf(t0+)(t− t0)

α

Γ(1 + α)
= I1+αD1+αf(t),
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因为 f(t) = c(t− t0)
α
+/Γ(1+α)在 t0 发生了以 c为系数、级别为 α的事件,所以在 t0 点函数的 α

阶导数为 c, 或者说这完整描述了在 t0 处发生了 Dαf(t0+) = c 的事件.

如果割裂历史, 假设在 t0 前没有发生任何事件 f(t) ≡ 0, 那么上面的讨论也适用于整数次右导数.

但是,如同上面已经指出的, α是整数与 α是分数的情形有着截然不同的性质. 在 t0 时刻, α是整数表

示事件进程是一个多项式 (或解析函数) 的解析延拓, 是过去的事件对现在及往后的延续影响; 而当 α

是分数时, 则表示在 t0 处发生了新事件.

首先考虑所有的事件都发生在 t0 处, 且 αj < αj+1, j = 0, . . . , γ:

f(t) =

γ∑
j=0

cj(t− t0)
αj

+

Γ(1 + αj)
.

与 Taylor 展式比较, 我们希望形式上 cj = Dαjf(t0+), 从而可以得到一个推广的分数次 Taylor 展式.

定义 k 阶的分数次 Taylor 展式为

Tkf(t) =

k−1∑
j=0

cj(t− t0)
αj

+

Γ(1 + αj)
,

那么

Dαk(f(t)− Tkf(t)) = ck +O(t− t0)
αk+1−αk .

对函数 c(t − t0)
α
+/Γ(1 + α), 求其 1 + α 的分数次 (右) 导数, 就有 D1+αc(t − t0)

α
+/Γ(1 + α) 恒为

零, 这是一个消灭算子. 因此, 当我们已经知道了 αj (j 6 k − 1) 的值时, 令算子

kk = I1+αk−1D1+αk−1 ,

并定义消灭算子

Kk =

k∏
j=1

kj =

k∏
j=1

I1+αj−1D1+αj−1 ,

就有

Kkf(t) = f(t)− Tkf(t).

它消灭了函数的分数次 Taylor 展式的前 k 项, 而第 k + 1 项 (指标为 k) 可以通过下面的计算得到:

αk = lim
t→t0+

(t− t0)(Kkf)
′

Kkf
, ck = lim

t→t0+
DαkKkf.

这样, 我们就可以通过求函数的一些经典导数来复原函数, 或者说写出函数的分数次 Taylor 展式

f(t) =

γ∑
j=0

cj(t− t0)
αj

+

Γ(1 + αj)
.

这是一个含分数次项的 Taylor 展式, 而系数 cj 是对函数 f(t)− Tjf(t) 作 αj 的 Riemann-Liouville 分

数次导数在 tj 点的值.下一节将采用这个分数次 Tayler展开项的系数 cj 作为新的在 tj 点的 αj 次导

数定义.
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3.1 认识历史

如果 tj < tj+1, αjk < αj(k+1), 对于多个事件发生点的情形, 我们有推广的 Taylor 展式

f(t) =
N∑
j=0

γj∑
k=0

cjk(t− tj)
αjk

+ .

这个形式模拟了生物学中生物种类进化的间断平衡假说, 其中 tj 是进化过程中基因发生突变的一个

时间点. 对应的有个事件表 {tj , αjk, cjk}, 它完整描述了在哪个时间点发生了什么样的事件.

关键的科学问题应该是, 如何根据函数的采样信息 (特别是近期的采样信息)求得这个事件表,从

而获得相应的推广 Taylor 展式, 进而描述事件进程函数 f(t) 的整个历史发展过程. 令

Tlmf(t) =

l−1∑
j=0

γj∑
k=0

cjk(t− tj)
αlk
+ +

m−1∑
k=0

clk(t− tl)
αlk
+ .

首先我们来认识历史, 也就是说, 如果函数有这样的表达形式, 我们如何来确定时间表 {tj , αjk, cjk}.
利用上面的方法, 从 t0 开始, 对 f(t)− Tjkf(t) 发现剩余函数的开始点 tj , 就可以逐个剥离事件, 并且

计算得到事件表 {tj , αjk, cjk},进而复原函数. 当 t < tj 时, f(t)−Tjkf(t) = 0,所以可以容易地找到 tj .

上述的函数复原过程需要计算或逐个发现事件表中的值, 特别需要找出事件的发生点 tj , 并且在

事件发生点附近进行计算. 形象地, 要跑到事件发生点去实地考察, 才能逐个描述时间表 {tj , αjk, cjk}
中的值. 而且, 要从远古开始按事件发生的时间顺序逐个地剥离事件.

上面的分析告诉我们, 经典的分数次导数在趋于事件的发生点时才具有更加重要的科学意义, 才

真正刻画了函数的本质 (事件发生点、事件的大小和规模).

正如我们反复强调的, 一个事件过程由两部分组成, 一个是以前发生事件的惯性影响, 一个是现

时发生了一个怎么样的新的事件. 例如, 对 f(t) = c(t− t0)
1/2
+ /Γ(3/2), 当 t > t0 时, D1/2f(t) = c, 这是

一个跳跃函数, 其连续部分表示惯性影响, 而跳跃点 t0 表示该时刻发生了新事件. 对于事件的描述或

记忆来说, 重要的是发现并记录在哪些时间点发生了怎么样的新事件, 而惯性影响是可以通过解析函

数的延拓计算得到的. 更为本质的是, 事件表才是函数的特征, 或者说是相关历史进程的最为简洁的

表示.

3.2 回溯历史

这就引导了一个有趣并且更加重要的问题: 是否可以通过只观察一段近期历史 f(t) (t ∈ (tN , b))

来复原重现整个历史呢? 这当然涉及因果关系, 有什么样的因, 就会造成什么样的果. 但反过来, 对同

一的果, 却有可能是由不一样的因所造成的.

观察 f(t) = c(t− t0)
0
+ − c(t− t1)

0
+, 那么在 t > t1 > t0 时, 不管 c 等于什么, 我们看到的都只是常

数 0,而无法知道过去是否曾经发生过什么事件及发生事件的大小、规模、时间和地点. 另一个例子是

f(t) = c(t− t0)
0
+, 观察现时函数的行为, 无法判定事件发生的时间点 t0. 要确切描述该事件, 还是一定

要跑到事件发生的时间点 t0 去实地考察. 也就是说, 由果描述因通常是一个多解的反问题.

通过只观察近期历史, 哪些历史事件是可以恢复重现的呢?

下面从单一事件的发生开始分析. 对 f(t) = c(t − t0)
α
+, 它有三个自由度 (即 {t0, α, c}), 所以至少

需要现时的三个信息, 才有可能复原事件. 显然,

f(t)f ′′(t)

(f ′(t))2
=

α− 1

α
,
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所以,

α =

[
1− f(t)f ′′(t)

(f ′(t))2

]−1

.

而 f(t)
f ′(t) =

t−t0
α , 所以 t0 = t− α f(t)

f ′(t) . 再由 f(t) = c(t− t0)
α
+, 就得到 c = f(t)

(t−t0)α
.

当然在这里要求 α 为非整数, 且在观察点 t 有 f ′(t) ̸= 0. 因为 F (t) 是分数次多项式, 所以 f(t)

及其各阶导数的零点是孤立的,从而可以在 b < t区域容易找到满足上述条件的时间点 t. 这里事件的

发生点 t0 是可以计算得到的, 进一步地, 还可以计算得到事件的大小和级别 {c, α}. 这样, 我们通过事

件现时的状态获得了事件的发生时间点及事件的大小和级别.

稍微复杂一点,如果 f(t) =
∑N

j=0 cj(t− t0)
αj

+ (αj 都不是整数),即事件发生在同一个时间点 t0. 函

数在 t > t0 处是解析的, 所以其在 t 点解析展式的收敛半径应该是 R = t− t0. 这样, 由函数在点 t 的

各阶导数计算解析半径就可以得到事件的发生点 t0.

如果

f(t) =

γ∑
j=0

cj(t− t0)
αj

+ =

γ∑
j=0

cjR
αj

+ ,

那么, 令

f0(R) = f(t0 +R), fj(R) = R · d

dR
(fj−1(R))

(这些数据均可以在现时的观察点 t 测量得到), 就有

fj(R) =

γ∑
k=0

ckα
j
kR

αk .

记向量 Fj = (fj , . . . , fj+γ)
T, 矩阵 (fj+k+l) = (Fl, Fl+1, . . . , Fl+γ), 则

Fj+γ+1 = (αj
k) ·Diag(αγ

k) · (α
j
k)

−1Fj , j, k = 0, . . . , γ,

而矩阵

(fj+k+γ+1) = (αj
k) ·Diag(αγ

k)(α
j
k)

−1(fj+k).

所以, Diag(αk) 的 γ 次方是矩阵 (fj+k+γ+1)(fj+k)
−1 的特征值矩阵. 求得矩阵 (fj+k+γ+1)(fj+k)

−1 的

特征值, 就可以通过计算得到 {αk}, 而系数 ck 是 (αj
kR

αk)(ck) = F0 的解. 这样, 我们有定理 1.

定理 1 如果历史只在一个时间点 t0 发生了一些各种级别的事件, 且矩阵 (fj+k) 可逆, 那么可

以利用现时的信息及上述的算法, 回溯整个历史. 因为矩阵 (fj+k) 的行列式零点是孤立的, 我们可以

很容易在现时观察点附近找到这样的时间点 t.

进一步地, 如果 f(t) =
∑N

j=0

∑γj

k=0 cjk(t − tj)
αjk

+ , αjk 均不为整数 (如果有整数, 如上讨论就可

能有多解, 而总可以认为整数次项是由更前的历史事件的解析延拓而来的), 那么在 t > tN 时, f(t)

=
∑γN

k=0 cNk(t− tN )αNk
+ +A(t), 其中 A(t)是解析函数. 同理在 t时刻点的解析收敛半径应该是 t− tN .

如果事件是有限个,那么利用上一定理的思想,把整数与非整数项合并考虑,问题就转化为求解 γ → ∞
时的特征值问题,它在理论上是可解的. 实际应用时可以取较大的 γ,求出矩阵 {(fj+k+γ+1)(fj+k)

−1}−1

= (fj+k)(fj+k+γ+1)
−1 的特征值 (对应于那些分数次项及解析部分 Taylor 展式的前几项, 而且是数值

较大的特征值 1/αk), 从中选取开 γ 次方后倒数为分数的项. 由于整数次项的级数是收敛的. 其余项

的特征值表现为 ∼
∑∞

j=γ 1/j
γ , 所以这样的算法是收敛的, 这样从 N 开始倒退地逐个剥离事件的发生
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点及在该点发生事件的大小和级别, 就可以获得推广的 Taylor 展式, 进而可以获得整个事件的历史发

展过程, 即事件表 {tj , αjk, cjk}.
定理 2 如果 f(t) =

∑N
j=0

∑γj

k=0 cjk(t− tj)
αjk

+ , 其中 N 和 γj 有限 (事件为有限个), 那么可以从

现时的信息 (或者说行为) {f (j)(t)}∞j=0 来回溯历史得到事件表 {tj , αjk, cjk}.
推论 1 如果将时间 t改为 −t,右导数转化成为左导数,就可以由现时的状态来预测那些会在什

么时候并以怎样的形式消亡的部分.

注 1 我们无法预测现时之后什么时候会发生什么样的新事件. 通俗地讲, 我们可以预测某生物

的正常消亡时间. 但不能预测该生物会在什么时候有个后代, 或在什么时候会有个基因突变, 生成一

个新的物种, 也不能预测它的非正常死亡时间. 上述的数学分析有趣地验证了这个常识.

4 新的分数次导数定义

综合上面的讨论, 分数次导数在事件发生点 tj 有更为明显的物理意义, 且与推广的 Taylor 展式

紧密地联系在一起. 但是经典的 Riemann-Liouville分数次导数定义没有注意到这一点, 没有将它们区

别对待. 因此, 我们可以用下面的方式来给出函数 f 在 t0 点新的 αk 次导数 Dα
New 的定义.

定义 2

Dαk

Newf(t0+) := lim
t→t0+

Dαk(f(t)− Tkf(t)) = lim
t→t0+

DαkKkf(t).

注 2 这里消灭算子 Kk 的引进非常重要. 整数次的高阶导数会自然消灭低次多项式, 而分数次

导数没有这样的性质. 在求 αk 次导数时, Tkf 的信息会混淆在后续事件的发展过程中, 这是经典的

Riemann-Liouville 定义所没有注意到的. 消灭算子 Kk 可以剥离出分数次 Taylor 展式及推广的分数

次 Taylor 展式中的相应系数.

这个分数次导数的定义体现了经典的导数与 Taylor展式的关系.也就是说, 取 αk = k 为整数, 那

么其结果与经典整数次导数及 Taylor 展式一致. 对于经典的 Taylor 展开, 或者说多项式展开, 总是可

以解析延拓的. 而现在是在每个事件的发生点上添加了一些新的事件, 而这些事件的进程函数在时间

上只能向后延拓, 而不能向前延拓, 从而有定理 3.

定理 3 如果

f(t) =
∑ cj(t− tj)

αj

+

Γ(1 + αj)
,

那么就有 D
αj

Newf(tj+) := cj , 或者说相应的事件进程函数可以表示为推广的 Taylor 展式

f(t) =
∑ D

αj

Newf(tj+)(t− tj)
αj

+

Γ(1 + αj)
.

简单地, Dα
Newf(tj+) = cj 的充分必要条件是,函数 f(t)的推广的 Taylor展式中有 cj(t− tj)

α
+/Γ(α+1)

的项, 即 Dα
New(t− tj)

β
+/Γ(β + 1) |t=tj+= δαβ (这个公式对 {α, β} 取整数时也是对的).

注 3 我们把事件进程函数的每个时间点分成两类, 一类是解析的非奇点, 是过去历史事件影响

的解析延拓; 一类是新发生事件的时间点, 表现为新的分数次的添加项. 而新定义的分数次导数就是

用来描述那些解析奇点或者说新的事件. 当新定义的分数次右导数不为零时, 表示在这里发生了新事

件; 而左导数不为零时, 表示事件在这里消亡了. 这样, 在解析点, 函数的分数次导数就应该为零.

这样定义的分数次导数有如下性质:

(1) 局部性. D
αj

New 只与函数在 tj 点是否发生了级别为 {cj , αj} 的事件有关.
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(2) 与经典分数次导数定义中的积分初始点无关, 或者说与时间坐标原点的选取无关.

(3) 平移不变性, 即函数平移的分数次导数等于先求分数次导数后再进行平移.

(4) 具备 Leibniz 求导法则. 如果 γ = αj + βk, 那么,

Dγ
Newu(t)v(t) =

∑ Γ(1 + αj)Γ(1 + βk)

Γ(1 + γ)
D

αj

Newu(t) ·D
βk

Newv(t).

(5) 在数值模拟时, 可以建立类似差商的局部的计算公式.

(6) 如同对物理现象的经典微分方程建模, 可以由时间上的微分导出分数次的微分方程.

(7) 解分数次微分方程就是要求得事件的发生点以及发生事件的规模或级别.

上述 (1)–(4) 条性质是明显的, 我们讨论第 (5) 条. 经典的分数次导数的计算涉及一个奇异积分,

其数值计算很不稳定, 给实际应用带来困惑. 对于新定义的分数次导数, 由于它的局部性, 可以有下面

的数值计算公式. 首先要利用上面的消灭算子, 在 t̄ 附近, 求得函数

f̄(t) = Kαf =
c(t− t̄)α+
Γ(1 + α)

+ o((t− t̄)α+,

根据上面的定义, 有

α = lim
s→0

lim
s̄→0

s · (f̄(t̄+ s+ s̄)− f̄(t̄+ s))

s̄ · f̄(t̄+ s)
.

用 s2 模拟 s̄ 得到

α = lim
s→0

(f̄(t̄+ s+ s2)− f̄(t̄+ s))

s · f̄(t̄+ s)
.

从而获得了事件发生的级别及系数

c = Dα
Newf̄ = lim

s→0

Γ(1 + α)f̄(t̄+ s)

(s)α
.

我们可以取 s = ∆t 来模拟数值的分数次向前差商, 从而数值模拟 Dα
Newf(t̄).

新的分数次导数的向前差商公式 (对整数次导数也是对的) 令 f̄ = Kαft̄, 那么在 t̄ 点,

Dα
Newf(t̄) ∼

Γ(1 + α)f̄(t̄+∆t)

(∆t)α
,

其中

α ∼ (f̄(t̄+∆t+∆t2)− f̄(t̄+∆t))

∆t(f̄(t̄+∆t)− f̄(t̄))
.

由于新定义的分数次导数是对事件发生点的描述,所以分数次微分方程也应该只是在这些点成立.

也就是说, 给定一些时间发生点 {tj}, 在这些点上满足分数次微分方程. 分数次微分方程是对事件发

生点处的新发生事件性质的描述, 所以为了讨论事件进程函数的非解析点的性质, 我们给定一些事件

发生点 {tj}, 那么在这些点成立分数次微分方程为 δtjP (Dα
New)f(t) = 0, 其中 δtj 是 Dirac 取值算子.

下面是一些典型问题的简单例子:

例 1 (齐次线性方程) 分数次线性齐次微分方程, 事实上是在事件发生点对发生事件的限制或

者说要满足的条件. 举例来说, 在 t = tj (j = 0, . . . , N) 满足 Dα
Newf = Dβ

Newf , 那么方程的解一定有

形式

f(t) =

N∑
j=0

cj

[
(t− tj)

α
+

Γ(1 + α)
+

(t− tj)
β
+

Γ(1 + β)

]
.
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一般地, 在 t = tj (j = 0, . . . , N) 满足
∑J

j=0 djD
αj

Newf = 0, 那么解有表达式

f(t) =
K∑

k=0

J∑
j=0

d̄jk
(t− tk)

αj

+

Γ(1 + αj)
,

其中
∑

dj d̄jk = 0, 或者说 d̄ 在 d 的对偶空间. 方程的解空间取决于事件发生点的个数, 是 J(N + 1)

维的.

例 2 (特征方程) 在 t = tj (j = 0, . . . , N) 满足 Dα
Newf = λf . 这是过去事件的影响导致发生新

事件的描述 (新事件的特征), 或者说新事件的发生与由过去的事件造成的. 如果新事件发生在 {tj},
那么对于一个开始在 t 6 t0 由解析函数描述的事件 f0(t), 在 t < t0 时, f(t) = f0(t); 而在 t0 < t < t1

时, f(t) = f1(t) = f0(t) + λf0(t0)(t − t0)
α
+/Γ(1 + α). 一般地, 在 tj < t < tj+1 时, f(t) = fj+1(t)

= fj(t) + λfj(tj)(t− tj)
α
+/Γ(1 + α), 也就是说有表达式

f(t) = f0(t) +
∑ cj(t− tj)

α
+

Γ(1 + α)
,

其中 cj = λ[f0(tj) +
∑j−1

k=0 ck(tj − tk)
α
+/Γ(1 + α)], 而 c0 = λf0(t0). 这可能是对生物种群规模描述的一

个很好的数学模型, 其中 λ 应该是负数. 而事件的发生点 tj 可以这样来决定: 当种群规模达到某一数

量 f(tj) = V 时, 种群就会受到灾难性的打击, 出现一个使得种群规模急剧下降的新事件.

注 4 在众多的关于分数次微分方程的讨论文献中, 人们将目标函数在某种基下进行展开, 而选

择的基大多数为无限次连续函数 (核方法), 或整数次连续函数 (样条、有限元), 所以讨论的对象往往

是只在 a 点有分数次连续行为的函数, 得到的解往往缺乏物理意义. 简单地, Riemann-Liouville 的分

数次导数主要的关注点是, 在积分初始点 a 有分数次连续行为的函数; 而我们上述的定义则可以处理

随时有可能发生分数次连续行为的函数.

如同解析函数中奇点是孤立的一样, 以上讨论的事件发生点均为孤立点, 这也满足生物遗传的间

断平衡假说. 上面对事件进程函数讨论的手段, 也是采用找解析函数的孤立奇点来作为事件发生点的

办法. 如果对于任何时间点 s, 事件 (t− s)α+ 均可以发生, 则函数 f(t) 可以是

f(t) = lim
∆j→0

∑ g(sj)(t− sj)
α
+∆sj

Γ(1 + α)
=

∫
g(s)(t− s)α+ds

这样一个 Riemann 和的极限, 其中 g(s) 可以是连续函数, 而通常是一个广义函数. 可以这么说, 对于

任何的 f(t), 总可以找到 g(s), 使得上式成立. 也就是上面所说的, 由 (t− s)α+ 张成的函数空间是无限

维的, 并且在连续函数空间稠密, 甚至在更广泛的函数空间 (只要在 −∞ 处速降) 中稠密.

注 5 这意味着我们可以把事件的级别统一化,例如,可以只取 α = 1/2. 任何的事件进程函数总

可以写成 f(t) =
∫
g(s)(t− s)

1/2
+ ds, 而这样的广义函数 g(s) 总是存在的.

最后还要指出, 经典的分数次导数只是针对在时间开始点 a 分数次连续的函数, 而我们上述的方

法则推广到可以处理有多个 ({tj}) 分数次连续点的情形. 经典的分数次微分方程通常是利用谱方法

求解, 采用所谓好函数 (如解析函数) 作为基函数来处理问题. 而对于分数次连续的函数, 更为合理的

是采用分数次连续的函数作为基,这才能更为深刻地描写事件进程函数的事件发生点及事件的规模这

些事件特征. 这个特征是由推广的 Taylor 展式表示的, 而新定义的分数次导数完整、简洁地刻画了包

括事件表及推广的 Taylor 展式在内的事件发展的整个过程.
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Abstract This paper deals with the fractional derivatives from the beginning of the definition. Based on

the conception of the Minkowski’s space-time, a revised version of the definition is given. The new version

of the definition possesses the properties of locality, shift invariant, served as the coefficients of the Taylor’s

expansions, Leibnitz’s rule etc., which the classical derivative have. The new fractional derivatives can be got by

local differential analysis and to model the fractional differential equations, too. Moreover, we take the fractional

derivative to analyze the functions of time processes, which are expressed by generalized Taylor’s expansions, and

to look back upon the histories based on the information of nowadays. The theory is applied to the prediction

and gets some interesting results, too. Finally, numerical formula for calculating the fractional derivatives and

some examples of the mathematical modeling for fractional differential equation are given.
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