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摘 要

本文把近年来出现的关于单调扭转映射的 A ub
r y 一M at h e r 理论应用到超线性

D u f f i n g 方程 分 + g ( , ) ~ 户( t ) 的研究
,

这里 P ( t ) ` c o

( R ) 以 l 为周期
,

g ( 二 ) `

C 0( R ) 具有超线性增长性
: 五m 抓劝 /

二 一 + co
.

其结果可以对缺乏高阶光滑性 的
阵盆稼咔+ .

大量方程仍给出其整体行为
,

特别是周期解和拟周期解的刻划
.

关锐词 D u iff o . 方程
、

A u b r 了 一
M

a t h e r 理论
、

Ma t ` e r 集
、

无结周期解
、

拟周期解

1 己 I 生 ,
一 J . ` J

人们已长久而广泛地研究了 D uf 八暗 方程

戈 十 g (` ) 一 户(` )
,

(
*

)

其中 (P t) 是以 1为周期的连续周期函数
, g (幻 连续并满足 : il m g (幻

· :

gn (幻 ~ 咔
一

co
.

l 二 l冲 璐

这一方面是由于方程 ( *) 熟知的物理意义
,

另一方面是 由于它还是一个最简单却又非平凡的

H a m ilt
o n 系统

,

其动力行为和研究办法都将具有某些典型性
.

这里
,

大家感兴趣的动力行为

主要有 : 周期解
、

拟周期解
,

所有解的有界性以及混沌现象
.

在已有文献中
,

大量的工作是证

明周期解的存在性
,

如文献 1[ 一 3 ]
,

iD gn 和 az on il n 。
及其所引进一步文献

,

而对周期解的

性态则知之甚少 ;对于建立拟周期解的存在性
,

唯一有效的工具是 K A M 理论中的 M os e :
定

理
,

方程 (劝所有解的有界性也是由此导出的
,

但这必然要求 抓幻 至少四次连续可微并满足

其它很强条件而使 g (幻 十分接近于一个多项式 (参见文献 4[ 一 8] 等 )
。

在缺乏高阶光滑性的情形
,

M os e r
定理不再能用

,

其动力行为如何尚不清楚
.

另一方

面
,

最近几年发展的关于扭转映射的 A ub
r y一M

a t he
r
理论显示

,

方程 (
*

)可能至少还拥有广义

的拟周期解以及好的周期解
.

本文正是要实现这一点
,

我们证明 :

定理 A 设 抓幻 〔 口 ( R
l

)
.

如果存在常数 毛> 0 , 沙> 0 和 d。 ) 0 使得当 {川 妻 d .

时成

立 :

( D
I

) g’ ( 劣 ) 一 g (二 ) /
x 妻 占 ;

( D
Z

)
x Z ·

9
1

(二 ) 《 夜
。 .

G (二 )
,

l
: , .

9
, ,

(
, ) l 《 及

。 ·

G ( , )
,

1 9 9 1一 1 0一 3 1 收稿
, 1 9 92 一 04

一 1 1 收修改 稿
。

l ) D i n g
,

T
.

a P P e a r i n

Z a n o l i n
,

F
. ,

J
.

D i f f
.

E q s
· , i狱

l u t i o n s o f D u f f i n g
, 5 e q u a t i o n s w i t h o u P e r q u a d r a t i c P O t e n t i a l

, t o
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这 ,七 G (· ) 一

}:
。 (

· ) d二 。;么
,

存在常数
〔一 > “ ,

使得 v 仍 > 田 。 ,

方程 (
·
)的 P O i

一
` 映

射有一个以 ot 为旋转数的不变 M a t h e r
集 M

o .

从而

( i) 方程 (
,

)有无穷多个以任意整数 m ) l 为最小周期的无结的 ( iB kr h of f 型 )周期解 ;

( ii ) 对任何无理数 。 > 。 。 ,

方程 (
*

)有一个以 ( l , 。 ) 为频率的拟周期解
,

对应于 M a t h e r

集 M .

定理 B 在定理 A 假设下
,

下列三条等价 :

( i) 方程 ( *) 拥有无界解 ;

( ii ) 对任何充分大的有理数 P / q
,

方程 (*) 既有一条无结的又有一条有结的周期解
,

二

者均以 P / q 为旋转数 ;

i( ii ) 在扩张相空间 (
, , 二 ,

劝 中
,

没有围绕
,
轴的大半径的流不变柱面存在

.

注记 1 在弱的条件下
,

方程 ( *) 可能拥有无界解
,

此时定理 B 说明
,

它的动力行为将十

分接近混沌
,

它的周期解相互缠绕形成纽结
,

拟周期解变为广义的
,

对应到 Can t or 集
.

注记 2 条件 ( D
:
) 有一定物理意义

,

它表示振子的硬特征
,

其振动频率随振幅一起增

力口
。

注记 3 A ub
r y 一M at he

r
理论到平面方程的实现

,

作者仅 知 文献 [ 9
, 10 ]

.

M os
e r 91[ 和

D e
nz le r

叫 用变分方法杰出地推广这个理论到一般正定 aL g r a
gn

e
系统

,

对应到标准坐标下

平面 H a m ilt on 系统
.

对于本文 中直角坐标下的方程 ( *)
,

我们通过坐标变换
,

仔细估计和映

射扩张而直接用 A ub yr 一
Mat he

r
定理完成主要定理的证明

.

事实上
,

还可以结合其它许多拓

扑化的定理而叙述更多结论
,

在此不再一一列出
。

2 A u b r y 一M at h e r

理论

设映射 f 为环域

R
, x [ a

,

b ] 的提升
,

E ~ S` x [ a ,
b ]

二:

和 二 :

分别表示

到 自身的保向同胚
, F 表示 f 在 E 的复迭空间 宕~

孟 到坐标分量的投影
.

定义 .2 1 称 f 在环域 E 上是单调扭转的
,

如果 V x 〔 R , , lo F (
二 ,

力 关于 y严格单调
。

定义 .2 2 称 f 在 E 上是一个正合辛映射
,

如果对任何 E 中简单闭道路 C成立 :

币
_

, d 二 一
币

一

y d .x

J C J j仁 C〕

可以看出
,

正合辛映射为保面积的
,

反之不然
.

熟知
,
H a m ilt

。 n
系统导出的 P io cn ar 已映

射是正合的辛映射
.

定义 2
·

3 设
: 〔 石 ,

在
,

则称它为
z 的旋转数

.

数时
,

称为 M的旋转数
.

牙为
:
点在 石 的提升

,

若 p 。 ) ~ il m (二
10 F

.

份 ) 一 二 :
(牙) ) /

,
存

p (M ) 一 { p伽 ) 】z 〔 M } 称为集合M的旋转集
.

当 p (M ) 为单个

熟知
,

如果 M为 f 的一个不变圆
,

则 成M ) 为单个数
.

定义 .2 4 称 f 的不变集 M
口

c E 为具有旋转数 。 的 M at he
r
集

,

如果

i() M
,

的提升 凤 可用参数表示 : 二 一 。
(劝

, y 一 ,
( ; )

,

其中
二
(劝 关于 : 单调增

加
, “

(劝 一 之 和
,
(劝 都以 1为周期 ;

( 15 ) 刀限制在 材
,

上相当于旋转 。 角度
,

即 尸 (
。
( ; )

, ,
( ; ) ) 一 (

。
( ; + 。 )

, ,
( ; + 。 ) )

.
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如果
“

(劝 关于 又连续
,

M
。

就是一个不变圆
.

当 。 ~ p / q 时
,

称 M
。

所含轨道为

(P
,

刃 型 iB kr h of f 周期轨道 ;当 。 为无理数时
,

称 M
.

所含轨道为频率为 ( 1
,

, ) 的拟周期

轨道
。

注记 当 M
。
为不变圆时

,

所含轨道为我们通常所指的拟周期轨道 ; 否则
,

M . 为一个

C a nt or 集
,

这个拟周期轨道是广义的
.

定义 .2 5 方程 (
*

)的解 ( x( )t
,

城
t
)) 称为一条无结周期解和拟周期解

,

如果其初始点

(
x
( 0 )

, 分 ( o ) ) 分别是它的 P o i n c a r己 映射的 Bi r k h o ff 型周期轨道和拟周期轨道
.

注记 无结周期解的几何意义
: 设 武 )t ~ ( x( )t

,

式
t ) ) 为周期为 q 的解

,

则它产生的 全

条周期解
z ` ( t ) ~

z
( t + i )

, o 成 i ( 宁一 1 ,

在空间 (
t , x , 分) 中

,

可以同伦地拉直成 宁条平

行线
,

互不缠绕
。

定理 .2 1山
一
.l] 设 f : 51 X IR , 51 x IR 为柱面上单调扭转的正合辛微分同胚

,

它保持

柱面两端不变且在两端无限扭转
,

即

il m 处
o F (

x , y ) ~ 士 co
, 五m 二 l o F (

x , y ) ~ 士 co
.

, 峥土。 , 申士 .

那么
,

对任何实数 ` 存在一个以 。 为旋转数的 M a t he :
集

.

注记 许多作者用拓扑方法和拓扑的条件发展 了上述定理以
’

代

3 作用
一

角变量 ( A
,

O )

自治方程
分 + g (、 ) ~ 0 ( 3

·

l )

等价于
分 ~ y , 夕 ~ 一 g ( , )

.

这个方程是可积的
,

有第一积分 H (
二 ,

力 一 上 少 十 G (幻
,

2

就是方程 ( 3
.

2 )的积分曲线
.

熟知有作用
一
角变量 ( A

,
8 )叫

,

口~ 。 (才 )
,

才 ~ 0
.

( 3
.

2 )

H (
二 , y ) ~ h 形成的一簇闭曲线

可将它化为简单形式

( 3
.

3 )

下面给出 ( A
,

0) 的显式表达式 s1[
.

令 T仆 ) 表示方程 ( 3
.

2 )沿积分曲线 H (
x , y ) 一 人 一周所用时间

,
A。 ) 为 H (

: , , )一 h

所围面积
,

则

T ( `卜
,

!:二
( 2 (` 一 G (

·
, , ,

一 “ 一 A (` , 一 ,

{土
( , ( ` 一 G (

·
, , ,“ 一

且有
A

`

(人) ~ T ( h )
,

这里 (
二+ , o )

,

(
: 一 ,

0 ) 为 几 : H (
x , 夕) ~ h 与 `

轴的两个交点
,

或者说
, 二+

( h ) 一 G不
,

(无)
,

x _

(五) ~ 一 ` 二1
(的 分别为 G (幻 ~ 盖 的两个反函数分支

.

对平面 砰 中任一点 (
二 , , )

,

令 、 一李
, ,

+ 。 (
: )

,

定义
:
(
二 , , ) 为

艺

( 2 (人一 G (
:
) ) )

一全a , ,

当 y ) O时
,

一

{
( 3

.

4 )

T ( h ) ( 2 ( n 一 ` (
,
) ) )

一
合d:

,

当 y < o 时
.

!
.

凡

!
.

ó
、2 .

yX

了口、
r
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令

日 (
x,

夕) 一
r
(

x , y ) / T (五)
.

( 3
.

5 )

可以证明
,

上述坐标变换 (
二 ,

y ) 一九 e(
, A ) 为正则变换

,

(
: ,

力 绕 r 、 一周时
,

, 增加角

度 1
.

在这个坐标变换下
,

。 (才 ) ~ l / T ( k)
,

而方程 (*) 可等价于

o 一 ( l 一 二。
(日

, 才汁 ) )
·

户( t ) ) / T杯 )
,

才一 x a
臼

, 才 )
·

P (
t )

,

( 3 6 )

这里以及以后
,

除非特别声明
,

我们总用下角标表示求偏
一

导数
.

4 坐标变换的性质

以下总假定条件 ( D
;

) 和 ( D
Z

) 成立
,

除非特别指出
,

常数 C 表示一个普适常数
.

这里不

妨设 d 。
~ 。 , g ( 0) ~ 。 ,

并当
x 钾 。 时

, x ·

g (幻 > 。 ,

因为我们只关心 h 充分大时的彼此

关系
,

对以下的证 明稍作修改即可处理一般情形
,

而无本质困难
.

这样
,

我们有

G ( x ) ( x ·
g ( x ) ( x , ·

g
`

( , ) ( 及
。 ·

G (劣 )
, lim g (

二 ) /
x ~ + co

,

( 4
.

1 )
衡到 , .

令 ( 币
, ,
) 表示极坐标

.

因为 r ; 为星形闭曲线
, r 可看作 ( 小

,

il) 的函数
,

那么
,

H ( 小
, r

( 小
, h ) ) ~ h

.

( 4
.

2 )

我们 可以写出 A (的 的另一种表达式

, (。 ) 一 生 币
, 2

(。
,

人) d币
.

2 J r 人

易知
,

边对 h

得

r H
,

~ x .

9 ( , ) + y
, , r Z I了

r :

一 劣 , ·
g

`

(二 ) + y , , , , ·

H
, , ,

一

( 4
.

3 )

x 3 .

了
`

( 二 )
,

又从 ( 4
.

2 )式两

求偏导数得
:

一
“ H一代换 T ( h , 一 A

`

( h , 一少
r。

二 dr̂ 小一 币二毕
d币 可

J r丙 r .

仃
r

T (` , 一

{;
` r 2

x g ( , ) + y Z
d币 ( 4

.

4 )

类似地
,

可以证明

T
·

( * ) 一

l:
’

(二 : (· ,

一
g
’

(· , , `〔· : (· ) + , ” 3

二
’
d价

,

( 4
.

5 )

T
` ’

( ` , 一

{:
“
’ 〔` ” “ (· ,

一
` 二 ) ]

2

+ [ 3
x Z

g
`

(二 )一 3 x ·

g (
二 )一 x 3

(
x g (二 ) + y Z

)
,

g’
,

(二 )

· , ,
d中

.

( 4
.

6 )

记 T +( 的
,

T 一 ( h) 分别表示方程 ( 3
.

2 )沿 r ; 走过第一
、

二象限所用时间
, A 士

(劝 分别表

示 r 、
所围在第一

、

二象限的面积
,

那么
,

与 ( 4
.

3 )一 ( 4
.

6 ) 式完全类似的公式成立
,

仅需将积分

上下限分别改为 {
。 ,

粤l 与 r兰
, 二

} 即可
.

L Z J L Z J

引理 4
.

1 了了( ` ; ,
( * ) + ` 二`

( * ) ) ( 才 ( * ) 《 、 了了 ( ` ;
`

(人) + e 二,
( ; ) ) ; 了万。 _ ,

—
` r 十

- (人)

( A +
( 五) ( 2了了

.

G入* )
,

匹
.

` 二、 * ) ( , _

h( ) ( 2丫万
.

。 二1

( , .)

2

证 因为 r ; 为 凸 曲 线
,

与 以 了丽 和 G扩(的 为直角边的三角形或矩形比较面积即
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l一 2
+

引理4 . 2及护
·

h 一 , ·

A (的 ( T (的 ( 4
·

.

A +

( ll)
,

鲸
, .

h一 , ·

A一

( l)/ ( T 一

h( ) ( 4

证 用 ( 4
.

4 )式和条件 ( 4
.

1)及 h ~ G ( : )

h 一 ` ·
理 (人) ; 凌J

` ·

无一 ` 一

A +
(入) 《 T +

(人)镇斗
·

.

h 一 , ·

A _

(的
.:

`可

一再

少 即可证得
。

引理 4
.

3 当 h 一 oo 时
,

T 。 ) 一 0
.

证 。 < 丁 (人) < 4 ( G ;
`

( 、 ) + ` 二̀ ( * ) ) /斌下 , 。
.

引理 4
.

4 丁
`

( h ) < 0
.

证 由条件 ( D:

) 和 ( 4
.

5 )式可得
.

-一2+类似地
,

由条件 ( D
l

) 和 ( D
Z

) 及 五 ~ G ( : ) 尹
,

容易得到下列两个引理
。

引理 4
.

5 }T
’

( h ) 1 ( 2及
。 ·

h一 2 ·

刁 ( h )
,

}了几(人) } ( 2左
。 ·

人一 , ·

才 +

( h )
,

}T生( h ) } 毛 2友
。人一 `汉 一

( h )
.

引理 4
.

6 } T” (方) } ( C
·

h一 , A ( h )
,

}T了(人) } 毛 C
·

瓜一 ,才 +

(方)
,

! T 了( h ) } 蕊 c
·

h 一 `才一

(人)
.

引理 `
.

言 G
, 一

’

(介) / G 户 ( 人/ 2 ) < 2
,

` 一

义h ) / G少 ( h / 2 ) < .2

证 C 不`

( h ) / G不
,

( h / 2 ) ~ l + ( G ; `

(八) 一 G
.

卜’

( ` / 2 ) ) / G
+ ,

( h / 2 )

一 1 十

{甸 :
·

洲八 。 ` )z

干
n一2一 , + “ 2

·

:

(
G ; 1

))
·

G一`

(“ ”

` l + 人 / 2
·

g ( G ; ,

(人/ 2 ) )
·

G ; `

( h / 2 )

《 l + h/ ZG ( G不
1

( h / 2 ) ) ~ 人

后一式可类似证明
.

引理 4
.

8 ( i )
: 。

, 0 , 夕,

, 0 ,

当 h ~ co 时 ;

( 11) } x 。 、 I < C
·

h 一 2

[ G不
`

( h ) + G 二`

( h ) ]
·

( l
一

十 G 二̀ ( h ) / G不
,

(五) )
, 二 ) 0 ;

. x 。 ,
} < C

·

h 一 2

[ G不
,

(人) + G 二,

( 人) ]
·

(一十 G ; ,

( h ) / G二
,

( h ) )
, 二 < 0

.

证 我们只对 第 一 象 限
: ) 。 , , 一了不下万获万 > 0 的情形给出证明

,

其 它 类

似
.

分为 2 种情形
.

( I )
x ` [ o

, G不
`

( 五/ 2 ) ]
.

我们有关系式
’ ` , , ` ,

( 2 (卜
` (

` ) ) )
一 ` d , 一 。

·

T (人) 一 T 一 (` )
·

( 4
.

7 )
J 0

两边同时对 h 求偏导数 可得
:

二 。
一 丫万 (几一 ` (劣 ) ) `

·

天 1

(
二 , 。 )

,

( 4 8 )

其中 凡 (
二 ,

助 一 乡
·

T’ (助 一 T乞仔 ) 十

}K
:

(
x , h ) { ( C

叹
,

!:
(` 一 G ( 了 , ,

一 “ ` ·

由引理 `
·

” “

·

几一圣( G不
,

(人) + G 二̀ (无) )
.

( 4
.

9 )
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从而

l
x*

} 《 C
·

h 一 ,

( G不
,

( h ) + G 二`

( h ) ) 一 0
.

由 y ~ ( 2 (人一 G ( 二 ) ) )备 有

( 4
.

1 0 )

, , 一

李
(。 一 。 ( , ) )

一 * 一 : ( , )
.

` :

(
: , 。 )

.

Z
( 4

.

1 1 )

由估计 ( 4
.

9 )式和 g ( , ) 峨 君( G不
’

( h ) ) ( 咬
。 ·

G ( G不
,

( h ) ) /G丁
`

( h ) 一 及
。 ·

h /G不
,
( h ) 可得

{y
、 ! 《 c

·
人一全( 1 十 G :

,

(再) /G不( h ) ) , 0
.

、

( 4
.

1 2 )

另一方面
,

由 ( 4
.

8) 式得

一
, 几

·

K
!

(一 ` ) + ,
·

(
“

·

T一 (` ) 一 T竺(` )

(、 一 。 (二 ) )
一 , x 、 一夕三 {

·

(。 一 。 (
,
) )

一

` d :

丫
吕 夕0 /

利用引理 4
.

1 , 4
.

6和估计 ( 4
.

9 )
,

( 4
.

1 0) 及 ( 4
.

12 )式可表明

}
x , ,

1` C
·

h一 2

( G不
,
(人 ) + G二`

( h ) ) ( l + G 二̀ ( h ) / G不
,
( h ) )

.

( 4
.

1 3 )

( 11)
二 〔 [ G不

`

( h / 2 )
,

G 不` ( h ) ]
.

我们利用下列等式 :

` 不
l (六)

( 2 (无一 G (
:
) ) )

一去d , ~ T +
(五) 十 T _

(五) 一 a
·

T (入)
.

( 4
.

14 )

令 乙 ( ·
,

无) 一

{{
不’ “ ’

(卜
。 (

!
) )

一 、 d ` 一

仁
(二 )

(卜
!
)
一 ,

晶
e ; !

(
!
) d

` .

分部积分得

: (
二 , 。 ) 一 2 ( , 一 。 (二 ) )`共

。 ;
:

(
,
)一

:

二
(二 , + 2

{!
.

(。 一
`
) `共

。 ; !

(
`
) d

: ,

( 4
.

巧 )

U百 J 。 ` 留 , Q犷

用 乙(
二 ,

幻 替换 ( 4
.

14 )式左边并对其两边求关于 h 的偏导数得

劣汤 ~
1

g (二 )

+ 了万( * 一 ` 份 ) )壹
·

2K (
二 ,

* ) ( 4
.

16 )

其中

2K (
二 ,

, ) 一了万 (* 一 。 (
二
) )

一`类 ` ; : (
,
) !

,

、
二 )

d J`

十了万 !
( * 一 : ) *其

d J ,

G不
,

(
,
) d

, 一 T二(无) 一 T仁( h ) + 日
·

T
,

(人)
-

直接计算 类
d S’

G不,
(
s
) 和

d
3

d s 3
G护(

:
)

,

并利用条件 ( 4
.

1) 估计有
,

当 , > h / 2时成立 :

!器
G ; !

(
!
)
}
、 c

·

`月
·

G ; !
( ` ,

,

1器
G` !

(
`
,
}
` C

·
`
一

G ;
!

(̀ ,
·

又当
二 》 G不,

( h / 2 ) 时
, g ( 二 ) 》 g ( G不

,

( h / 2 ) ) 》 h / Z G不
,

(无)
.

综合引理 4
.

5 得

I犬
:

(
二 ,

。 ) I 《 c
·
。一异[ G ;

,

(。 ) 十 ` : ,
(* ) ]

,

}
二。

{ 《 c
·

h一 ,

( G下
,

( h ) + G二,
(五) ) , 0

.

( 4
.

1 7 )

( 4
.

1 8 )

由 , , 一

俘
( ; 一 。 (二 ) )

一 * ( 1 一 。 ( 二 )

Z

· x 。
) - 一 g ( , )

l,
, I ( c

·

: ( G ; ,

(人) )
·

六一登( ` 不
,
(无) + G二,

(无) )簇 c

·

尤
2

(
x , h ) 可得

·
再一寸( 1+ ` 二,

(人) /G不
,
(无) )一 0

.
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这样便证明了 () 1
.

另一方面
,

由 ( 4
.

1 6 )式可得

劣几几
~ 一

置兰业 _ 了万了(种

9
3

( 二 ) 9
2

( , )

+ y。
.

K Z

( x , h ) + y
·

( , 一 G ( , ) )合
·

aK (
二 ,
再)

最
一

K Z

(一 ` ’
·

与情况 ( l) 类似
,

经仔细估计可以表明

}
x , 。 } ( C

·

人一 ,

( G不
’

(人) + G 二̀ (入) ) ( l + G二,

( h ) / G不
`
( h ) )

.

证毕
-

引理 .4 9 取 人 一 a r c gt G护( h / 2 )/ 了下
,

并记

· (占
·
) 一

!)
一“ 一( 中

, 、 , d价
, · (占

一
, 一

{;
+ 。 _ r Z

(一 , d`
,

那么
,

才 ( :
、
) > 斌了

·

G ;
,

( * )
,

汉 ( 。
_
) > 了下

·

G二,

( * )
.

证 比较扇形和三角形的面积即可
.

命题

证

Q一 二。。 .

T ( h ) / T
,

(人) 一 。 ,

当 h 一 co 时
.

一 T
产

( h ) ~

2 ,

护

[二
·

g (二 ) + y
z

1
3

. r z
d币

) C

》 C

李 C

一 ({{
一“ +

{;
十。 _

)一
’

一
’ ` ,

·

h一 ,

( ( G不
,

(人 / 2 ) )
, ·

A (占+
) + ( G二

,
( h / 2 ) )

, 一

A (占
一

) )
·

无一 ` ·

再一合( ( ` 不
`

(人) )
,

+ ( G 二̀ ( h ) )
,

)

》 c
·
人一 百( G不

`

( 入) + G 二`

(人) )
, .

最后一式是因为 (
。 + b)

3 《 4 ( 了 十 夕 )
.

结合引理 4
.

1
,

4
.

2 及 .4 8 得

1Q I 镬 C /G不
`

( h ) , 0
.

引理 4
.

1 0 x。 一 T ( h )
·

y
,

y 。 - 一 T ( h )
·

g (
二
)

.

证 y ~ 分 ~
x 。 ·

日 + x 、 ·

石~ 彻 / T (的
,

一』 ( , ) ~ 夕 ~ 夕, .

日十 夕* ·

汤~ 夕,

/了( h )
,

从而引理得证
.

5 单调扭转性质

本节证明方程 ( 3
.

6 )的 p o i n e a r亡 映射在 h >> 1 处单调扭转
.

若记 乡 ~ 8 ( t ;日。 ,
A 。

)
,
才~

刁 (t ; e 。 ,
AO) 为方程 ( 3

.

6 )的以 ( d
。 ,

0A ) 为初值的解
,

则只须证明
门

丝红班妹应2 > 0
.

a A 。

a ;

( t ) ~ 一
T

’

( h (
t ) )

T `
( h ( t ) )

l 一 x 。 ·

p ( t ) + 二鱼上卫迹二赵迎、
.

T
,

( h ) /
’

` :

( t ) ~ 一

x a * ·

P ( t )

T (` (
t ) )

( 5
.

1 )
, 。 3

( t ) 一 x 。 , ·

p ( t )
。
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从方程 (3
.

6)可得

口汉
。

一a ,

( t )
·

引理 5
.

1 五m A ( z : 日。 ,

A , .

+ a Z

( t )
·

日, 。 ,

才汉
。

- 一 a Z

( t ) A
, 。

十 a ,

( r )
·

A口 ~ co 对 `
一致地成立 ;且 V t , , t Z ` 0[

,

门

日A .O

成立 :

( 5
.

2 )

h (
t ; ; 日。 , A 。

)
h ( 多

2
; 日。 ,

A 。

)
一 l + o ( l )

,
T ( h (

` ;
) )

T ( h (
t Z ) )

`二 C
廷达纽泣
A ( h (

t :

) )
< C

证 记 、 一 斌下
.

由 乙( , ) 一 ,
·

; (` ) 得

之一 ,
.

, ( , ) / 2了下
.

由于 } , }毛 丫百元及 (P )t 的有界性知 }幻 ( c ,

从而

}又 ( t ) 一 孟 ( 0 ) } 《 C 对 , 〔 [ 0
, l ] 成立

.

易知

h ( , 1

) / h (
t Z

) 一 l + o ( 1 )
, V t , , , 2 〔 [ o

,

l ]
.

由引理 4
.

2 知
, ` : , , 、 、 , , “ , , 、 、 , 户

.

二些空
』
力

.

无 <立之T ( h (
r l
) ) / T ( h (

, 2

) ) ( C
.

书于兴
:

将过
· ` “

李卫分
.

才 (为(
, :

) )
,

( , l

)
’

( l ) 若 h ( , 、

) ( h (
t Z

)
,

则 A ( h (
t ,

) ) / A ( h ( :
2

) ) 《 l
,

进而

T ( h (
t、
) ) / T ( h (

` : ) ) ( c
·

( l + o
( 1 ) ) ( c ,

( 2 ) 若 h (
, ,

) > h (
, z )

,

由 T
’

( h ) < o 知

T ( h (
t l

) ) / T ( h (
, 2

) ) =< l ,

由引理 4
.

2 还可导出
, ` ; , . 、 、 , , “ r

,
、 、 ` 。 。

到么三过2
。

业之 , 。
才 ( h (

t:

) ) / A ( h ( ,: ) ) ( c
.

士于份
二
搜芍

.

于卜代, < C
.

T ( h (
, 2

) ) h (
t 、

)

综合起来
,

完成了引理的证明
。

引理 5
.

2 ( i )
。 1

( t ) > o ,

当 A 。

>> l 时 ;

( 11 )
a ,

( t ) , 0 , a Z ( t ) . 0 , a :
(
: 1

)
· a ,

( t Z

) , 0
-

当 过。

一 + co 时
,

V t , r : , , 2 〔 [ 0
, 1 ] 一致成立

.

证 利用 ( 5
.

1) 式及前面引理易得
,

略去
.

引理 5
·

3 ( i ) 日, 。

(
r ; 日

。 , A 。

) > o , 丫 , 。 〔 ( o , l ]
,

A 。

>> l :

( 11) 口
J 。

(
, ; 日。 , 刁。

) , o ,

当 , 〔 ( 0
,

l ]
,

A 。

一 十 co 时 ;

( 111) A
, 。

(
; ; 日。 , A 。

) 一 l 卜 。
( 1 )

, V t 〔 [ o
,

1 ]
,

A 。 》 l ;

, e。

(
, ; 日

。 , A 。

) 一 1 + o
( 1 )

, V , ` 「0 , l ]
, 刁

。

>> 1
.

证 由差分方程 ( ,
.

2) 知

。才
。

( ,卜
· `石“

` ’ ` ’

!:
一 f“

! “ ’ “ 一 (犷, A· 。

(` , d!

一 ( ` + · ( ` , ,
!;
一 ( , ,

·

A· 。

( : , d , ,

,
·

J。 (君)

一
“̀` 2“ ’ ` ’

(
1 +

!:
· `孟

` 2“ ’ dt 一 (` ,
·

“ · 。

(犷 ,` ,

)
一 1

一

, 。
( 1 ) + ( 1 + 。

( ` ) )
{;
一 ( , ,

{;
一 ( , ,

·

A· 。

( : , d ,
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a t ho r

集

一 ’ 丰 ·
(, , +

·
( , ,
!: {;

A·。

(! ) d了
,

` A · 。

( , , 一 ` + ·
( ` ,

, ” · 。

(考 , 一 ( ` + ·
( ` , ,

{:
一 (` , d ; > 0 (及一 。 )

·

类似地
,

利用关于 日。 的差分方程可证明 氏
。

( t) ~ l 十 口
( 1)

.

6 定理 的 证 明

由引理 5
.

3 ,

不妨设当 A 。

> m > 0 时
,

方程 ( 3
.

6 )的 P o
in ca r 已映射 p 单调扭转

.

下面先

把 尸扩充为全柱面上单 调扭转的正合辛映射
.

记 P (日
。 , A 。

) ~ (夕
1 , A ;

)
.

令 r ,

~ R , x { m }
,

由引理 乡
.

3 ( iii )
, P 将 几 映为一星形曲线

,

换句话说
,

有以 1为周

期的周期函数 g : lR , lR 使得

P ( r
,
) ~ g r a p h ( g (日) )

.

令

P ;

( 8
。 , A 。

) ~ ( 8
。 ,

A 。
一 g (日

。
) 十 m )

,

取 尸,
~ p o p ,

则 p Z

映 r . 到它自身
,

并且保面积
,

故为 云〔m
,

十 oo ) 上正合辛同胚
,

且单

调扭转
,

因为

鱼
卫

丝
2

(旦吐二 ) _ 鱼业里望
旦

巡迎 > 0

台A o
口A 。

将 P
:

关于 r .
做对称扩张得 尸 , ,

即

p ,

(日
。 , A 。

) 一 P Z

( 8
。 , A 。

)
, A 。

) m ; P 3

(日
。 , A 。

) ~ (
, , o P Z

(口
。 ,

一 A 。
+ 2 , )

,

Zm 一 二 20 p Z

(日
。 ,

一 A 。
+ Zm ) )

, A 。
< m 时

.

令
1一2’

V由于
口日x

OA

P ;

一 , O (当 A 。

一 co 时 )
,

不妨设 m 充分大使得 】。日
,

} d A

(日
。 , A 。

) ~ { 8
。 ,

才。

}
, 才 。

) m ; P 一

(乡
。 , A 。

) ~ ( 8
。
一 m + A 。 ,

A
。

)
, A 。

< m ;

P ,
~ P . o P , -

可 以看出
,

当 A 。
< m 时

, 处止鱼鱼匕丝应 > 生
OA o Z

> 0

最后
,

令 尸
`
一 ”伽 尸 , ,

则 尸。

就是所需的 尸的扩张
·

而且 由于 ` ( )t 一

命
( `一 .x’

, (` ) ) ) c / T (` ( A
。

) )
,

有 “ !

一 ” 。
+

{;
`d , ` ” 。

+ c ` T (“ A 。

, ,一 + co ( A。一 + co ) ; 而当

A
。

, 一 co 时
,
为

。 尸`

( 00
,
A

。

) , 一 co
,

这样便证明了

引理 `
.

l p `
为全柱面单调扭转的正合辛同胚

,

且保持两端不变并无限扭转
.

定理 A 的证 利用 B an g er
t
1[’] 对文献 〔1 1

, 1 21 的统一处理形式
,

说明对于任何 。 `

R
,

有一个 p 。
的以 。 为旋转数的 M at h er 集 M*

.

下面只需表明
,

对充分大的 。 ,

M
.

完

全位于 lS x [ m
,

+ co ) 即可
.

令 。 。
~ m a x

夕。〔 10
一
i J

(二
l o p 臼

。 , m ) 一 日。

) + 2
,

则当 过。

< m 时
,

对任何 口
。

成立 :

二 : o P `

( 8
。 , A 。

) 一 日。 < 。 。
一 2

-

( 6
.

1 )
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、 ,Z,
.2lz

当 。 > 。 。

时
,

对于 M
。

上任一点
z ,

存在 N > o 使得 尹 ~ 尸合(幻 满足

, 1 0 P 6

(
z *

) 一 二 ;

(
z *

) > 炳
.

否则
, 。 ~ il m (二 lo 尸言(幻 一 晚 (幻 ) /

n 《 功。 ,

将与 。 选取矛盾
。

又因为对 M
。

存在整数 萝使得

( 6

上任一点

二 ,

(
z *

) ( 二:

(
z :

) 一 夕《 , :

(
z *

) + 1
.

( 6
.

3 )

又 P `

在 M
.

上保序
,

所以

, ; o P `

(
: *

) ( 二: o
P

`

(
: :

) 一 夕( 二 : o p `

(
z *

) + 1
.

( 6
.

4 )

结合 ( 6
.

2 )
,

( 6
.

3 )及 ( 6
.

4 )式得 二 10 P 6

(
: ,

) 一 二 1

(
2 1

) 妻 。 。
一 1 ,

由 ( 6
.

1)式得 处 (
2 1
) > m

,

从而

证明了 M
o

c lR x 〔。
,

+ co )
.

定理 B 的证 这是文献 [ 1 8
, 1 9] 的结果在前面已得到的性质下的直接推论

,

注意到文献

【1 9] 虽然只对有限环域的情形给出不变圆的非存在性与非 iB kr h of f 周期轨道存在性的等价

性
,

其方法结合文献 〔 181 说明对无限环域也有上述结论
.

致谢 作者对导师丁同仁教授的悉心指导和热情鼓励
,

深表感谢 ;并对钱定边和柳彬博士

的极有帮助的阅读初稿亦表示感谢
.
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