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摘要    建立了以无相互作用谐振子系统为工质, 包含热阻、内不可逆性和热漏的不

可逆量子卡诺热机模型. 基于开放系统量子主方程和量子半群方法, 得到了该量子热

机循环的输出功率、效率、 损失率和生态学函数等重要性能参数的一般表达式, 给出

了数值算例. 在经典极限下, 利用数值计算得到了热机循环最优生态学性能, 分析了

内不可逆性和热漏对热机生态学性能的影响特点, 并比较分析了最大生态学函数和最

大输出功率两种目标下的热机最优性能. 
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自 20 世纪 70 年代以来, 许多学者用有限时间热

力学理论分析研究了热力系统的性能优化问题[1~22]. 
然而以唯象定律为基础的经典热力学和以平衡态统

计为出发点的经典统计力学不是普适的, 对一些特

殊领域和系统, 比如极低温领域、激光系统、磁性系

统、超导系统等, 经典热力学理论不适用. 在这些领

域或系统中, 物质服从量子统计规律, 在研究中需考

虑物质的量子特性. 在考虑物质的量子特性的基础

上, 一些学者将有限时间热力学的研究对象从经典

热力系统扩展到量子热力系统. 1984 年, Kosloff[23]首

次提出了一个以无相互作用谐振子系统为工质的“量
子热机”模型 , 并得到了其功率和效率的表达式 . 
1992 年, Geva和Kosloff [24]首次用有限时间热力学理

论研究了以无相互作用1 2 自旋系统为工质的量子卡

诺热机性能. 之后, 大量文献研究了以无相互作用谐

振子系统为工质的量子热机[25~32]、量子制冷机[32~34]、

量子热泵[32,35]和以无相互作用1 2 自旋系统为工质的

量子热机[36~40]、量子制冷机[41~43]、量子热泵[36,44,45]的

有限时间热力学性能. 另有一些文献研究了激光制

冷系统[46]、三能级系统量子热机[47]、多能级系统量子

热机 [48]热力学性能和量子热机能够做功的条件 [49]. 
1999 年, Şişman和 Saygın[50]建立了以理想量子气体

为工质的埃里克森循环模型, 研究了理想波色气体

和理想费米气体量子简并性对循环性能的影响. 此
后大量文献研究了理想量子气体为工质的量子热     
机[51~53]和量子制冷机[54,55]的性能. Bender等人[56]则建

立了以一维势阱中粒子为工质的量子卡诺热机模型, 
并得到循环输出功、效率和熵产, 其中效率与经典卡

诺热机效率形式类似.  
以不同目标优化热力循环性能是有限时间热力

学研究的一个重要方面. 除了功率、效率、熵产率等

目标外 , Angulo-Brown[57] 在研究热机时 , 以 E′ =  
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cP T σ− (其中 热机输出功率, 为低温热源温度, 

σ 为熵产率)为目标优化了热机的性能, 由于该目标

在一定意义上与生态学的长期目标有相似性, 故称

其为“生态学”最优性能. 因为没有注意到能量和

P cT

的

区别, 将功率( )和非 损失放在一起比较是不完备

的, 文献[58]对此做出了订正. 文献[59]基于 分析

的观点, 建立了各种循环统一的 分析生态学目标函

数 0/ / / 0 ,τ τ τ′′ = − Δ = −E A T S A T σ  其中 A 为循环输

出 , 为环境温度, 为循环熵产, 0T SΔ τ 为循环周

期 . 对热机而言 A Pτ = , 故有 E P= − 0T σ . 此后 , 

一些文献继续研究了经典热力循环的生态学优化问

题[60~70]. 生态学目标也被用于量子热力循环性能优

化, 文献[34]研究了无相互作用谐振子系统为工质的

量子卡诺制冷机的生态学优化性能, 文献[44]研究了

无相互作用1 2 自旋系统量子卡诺热泵生态学优化性

能, 文献[71]研究了1 2 自旋系统为工质, 循环由两

个等温过程、一个绝热过程和一个等磁场过程组成的

量子热机的生态学性能, 文献[72]研究了理想费米气

体为工质的不可逆量子奥托热机的生态学优化性能.  
在分析量子热力循环时, 除热源与工质间传热

损失外, 一些文献考虑了工质系统内部损耗和旁通

热漏等不可逆损失. 文献[36]假设量子循环绝热过程

存在内摩擦, 研究由两个绝热分支和两个等磁场分

支组成的1 2 自旋量子布雷顿热机和热泵循环的性能, 

文献[30]考虑绝热过程中内摩擦, 研究了谐振子系统

量子布雷顿热机性能, 文献[31]考虑内摩擦, 研究了

不可逆谐振子奥托制冷机的循环性能特征. 文献[26] 
在分析谐振子卡诺热机 经济最优性能时, 考虑高、低

温热源之间弱耦联作用, 引入了旁通热漏. 一些文献

建立了包含热阻、内部不可逆性和热漏的较完备的量

子布雷顿热机[29]、制冷机[33]和量子卡诺热机[37]模型. 
本文将在文献[26,29,34,36,44,71,72]的基础上, 建立

以无相互作用谐振子系统为工质, 包含两个等温过

程和两个绝热过程的不可逆量子卡诺热机循环模型, 
考虑了热源与工质间热阻、绝热过程中量子“非绝热”
现象导致的内摩擦和高、低温热源之间旁通热漏, 分
析和优化该循环的生态学性能. 本文结果具有一定

的普适性与包容性, 对实际量子热机的设计工作具

有一定的理论指导意义.  

1  谐振子系统中的热力学第一定律 
根据量子力学理论, 无相互作用谐振子系统的

Hamilton算符可以表示为[73]

 S
ˆ ˆ ˆ ˆ,H N aω ω += = a  (1) 

式中ω 谐振子圆频率, â+ 和 分别为谐振子占有数

产生算符和湮灭算符 , 满足对易关系

â

ˆ ˆ[ , ] 1,a a+ =  

ˆ ˆ ˆN a a+= 为粒子数(占有数)算符, 为 Planck 常数. 
谐振子系统的能量为 

 S S
ˆ ˆ( ) ( ) ,E H t N t nω ω= = =  (2) 

式中 ˆn N= 为平均粒子数, 由量子统计力学, 谐振

子系统的平均粒子数表达式为[74]

 B/1 (e 1) ,ω= −k Tn  (3) 

式中 为 Boltzmann 常数, T 为绝对温度.  Bk

海森堡表象中 , 任意算符 X̂ 的时间演化方程   
为[23]

 S

ˆ ˆd ˆ ˆ ˆ ,
d
X i X

DH X L
t t

∂⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ ∂
， X  (4) 

式中 是逸散项, 取决于外热源和谐振子系统之

间的耦联作用.  
D

ˆL X

在(4)式中, 取 S
ˆ ˆ ˆ ,X H Nω= =  可得谐振子系统

能量变化率: 

 S
S D

d d dˆ ˆ ( ) .
d d d
E

H N L
t t t

ω ω= = + N̂  (5) 

(5)式右侧第一项 

 d ˆ
d d
ω ω= =

WN n
t t

d  (6) 

是粒子数分布不变而能级改变引起的内能变化, 对
应于系统与外界单位时间内交换的功. 右侧第二项 

 D
dˆ( )
d

ω ω= =
QL N n
t

 (7) 

是能级不变而粒子数分布改变引起的内能变化, 对
应于系统与外热源间的热流.  

2  不可逆谐振子卡诺热机模型 

不可逆谐振子卡诺热机工质为无相互作用谐振

子系统, 图 1 为不可逆谐振子卡诺热机循环中平均粒

子数和谐振子圆频率的关系示意图. 循环由两个等 
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图 1  不可逆谐振子卡诺热机循环图 
 
温过程和两个不可逆绝热过程组成. 热机工作于温

度分别为 和 的两热源 和 间. 设热源热容

很大, 内部弛豫很强, 工质对它们扰动可以忽略, 热
源可近似作为平衡态. 在两个等温过程中, 工质内部

温度分别为 和 . 为表述方便 , 令

hT cT hB cB

hT ′ cT ′ B1 ( )i ik Tβ = , 

下文中称 β 而不是 T 为“温度”. 则由热力学第二定

律, 对于热机循环有: c c hβ β β′ ′> > h ,β>  其中 hβ ′ 和

cβ ′分别为等温过程1→2和3→4中工质系统的“温度”. 

本文不考虑工质系统的玻色-爱因斯坦凝聚 , 即设

c eβ β′ < , 其中 e B e1 ( )k Tβ = eT, 为临界温度. 也不考

虑相对论效应.  
在等温过程1 中, 工质系统与热源相耦联产

生热量交换, 由(7)式可得传热过程中工质吸热量为 
2→

 

2 2

1 1
h

h

2 1
2 1

h 2 1

1 1d ln 1 d

1 1 11 ln ln ln ,
1

n n

n n
Q n n

n

n n
n n

n n

ω
β

β

⎛ ⎞= = +⎜ ⎟′ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + +
= − +⎜ ⎟′ +⎝

∫ ∫

2

1

n
n ⎠

 
(8)

 

式中 h 1
1 1 (e 1)n β ω′= − 和 h 2

2 1 (e 1)n β ω′= − 分别为工质

系统在状态点 1 和 2 的粒子占有数. 由(6)式可得在该

过程中系统对外界环境做功为 

 
h 1

2

h 21
12 2 1

h

1 e 1d ln (
e 1

W n
β ωω

β ωω
).ω ω ω

β

′

′
−

= − = + −
′ −∫  (9) 

对于绝热过程 2→3 和 4→1, 工质系统与热源不

相耦联, 为热力学绝热过程. 但根据量子绝热理论, 

如果谐振子圆频率在此过程中随时间变化不是极为

缓慢的, 不满足量子绝热近似条件[48,73], 就会产生量

子“非绝热”现象, 导致在绝热过程中工质系统粒子数

的改变. 根据(7)式, 系统内部会产生热量, 而在此过

程中, 系统和外界热源没有热量交换, 因此还称此过

程为绝热过程. 这一量子“非绝热”现象对量子热机循

环的影响类似于经典热机的内摩擦损耗, 因此假设

在绝热过程中工质系统存在内摩擦; 但考虑到传热

过程进行较绝热过程缓慢, 假设在传热过程中工质

系统内部不存在内摩擦. 分别设绝热过程 2→3 和 4
→1 所用时间为 aτ 和 bτ , 设谐振子圆频率ω 随时间

线性变化:  

t

 ( ) (0) ,t tω ω ω= +  (10) 

设绝热过程中谐振子系统的粒子数变化率为[36]

 
2

,n
t
μ⎛ ⎞= ⎜ ⎟′⎝ ⎠

 (11) 

式中μ为内摩擦系数, t′为过程经历的时间. 则粒子

数随时间的变化关系为 

 
2

(t) (0) .n n
t
μ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟′⎝ ⎠

t  (12) 

在(12)式中, 分别取 at τ= 和 bt τ= 可得 

 
2

2 3
a

,n n μ
τ

= −  
2

4 1
b

,n n μ
τ

= −  (13) 

式中 c 3
3 1 (e 1)n β ω′= − 和 c 4

4 1 (e 1)n β ω′= − 分别为工质

系统在状态点 3 和 4 的粒子占有数. 
联立(3)和(13)式可得 

 
c 3 c 3

c 3

2
a

2 2
h a

e (e1 ln ,
(e 1)

β ω β ω

β ω
τ μ

ω
β τ μ

′ ′

′
− −

=
′ − −

1)
 (14) 

 
h 1 h 1

h 1

2
b

4 2
c b

e (e1 ln .
(e 1)

β ω β ω

β ω
τ μ

ω
β τ μ

′ ′

′
−

=
′ − −

1)−
 (15) 

由(5), (10)和(12)式可得在 2→3 过程中系统对外

界环境做功为 

 

a a
23 0 0

22
3 2

2 3 3
a a

d d

(
( )

2 2

W n n

n

τ τ
ω ω

μ ω ωμω ω
τ τ

= − −

⎛ ⎞ +
= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫
)

,

n

 
(16)

 

4→1 过程中系统对外界环境做功为 

    b b
41 0 0

d dW n
τ τ

ω ω= − −∫ ∫  
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22

4 1
4 1 1

b b

(
( )

2 2
n

)
.

μ ω ωμω ω
τ τ

⎛ ⎞ +
= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (17) 

由上可知在绝热过程中系统对外界做功可分为两部

分, 一是由于圆频率ω 的减少, 外界对系统做功, 另
一部分是量子非绝热现象导致粒子数 的增加即克

服摩擦力所做的功.  
n

对等温过程 3→4, 由(7)式可有传热过程中工质

放热量为 

 

4 4

3 3
c

c

3 34
3 4

c 3 4

1 1d ln 1 d

1 111 ln ln ln .
1

n n

n n
Q n n

n

n nn
n n

n n

ω
β

β

⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟′ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ ++
= − +⎜ ⎟′ +⎝

∫ ∫

4n ⎠

 
(18)

 

由(6)式可知在该过程中系统对外界环境做功为 

 
c 3

4

c 43
34 4 3

c

1 e 1d ln (
e 1

W n
β ωω

β ωω
).ω ω ω

β

′

′
−

= − = + −
′ −∫  (19) 

除了热阻和内摩擦外, 设高、低温热源间还存在

直接的旁通热漏.  
本文的模型类似于考虑热阻、热漏和内不可逆性

的经典不可逆卡诺热机循环[5,63,75~78].  

3  循环周期 
要得到传热过程进行的时间, 须解出粒子数随

时间的演化方程. 根据量子半群理论, (4)式中的逸散

项可以写为 

  (20) ( )D
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ,α α α α α

α
γ + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ， ，L X Q X Q Q X Q

式中 Q̂α
+ 和 Q̂α 分别是定义在系统希尔伯特空间的算

符和对应的厄米共轭算符, αγ 是正的唯象系数.  

联立(4)和(20)式, 并取 ˆ ˆQ aα
+ += , , 有 ˆ ˆQα = a

 
(

) ( )

ˆ ˆd ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆi
d

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ , ,

ω γ

γ

+ +
+

+ + +
−

∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

，
X Xa a X a X a
t t

a X a a X a a X a

,

ˆ, .
 
(21)

 

对(21)式取 ˆ ˆ ˆ ˆX N a a+= = , 利用对易关系 ˆ ˆ, 1+⎡ ⎤ =⎣ ⎦a a , 

, , 取平均值可得 ˆ ˆ ˆ,N a a+ +⎡ ⎤ =⎣ ⎦
ˆ ˆ,N a a⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ ˆ

 D
ˆ ˆd d 2( ) 2n N t L N n .γ γ− + += = = − − + γ

,

 (22) 

对(22)式积分可得 

  (23) 2( )
e 0 e( ) e tn n n n γ γ− +− −= + −

式中 是 的初始值, 0n n e ( )n γ γ γ+ − += − n是 的渐近

稳定值(即 t→∞ 时, 的值). 在等温过程中, 应满

足热力学平衡态的统计分布规律. 对于等温传热过

程 1→2 和 3→4 分别有 

n en

 e
1 ,

e 1j
n β ω′=

−
 (24) 

式中 ,j h=  分别对应等温过程 1→2 和 3→4. 与式c

e (n )γ γ γ+ − += − 相比较可得 

 e jqa ,β ωγ ′
+ =  (25) 

 (1 )e jqa ,β ωγ ′+
− =  (26) 

式中 a, q 均为常数 . 因为 , 0,γ γ+ − >  要求  

时, 

0;a >

jβ ω → ∞ 0,γ + →  ,γ − → ∞  要求 . 0 1q> > −

将(25)和(26)式代入(22)式可得 

 
ˆd

2 e [(e 1) 1],  h  c.
d

j jqN
n a n j

t
β ω β ω= = − − − = ,  (27) 

因为 

 d d ,
d d

nn
t
ω

ω
= ×  (28) 

可知等温传热过程 1→2 和 3→4 历经的时间分别为 

 

2

1

1 1

h h2 2

h

ln[( 1) ]

ln[( 1) ]

d d d

1 d ,
2 e (e e )(1 e )

n n

q m mm mn n

n
n

m
a

ω

ω

α α

ωτ ω

+

−+

=

=
− −

∫

∫
 

(29)
 

 

4

3

3 3

c c4 4

c

ln[( 1) ]

ln[( 1) ]

d d d

1 d ,
2 e (e e )(1 e )

n n

q m m m mn n

n
n

m
a

ω

ω

α α

ωτ ω

+

′ ′ ′ ′−+

=

′
=

− −

∫

∫
 
(30)

 

式中 h ,m β ω′=  c ,m β ω′ ′=  h h h 1,α β β ′= <  cα =  

c c 1.β β ′ >  

故有循环周期为 

h 1

h hh 2

c 3

c cc 4

a b h c

a b

1 d
2 e (e e )(1 e )

1 d .
2 e (e e )(1 e )

q m m m m

q m m m m

m
a

m
a

β ω

α αβ ω

β ω

α αβ ω

τ τ τ τ τ

τ τ

′

−′

′

′ ′ ′ ′−′

= + + +

=
− −

′
+ +

− −

∫

∫ +

 

(31)

 

考虑高温热源与低温热源间的热漏. 高、低温热

源分别为热声子系统 和 , 热漏是两热源经热机

的偶联而产生. 设
hB cB

h ( )tω 和 c ( )tω 分别为高、低温热源
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的热声子频率,   ĥ ,b+
ĥ ,b−

ĉb+ 和 分别为高、低温热

源热声子的产生算符和湮灭算符, 

ĉb−

c c
c 1 (e 1)ω β= −n

为低温热源的热声子占有数, 类似以上工质与热源

耦联的计算, 在热扰动不大的假设下, 可得 

  (32) h c h c
c c2 e [(e 1) 1],n c nλ β ω β ω= − − −

式中  c 和λ为常数. 联立(7)和(32)式可得高温热源流

向低温热源的热流(即热漏率)为[6,26]

h c h c
e e c c e c c2 e [1 (e 1)Q C n C c nλ β ω β ωω ω= = − − ],  (33) 

式中 为描述热漏大小的无量纲系数. 根据热源模

型的假设, 两热源均可看为近似平衡态, 即
eC

c ,ω  hβ

和 cβ 均可视为常数, 可知 为常数. 在一个周期中, 

热漏量为 
eQ

 h c h c
e e e c c2 c e [1 (e 1) ] .Q Q C nλ β ω β ωτ ω τ= = − −  (34) 

4  不可逆谐振子卡诺热机一些重要的性能
参数及分析 

联立(9), (16), (17)和(19)式, 可得每循环热机对

外界环境做功为 

12 23 34 41

2 2
3 a 1 b

3 2
h 1 a c 3 b

2 2 4
3 1 4 1

a b

 d

1 1ln ln ( )

 (1 ) ( )(1 ) .

W W W W W W

n n
n n

n n

τ μ τ μ
ω ω

β τ β τ

ω ω
ω ω μ

τ τ

= = + + +

− −
= + −

′ ′

⎛ ⎞
× + − − + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫
−  

(35)

 

联立(31)和(35)式可得热机输出功率为 

 

2 2
3 a 1 b

h 1 a c 3 b

3 2 3 1 4 1

2 12 4

a b

1 1ln ln

 ( )(1 ) ( )(1

 .

P W

n n
n n

n n )

τ

τ μ τ μ
β τ β τ

ω ω ω ω

ω ω
μ τ

τ τ
−

=

⎡ − −
= +⎢ ′ ′⎣

− − + − − +

⎤⎛ ⎞
− + ⎥⎜ ⎟

⎥⎝ ⎠⎦

 

(36)

 

(8), (34)式与(35)式联立可得热机效率为 

h e
2 2

3 a 1 b

h 1 a c 3 b

2 2 4
1 4 1

a b

( )

1 1ln ln

 ( )(1 )

W Q Q

n n
n n

n

η

τ μ τ μ
β τ β τ

ω ω
ω ω μ

τ τ

= +

⎡ − −
= +⎢ ′ ′⎣

⎛ ⎞
− − + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

h c h c

3 2 3

2 1
2 1

h 2 1
1

e c c

( )(1 )

1 1 11 ln ln ln
1

2 c e [1 (e 1) ] .

n

n n
n n

n n

C nλ β ω β ω

ω ω

β

ω τ
−

⎤− − + ⎥⎦

2

1

n
n

⎧ ⎛ ⎞+ + +
× − +⎨ ⎜ ⎟′ +⎩ ⎝

⎫⎪+ − − ⎬
⎪⎭

⎠
 

(37)

 

热机的熵产率为 

h c h c

c c B h h B e B c h

c B 3 34
3 4

c 3 4 4

1h B 2 1 2
2 1

h 2 1 1

e B c c c h

[ ( )]

1 11
ln ln ln

1

1 1 1
 ln ln ln

1

2 c e [1 (e 1) ]( ),λ β ω β ω

σ β β β β τ

β
β

β
τ

β

ω β β

−

= − + −

⎡ ⎛ ⎞+ ++
= − +⎢ ⎜ ⎟′ +⎢ ⎝ ⎠⎣

⎤⎛ ⎞+ + +
− − + ⎥⎜ ⎟′ + ⎥⎝ ⎠⎦

+ − −

Q k Q k Q k

k n nn
n n

n n n

k n n n
n n

n n n

C k n − (38)

 

则有生态学目标函数为 

B 0

h 2 1 2
2 1

0 h 2 1 1

c 3 34
3 4

0 c 3 4 4
2 2

23 a 1 b 2 4

h 1 a c 3 b a b

1
3 2 3 1 4 1

( )

1 1 1
ln ln ln

1

1 11
 ln ln ln

1

1 1 ln ln

( )(1 ) ( )(1 )

σ β

β
β β

β
β β

τ μ τ μ ω ω
μ

β τ β τ τ τ

ω ω ω ω τ −

= −

⎡ ⎛ ⎞+ + +
= − +⎢ ⎜ ⎟′ +⎢ ⎝ ⎠⎣

⎛ ⎞+ ++
− − +⎜ ⎟′ +⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + − ⎜ ⎟′ ′ ⎝ ⎠

⎤
− − + − − + ⎥

⎦

E P k

n n n
n n

n n n

n nn
n n

n n n

n n
n n

n n

+

h c h c
e c c c h 02 c e [1 (e 1) ]( ) ,λ β ω β ωω β− − − −C n β β

 

(39) 
式中 0 B 01 ( ) ,k Tβ =  为环境温度. 0T

由(36), (37)和(39)式可知, 对于给定βh, βc, β0, q, 
a, c, λ, 1ω , 3ω , hω , , eC μ , 热机输出功率、效率

和生态学目标函数均是 hβ ′ , cβ ′的函数, 但由于循环

周期τ 的表达式中积分式无法给出解析式, (36)~(39)
式均含有无解析式的积分式, 无法给出生态学目标

函数与效率、功率间的最优关系式, 只能在给定一些

参量条件下通过数值计算的方法求得输出功率、效率和

生态学目标函数值的最大值. 图 2 是
emax, 0, 0CE E μ = =

与 hβ ′ , cβ ′的三维关系, 其中 为内可逆情况

下热机生态学函数最大值. 计算中取  
emax, 0, 0CE μ = =

2,a c= = =q  

0.5,λ = −  h B1 (2 ) ,kβ =  c B1 ,kβ =  0β = B1 (0.5 ) ,k  
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a b 0.01,τ τ= =  1ω = 104 10 ,×  3 1.5ω =   
1010 ,× cω =  

 
101 10 ,× 0.03,μ =  0.005. 从图 2可以看出, 给定

高、低温热源“温度”和其他参数时, 在热机循环两个等

温过程中工质“温度”

eC =

hβ ′ , cβ ′ 存在唯一的一组最佳值, 

使得生态学目标函数达到极大值, 对应热机最佳生态

学性能 . 另外从图 2 可以看出 hβ ′  (或 cβ ′ )给定时 , 

cβ ′ (或 hβ ′ )存在一个最佳值, 使得生态学目标函数达到

极值, 且此时 cβ ′ (或 hβ ′ )较接近热源“温度” cβ (或 hβ ).  
 

 
 

图 2  E/Emax,μ=0,Ce=0 与βh′, βc′的三维关系 
 

5  经典极限下不可逆谐振子卡诺热机生态
学性能优化 

当两热源的温度较高时, 对应经典极限, 此时有

1.βω  利用(14)和(15)式取一级近似, 可以简化热

机循环的特性参数, (8), (18), (35)和(34)式可以简化为 

 2
h 3 a 3 1[ln( ) ln( )] ( ),Q x xy xyμ ω τ ω ω≈ − −  (40) 

 2
c 1 3 1 b[ln( ) ln(1 )] ,Q x yω ω μ ω τ≈ − − y  (41) 

 
2

3 a
2 1

1 b 3 1

[ln( ) ln(1

) (1 ) ln( )]( ) ,

W x xy x x

y x

μ ω τ

μ ω τ ω ω −

= − +

− − − xy
 

(42)
 

 e e c h c c c h

e c h

[2c (1 ) ]( )
( ),

Q C
C

ω λ β ω β β β
α β β

≈ +
= −

−
 

(43)
 

以上各式中 c h c c ,2 (1 )cα ω λ β ω β= +  h c ,x β β′ ′=  

y = c ,β ′  以下各式同.  

在循环周期的计算中 , 由(29)~(31)式在经典极

限下取二级近似可得 

h 2 1 h( ) [2 (1n n a

 
2

h 3 1 a

1 1 ,
2 ( )

x xy
a xy

μ
β ω ω τ

⎛ ⎞
= − −⎜⎜− ⎝ ⎠

⎟⎟  (44) 

 
c 3 4 c

2

c 3 1 b

( ) [2 ( 1)]

1 1 1 ,
2 ( )

n n a

y
a y x

τ α

μ
β ω ω τ

≈ − −

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠

 
(45)

 

 

[ ]

2 2 2 2 2
3 a b c 3 b

2
c a b a b c 3 1 h

2
h 3 a h a b 3 1

1
3 a b h c a b

( )

 ( ( ) )

 ( )

2 ( )( )

τ ω μ τ τ β ω μ τ

β τ τ τ τ β ω ω β

β ω μ τ β τ τ ω ω

.ω τ τ β β τ τ−

⎡= + −⎣

+ − +

⎤− + ⎦

× − − +

x y x y

x x

xy

a x xy y +

 

(46)

 

利用(40)~(43)和(46)式, 在经典极限下(36)~(39)
式对应各热机性能参数可简化为 

{

} {

3 a b h c
2 2

1 b 3 a
2 3

3 1 3 a b

2 2 2 2
a b c 3 b a a

2 2 2
b c a b h 3 a

b a b a b c 3 1 h

h c 3

2 ( )( )[ ln(1

 ) ln( )

 (1 ) ln( )] ( )

( 2 ) [ 2 (

 )] [
 2 ( )] [ ( )

2 (

P a xy y x x

y x xy

x x y

a x y a

x y xy
a xy

a

ω τ τ β β

μ ω τ μ ω τ

ω ω ω τ τ

μ τ τ β ω τ μ τ τ

τ β τ τ β ω τ μ
τ τ τ τ τ β ω ω β

β β ω τ

= − −

− + −

− − × +

× − − −

+ + −
− + − +

+ } 1
a b h a b 3 1)] ( ) ,yτ β τ τ ω ω

−
+ +   (47)

 

 

2
1 b 3 1

2
e 3

1
3 1 e

1 [ ln(1 ) ln( )

( ) ] [ln(

 ln( ) ( ) ] ,
c h

c h

x x y x

xyC x xy

xyC

η μ ω τ

a )

ω ω

α β β τ μ ω τ

ω ω α β β τ −

= − − − −

+ − × −

− + −

 

(48)

 

 
B h c 3 1 h B

2
3 a c B

2 1
1 b e B

[ ( ) ln( ) ln(

 ) ln(1

)]( ) ( ) ,c h

k x k x

xy x k x

y xy C k

σ β β ω ω β

μ ω τ β

μ ω τ τ α β β−

= − −

− −

− + 2−

 

(49)

 

{

}
{

3 a b h c

2
c 0 1 b

2
h 0 3 a

h 0 c 0 3 1

2 3 2
3 a b a b

2 2 2
c 3 b a a b

2 2 2
c a b h 3 a b a b

2 ( )( )[(1

 ) ln(1 )

 (1 ) ln( )

(1 ) ln( )]

 ( )( 2 )

 [ 2 ( )]

[ 2 ( )]
 

E a xy y

x x y

x xy

x x

x y a

x y a

x y xy a
xy

ω τ τ β β

β β μ ω τ

β β μ ω τ

β β β β ω ω

ω τ τ μ τ τ

β ω τ μ τ τ τ

β τ τ β ω τ μ τ τ τ
τ

= − −

+ −

+ + −

− + − −

× + −

− − +

+ − − +
−

}
a b c 3 1 h h c 3 a b

1 2
h a b 3 1 e 0

[ ( ) 2 ( )]

( ) ( ) .c h

a

y C

τ β ω ω β β β ω τ τ

β τ τ ω ω α β β β
−

+ + +

+ − − (50)

 

)]τ α≈ − −  
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在经典极限下, 对于(47)~(50)式, 仍难通过解析

的方法分析各参数对热机生态学性能的影响和生态

学目标函数与其他特性参数间的最优关系式, 故在

以下的分析中采用数值计算的方法. 计算中取 2,a =  

 2,c = 0.5,λ = −  h B1 (1000 ),kβ =  c B1 (320 ) ,kβ =  

0 B1 (300 ) ,kβ =  a b 0.01,τ τ= =  0.1,μ =   

   可 得

13
1 1 10 ,ω = ×

12
3 1.2 10 ,ω = × 12

c 1.1 10 ,ω = × e 0.02,C =

emax, 0, 0CE E μ = = 与 hβ ′ , cβ ′ 的三维关系 , 如图 3, 

为内可逆情况下热机生态学函数最大值. 

比较图2和图3可以看出, 经典极限下, 
emax, 0, 0CE μ = =

emax, 0, 0/ CE E μ= =

与 hβ ′ , cβ ′的三维关系与未取经典时的关系类似. 高、

低温热源“温度”和其他参数给定时, 工质“温度” hβ ′ , 

cβ ′存在唯一的一组最佳值, 使得生态学目标函数达到

极大值. 另外从图 3 可以看出给定 hβ ′ (或 cβ ′ )时, cβ ′  

(或 hβ ′ )存在一个最佳值, 使得生态学目标函数达到

极值, 且此时 cβ ′ (或 hβ ′ )较接近热源“温度” cβ (或 hβ ). 
 

 
 

图 3  E/Emax,μ=0,Ce=0 与βh′, βc′的三维关系 
 

根据(50)式和极值条件 0yE x∂ ∂ =( ) 可得 

 2 31
2 0,

y

E EEE
x UU

+∂⎛ ⎞ = + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (51) 

式中 
2 3 2

3 a b a b
2 2 2

c 3 b a a b
2 2 2

c a b h 3 a b a b

h a b 3 1 a b h c 3 1

h c 3 a b

( )( 2 )

 [ 2 ( )]

 [ 2 (
 ( ) [ ( )
 2 ( )],

U x y a

x y a

x y xy a
y xy
a

ω τ τ μ τ τ

β ω τ μ τ τ τ

{

1 3 a b h c c 0
2

1 b h 0
2

3 a 3 1 h 0
3 2

c 0 3 a b a b

2 2
c 3 b a a b c a b

2 2
h 3 a b a b

2 ( )( )[ (1 )

 ln(1 ) (1 ) ln(

 ) ln( )(1

)] 2 ( )( 2 )

 2 [ 2 ( )] 2

 [ 2 ( )] y

E a xy y x

x y x

xy x

x xy a

xy a xy

y a

ω τ τ β β β β

μ ω τ β β

μ ω τ ω ω β β

β β ω τ τ μ τ τ

β ω τ μ τ τ τ β τ τ

β ω τ μ τ τ τ τ

= − − − +

× − + +

− − + −

− × + −

− − + +

− − + −

}
a b h

c 3 1 h c 3 a b

[

( ) 2 ( )] ,a

τ β

β ω ω β β ω τ τ+ + + (53)

 

{

}

2 3 a b c c 0
2 2

1 b h 0 3 a

h 0 c 0 3 1

2 ( ) (1 ) ln(1

) (1 ) ln( )
 (1 ) ln( ) ,

E a y y x x

y x
x x

ω τ τ β β β

xyμ ω τ β β μ ω τ

β β β β ω ω

= − +

− + + −

− + − − (54)
 

 

3 3 a b h c
2

c 0 1 b
2

c 0 1 b

h 0 c 0 3 1

2 ( )( )[(1

 ) ln(1 )

 (1 ) (1 )
(1 ) (1 ) ln( )].

E a xy y

x y

xy
x

ω τ τ β β

β β μ ω τ

β β μ ω τ
β β β β ω ω

= − −

+ −

− + −

+ + + +

 

(55)

 

(51)式给出了热机循环低温侧等温过程中工质“温
度”y 和两个传热过程中工质“温比”x 间的优化关系. 

由数值计算方法求解(51)式, 由(47)和(50)式可

得 E-P 优化关系, 如图 4 和 5 所示, 计算中除了μ和
Ce, 其他参量取值与图 3 相同, 为内可逆

情况下热机的最大输出功率. 从图 4 可以看出, E-P
优化关系曲线为扭叶型, 存在一个生态学函数极大

值点和一个输出功率极大值点. 另外随着内摩擦的

增加, 热机的最大生态学函数值和最大输出功率都

变小. 从图 5 可以看出, 热漏不影响热机的输出功率, 
但使生态学函数值变小.  

emax, 0, 0CP μ= =

 

 
)]β τ τ β ω τ μ τ τ τ

β τ τ ω ω τ τ β β ω ω
β β ω τ τ

= + −

− − +

+ − − +

+ − +

+ +

 

(52)

 
 

图 4  不同μ, Ce 下 E/Emax,μ=0,Ce=0 与 P/Pmax,μ=0,Ce=0 的优化 

关系 
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图 5  不同μ, Ce 下 E/Emax,μ=0,Ce=0 与 P/Pmax,μ=0,Ce=0 的优化 

关系 
 
同样, 通过数值求解(51)式, 并根据(48)和(50)式

可以得到 E-η优化关系曲线, 如图 6 和 7 所示, 计算

中除了μ和  Ce, 其他参量取值与图 3 相同. 从图 6 和 7
中可以看出 时, 对不同的 μ值, E-η优化曲线的

形状都为类抛物线型, 生态学函数对效率存在极大

值, 且每一个生态学函数值(除极大值点外)对应两个

效率取值, 显然, 要使热机工作效率对应较大的状态

点. μ不改变曲线类型, 但随着μ的增大, 热机的生态

学性能下降, 生态学函数所能达到的极大值变小; 当
热机效率较低时, μ对生态学函数值的影响较小, 当
热机效率较高时, μ的影响相对较大. 时, E-η

优化曲线的形状为扭叶型, 存在一个生态学函数极

大值点和一个效率极大值点 ,  内摩擦系数

e 0C =

e 0≠C

μ 一定  

 

 
 

图 6  不同μ, Ce 下 E/Emax,μ=0,Ce=0 与η的优化关系 

 
 

图 7  不同μ, Ce 下 E/Emax,μ=0,Ce=0 与η的优化关系 

 
时, 随 的增大, 生态学函数和效率能达到的极大

值变小. 
eC

利用 ( 4 7 ) ~ ( 5 0 )式 ,  可以得到 max ,EP P  [ /σ   

B 0 B 0( )] /[ ( )]E Pk kβ σ β 和 E Pη η 随内摩擦系数 μ 的变

化关系, 如图 8~10 所示, 其中 , EP B 0[ ( )]Ekσ β 和 Eη

分别为生态学函数值最大时的热机输出功率、 损失

率和效率; , maxP B 0[ ( )]Pkσ β 和 Pη 分别为热机的最

大输出功率及相应的 损失率和效率. 计算中除了 μ

和 , 其他参量取值与图 3 相同. 从图 8 可以看出不

同 取值对应曲线相互重合, 即
eC

eC maxEP P 不受热漏

影响, 随 μ 的增大而减小, 且值小于 1, 即以 E 为目

标函数优化时的输出功率 相对热机的最大输出功

率 有所降低, 且内摩擦越大降低越多. 从图 9 
EP

maxP

 

 
 

图 8  PE/Pmax 随μ 的变化关系 
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相比, 输出功率变小的量较小, 而 损失率减小很多, 
热机效率提升较大, 即以牺牲较小的输出功率, 降低

了较多的 损失率, 一定程度上提高了热机的效率. 
因此生态学目标函数不仅反映了输出功率和熵产率

之间的最佳折衷, 而且反映了输出功率和热效率之

间的最佳折衷. 例如, 0.1,μ =  时, 生态

学函数值最大时输出功率相对热机最大输出功率减

少了 12.6%, 效率提高了 21.3%, 而

e 0.015C =

损失率减少了

51.7%. 

6  结论 
本文建立了以无相互作用谐振子系统为工质的

不可逆量子卡诺热机循环模型. 该热机循环由两个

等温过程和两个绝热过程组成; 考虑了两个绝热过

程中不满足量子绝热近似条件时导致的量子“非绝

热”现象, 类似经典热力学循环中的内摩擦损耗, 引
入了内摩擦; 考虑了高、低温热源间的热漏. 根据量

子主方程和量子半群方法, 分析了该量子热机的性

能, 给出了输出功率、效率、熵产率和生态学函数, 并
在经典极限下, 利用数值计算方法详细分析了热机

生态学性能, 给出了生态学函数与输出功率、效率的

优化关系, 并分析了热漏、内摩擦对热机生态学性能

的影响. 在经典极限下比较了最大生态学函数值对

应输的出功率、效率、 损失率与最大输出功率及其

对应的效率、 损失率. 以生态学函数为优化目标时, 
牺牲了小部分的功率, 较大的降低了循环的 损失

率, 一定程度上增加了循环的热效率, 反映出生态学

目标是输出功率和 损失率之间的折衷方案, 也是输

出功率和循环热效率之间的一种折衷方案. 本文结

果具有一定的普适性与包容性, 有助于加深理解谐

振子系统量子热力学循环优化及其与经典热力学循

环的区别和联系, 对经典热力学循环的分析和优化

也有一定帮助和启发. 

 

图 9  [σ/(kBβ0)]E/[σ/(kBβ0)]P 随μ的变化关系 
 

 
图 10  ηE/ηP 随μ的变化关系 

 

可 看 出 ,  B 0[ ( )]Ekσ β 要 比 B 0[ ( )]Pkσ β 小 得 多 , 

B 0 B 0[ ( )] [ ( )]E Pk kσ β σ β 受 μ 的影响较小, 随着热漏

的 增 加 ,  eC B 0 B 0[ ( )] [ ( )]Ek k Pσ β σ β 值 变 大 , 

B 0[ ( )]Ekσ β 有接近于 B 0[ ( )]Pkσ β 的趋势. 从图 10 可

以看出 Eη 大于 Pη , 对给定 , eC E Pη η 随 μ 的增大而

增大, 但对于给定 μ , E Pη η 随 的增大而减小. 比

较图 8~10 可知, 最大生态学函数值与最大输出功率 
eC
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