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摘要 介绍非线性波方程的多辛结构
,

用复合构造的方法证 明了经典五点格式是多辛格式
.

通过数值模

拟 非线性 K le i n
一

G ol
·

d o n 方程的高振荡波和 iS l l e 一

G or d ol l 方程的正 负孤立波的碰撞
,

比较分析多子格式和

能量干恒格式
、

单辛格式数值表现
.

说明多辛格式在处理偏微分方程时的优越性 : 不需要像辛格式那样

首先空间截断
,

直接保持偏微分方程的结构; 不仅能保持原问题的内在性质
、

还能近似地保持如能量
、

动量等首次积分 ; 具有更优异的数值稳足性和长时间数值跟踪能力
.

关键词 辛格式 能量守恒格式 非线性波方程 多辛格式

随着计算 机的飞速发 展
,

数值方法越来越显示

出其优越性和生命力
.

但在一些具体应用中
,

如分子

化学
,

天气预报
.

计算量非常 庞大
.

积分时 间很长
,

仅靠提高机器 的性能是不能解决 问题的
,

数值方法

的稳定性 和省时性仍是 至关重要
.

为此 人们设计 了

各种各样的数值算法
.

就差分格式而言 早在 19 2 8

年
,

C O L , ,
·

a n l
,

F r i e d r ie h s 和 L e w y 就有意构造差分格式

能保持一个守恒量
,

使 得格式不仅 与原方程相容
,

而

且能保持一个称之为
` ·

能量
”

的守恒量
.

当时保持的

这 个守恒量并不一定是物理意 义下的能量
,

而是一

个正定的量 保证差分格式在某种范数意义下 的稳

定性
.

由于能量守恒是许 多进程方程最重要 的首次

积分
,

能量守恒的格式 自然引起极大的关 注并很快

得到了发展 } ’川 在数值算法应尽可能保持原问题的基

本特 征的指导原则下
,

eF
n g 等人 }3 1首先提 出 H a m ilt 。 , 1

系统辛格 式算法 以及一般保守 系统的保结构算法
,

他和他的研究小组在构造算法和理论分析方面都取

得 了一系列成果 ! 3 “ }
,

并且引起 国内外学者的极大兴

趣 产生了许多重要 的后继成果 陌 }
.

计 算实验显示

辛格式算法优异的稳定性 和长时间跟踪能力有 着重

要的应用前景 }6 7 }
.

H a m l lt o n 系统是保 守系统有包含能量在 内的许

多守恒量
.

而且
,

由于一切真实的没有耗散的物理过

程都可以在某种方式下表示成 H 。 m ilt oll 形式
.

也就

是说
、

许多能量守恒的系统往往也是 H a m il to n 系统
.

那么就产生一个非常重要的问题
: 辛格式

,

能量守恒

格式究竟谁更适合这样 的系统
`

, 冯康以及许多后来

从事辛格式研究的科学家认 为
: 辛结构是 H a m ilt oll

系统最本质的特征
,

能保持辛结构的辛算法无疑是

H a , n i l t o ,i 系统最好的算法
.

然而 s a l v a d o r 等人 15 1
却给

出了反例
.

他们通过数值模拟非线性 lK
e l n 一 G ol’ do

n
方

程的高振荡波
,

详细 比较 了如下 4 个格式的数值表

现 :

一
月月
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其中
,

时空区域的网格划分是一致的
,

间和时间步长
、

心
’ / 。,
认

,

`
,

)
.

鲜
和空间方向上的二阶中心差商算子

:

l , 和 厂分别是空

鲜分别是时间

茹谬
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_
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格式 ( l) 是能量守恒格式
.

格式 ( 2) 是经典的五点格式
.

是显式的辛格式
,

格式 (3) 是典型的中点格式
,

可以

通过一个线性变换与辛格式等价
.

格式 (4 )是动量守

恒格式
.

他们计算 的问题为
:

“ , , 一 “ : 、
+ f ( z` ) = O

,

f ( , , ) = 厂
`

( , , ) = ` , + : , 3
,

22 (
_

:
,

O) = A ( ] + e o s ( 2 兀、 / L ) )
,

:一, ( x
,

( ) ) = 0
,

z沼( 、
,

l ) = : ` (
一

、 + L
,

r )
.

(5 )

其中 L = 1
.

28
,

A 是振幅
.

结论如下
:
若振幅 A 小于 0

.

1
,

4 个格式的数值结

WWW
.

S C IC h i n a
.

C O m
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辛格式不需要 首先空间近似
,

而是直接处理偏微分

方程
,

它保持的是偏微分方程本身的性质
.

而辛格式

保持只是近似以后方程 的 H al n ilt on 性质
.

我们还运

用多辛格式长时间模拟 S in e 一G or d on 方程正负孤立

波的碰撞
,

通过 比较说 明了多辛格式具有更优异的

数值稳定性和长时间跟踪能力
,

更适合处理这类保

守的偏微分系统
.

1 多辛结构和多辛格式

下面我们简要说明多辛 PD E S 和多辛格式的概念

以及证明经典五点格式的多辛性
.

引进共扼动量变

量 、 = 。 , “ 和 。一 a声
,

方程 (5 )可以改写成如下多辛

形式
:

址
, + 脸

、
二 v s (劝

.

l
月

1
1匕

一一
l勺

ó
r

门lssssssssseeeeeeeeeJ
100
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0 一 ` 0
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M 一

…` 0 0

卜
K 一
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LO U U」 L
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O O
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其中
,

反对称矩阵 M 和 K 对应两个形式
:

。 ` (音
,

。卜咬M套
,

。
)

,

。 2 (否
,

。 ) 一戈K夸
,

n )
,

咨 口二 爬
; Q 仁 丫 是由 。 , 、 ,

w 组成的相空间 ; <
,

·

>

是 Q 的内积运算
.

显然
,

田 ’
和扩 是闭形式

,

所以是预

辛的
.

在 Q 的子空间上可以是非退化的
,

也就是辛形

式
.

这样在不 同的方向上有不同的辛结构
,

勿 ’
对应于

t 方向
,

田 2 对应于 x
方向

.

同样
,

若底空间是
, , 维的

,

就有
,了
个辛结构

.

在这种意义下
,

称方程 (6 )为多辛

H a m i l t o n 方程
,

或者多辛 PD E S
.

多辛 H a l n i l t o n 方程

(6 )具有的一个重要性质为多辛守恒律
:

7)方8)O一一!VU田
,一
吕ó

ù乃口一
、

八
.

(一日

果在很长时间内几乎相同
,

都能很好模拟真实解 ; 若

振幅 A = 10 除了能量格式 ( 1 )外
,

其他 3 个格式的数

值解在 一小段时间后就失去了对称性 ; 若振幅 A 大于

巧
,

这 3 个格式的数值解很快就 bl o w
一

uP
,

只有能量

格式 (l )能很好地保持解析解的有界性和空 间对称性
.

所 以对于大振幅高振荡的非线性波动方 程来说
,

能

量格式 ( l) 长期计算能 力最好 而其他 3 个算法都不

适合计算此问题
.

众所周知 上述非线性 lK e in
一

G or d on 方程可以

写成 H an l
ilt

o n 系统的形式
.

所以
,

此结果 以及在此结

果上所得到的结论是否定辛格式是 H a m ilt on 系统最

好算法的一个非常重要的论据
.

近来 M a r s d e n
等人 19 ]和 B ,

,

i d g e s 等人 l ’ 〔, ]分别基于

L a g ,
·

a n g i a n 系统和 H a ,。 i lt o n 系统提 出了多辛 PD E s 和

多辛算法的概念
.

M盯 s d e n 从变分原理 出发
,

由变分的

边界项得到 c 盯 t an 形式和多辛形式
,

限制作用泛函

在解空间上得到多辛守恒律
.

该多辛守恒律可以看

成是 L ag r a n g e 流保辛结构的自然推广
.

Br i d g e s 通过

协变的 L e g e n山℃ 变换
,

直接推广典则 H a m ilt on 方程

到多辛 P D sE
,

H a m ilt on 方程的辛守恒律 自然推广成

多辛方程的多辛守恒律
.

BI
·

i d ge s 称能保持离散的多

辛守恒 律 的数值 格式 为多辛 格式
,

也 指 出传 统的

-IP e
iss m an 格式和 eL aP

一

fr o g 格式是多辛格式
.

由于多

辛 PD sE 以及多辛算法的用途广泛且
.

多辛算法具有许

多优越性
,

所以现 在多辛算法的研究在 国内外都非

常热门
.

结合前面的问题
,

我们 自然想知道
,

多辛
、

辛 以及能量守恒格式
,

谁更适合这种保守的偏微分

系统 ?

本文分析了非线性 lK
e i ll

一

G o r d on 方程的多辛性

以 及经典五点格式的局部 的守恒律
,

说明该格式是

多辛格式
.

也就是说
: 如果上述数值实验结果真确的

话
.

就又否定 了多辛格式 的有效性和优越性
.

为此
,

我们重复了以上实验 结果却发现多辛格式 (2) 和辛

格式 (3 )的数值结果并没有出现 B]
o w

一

叩 的现象
,

相

反当振幅很大时 它们能和能量守恒格式一样
,

给出

有 界且满足空间对称 的数值解
.

我们还构造 了一个

高 阶的单辛格式 (不是多辛的 ) 通过数值 比较指 出
,

如果应用该格式进行 比较
,

可以得到他们的结论
.

但

是我们指出
: 模拟 的失真并不是辛格式 本身什么缺

点 造成 的
.

而是 空 间截断偏 微分方 程成 H a m ilt on

O D E S 时丢失了波形的真实信息
.

另一方面
,

这也很

好地说明了多辛格式对单辛格式 的优越性
,

因为多

v) 、
立 。 2

(u

d刀

其中
,

u
,

u 是 ( 6) 式对应的变分方程的任意两个解
.

程 (6 )的变分方程为 :

几夕d二, + dK 几 = D d乙

因为
,

u
,

v 是 ( 8) 式的解
,

所以有

(
U

,

M拭)
+

(
U

.

K v
、

)
一

(
U

,

几
二

咐
.

(
v

,

M U ,

)
+

(
v

,

K U
、

)
二

(
V

,

D U
)

·

由 D
: :

的对称性
,

得到

<
U

,

M丫)
+

(
U

,

K V
、

>
+

(
V

,

M U ,

)
+

(
V

,

K U
:

>
一 O

,

即守恒律 (7 )式
.

与无穷维 H a m il ton 方程的形式相 比
,

多辛形式

的 H a m ilt
o n (7) 式除了能清楚刻画这些局部的守恒律

WWW
,

S C IC h in a
.
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之外
.

更重要的优点是它的相空间是有限维的
.

这样

它就可以作为一个基本形式
,

应用有限维的理论
,

分

析偏微分方程诸如稳定性之类 的重要性质
.

对应于

非线性波方程 ( 6)
,

多辛守恒律为
:

a
,
( d : , 八 d 、

,

) 一日
、

(d : I 八 d 、 、
,

) = O
,

( 9 )

这是个局部守恒律 它们在 任意的局部时空区域内

成立
_

与方程的边界条件无关
.

对上式在 、 方向积分
、

在适当的边界条件下
,

就可 以得到相应的整体的辛

守恒律
,

能量和动量守恒律
.

也就是说
,

局部 守恒律

本身 蕴 涵 着整 体 守 恒 律
,

是 方程 更 本 质 的性 质
,

B : id ge s } ’ )̀ ]称满足离散的多辛守恒律的数值格式为多

辛格式
,

下面我们证明格式 (2 )是多辛格式
.

多辛 方程 (6 )的 E ul e f
bo

x 格式为
:

尽
飞

丫
一 D

、 、 ,丫̀ + F
`

( : ` , , ) = 0
.

D z l ` i J = 、

丫
+ 1

D
、 乙,、 ` = 、 、

件
{

,

( 10 )

其中
,

D
,

和 D
、

分别是两个方向的一阶向前差商算子
:

当振幅 A 小于 l 时
,

4 个格式给出的数值结果的

确在很长时间内相同
,

能量和动量也保持得较好
.

当

A 逐渐增大时
,

动量守恒格式 (4 )给出的数值解首先

在波形上失去空 间对称性
,

振幅也逐渐 超出了正常

的振荡范围
,

随着积分时间的增加
,

出现 了 lB o w
一 u p

现象
.

这说 明动量守恒格式的确没有能量守恒格式

和辛格式好
,

从动量守恒 的表达式来分析
,

动量守恒

格式只能保证其数值解的一阶导数
` I ,

.

“ 有界
,

而不

能保证数值解
“ (、

,

t) 本身有界
.

但是辛格式 (2 )
,

(3 )给

出的数值解并没有 lB o w
一

uP 现象
,

正好相反 它们的

空间对称性和振幅都保持得很好 (图 ! 下 )
.

即使当振

幅 A =
30

,

而且长时间计算 以后仍是这样 (图 ! 上 )
.

由于不能解析求解
,

不知道真实的波形 只能定

性地分析出真实解是满 足空间对称性
,

在一定范围

劲洲瑞补
.

zz jj + l 一 z一于I

D z 乙了i` =

—
.

”
、 11

“

人
l 一 , ,、 ,

l 2

显然
,

上述格式 与经典五点格式 (2 )是等价的
.

由 ( 10)

式 :

几d :

丫
一 D

、
d , ,丁, + F ’

(` , / )d
: ,
/ 二 O

,

只 d “ 、` = d 、
,

、` + ’
,

D
、
d “ 、` = d ; .下年

,
,

( 1 1 )

用 dll 丫外积 (l l )式的第 l 行
,

有

D , d 飞丫
八 d : , ,` 一口

、
d 、、
丫八 d `了,̀ = O

,

由离散 的 L ei b 。 12 法则可以得到 :

D ;
(d 、

,

厂
八 d “
厂一 D , d 、丫

八山丫+ d 、 , ,尸十 , 、 D , “

厂

= 刀
, d : : ` 八 d“ *` + d : 、` + ’ 八 d :

丫二 刀
, d ; ,i产八 d , ,

厂
.

同理可得 :

。
、
( d “
下

A d “ })
= D

:

d ` ,

了
八 d “

}
·

所以我们得到离散的多辛守恒律
:

D 犷(d ` ,

{ 八 d : `

{ )
一 D

、

(d
` ,

了A d “ {)
= O

·

( 12 )

这样我们就证 明 了非线性 lK
e in

一

G ol
·

d on 方程的经典

五点格式是多辛格式
.

2 数值实验

2
.

1 大振幅高振荡的非线性 K l e i n
一

G o r d o n
方程的重

新实验

我们重复他们 的实验步骤
,

时间和空间步长仍

取 r = 0
.

01
、

h = 0
.

02
.

结果如下
:

WWW
.

S C IC h in a
.

C O m

巧乙
.

。

0 19兀)

图 l 经典五点格式给出的大振幅 lK
e
i
n 一

G ol
l

do
n

方程的数

值解

上 图是振幅 A = j5 从 I = O 一 ! 的波形图 : 下图是振幅 A = 3 0 从 , = 19
.

2

一 2 0 的波形图
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一+

的振 幅内振荡 而这一点能量守恒格式和辛格式都

能保持
.

事实上 它们给出的波形在很长时间内都相

同
,

即使在振幅 A =
3() 时也是如此

,

后来波形不一样

是因为计算产生的数值 相位差造成的
.

从这个算例

中只能得出五点格式 (2 )和能量守恒格式 ( l) 都能很好

地模拟该 问题的结论
,

得不出能量 守恒格式 比辛格

式好的结 沦
.

当然
,

毫无疑问
,

能量守恒格式保离散

能量的能力 比辛格式好
.

在此算例中
,

能量守恒格式

始终绝对保持离散 能量
,

而辛格式保离散能量 的表

现并不好
,

相对误差只有 I J 2
.

但是
,

如果我们缩小

时间步长
.

取时间步长为 1--0
“ 时

.

相对
一

误差阶就达到

10
一 6

.

而时间步长 丁= 住01 显然太大 了 因为当振幅较

大时
,

。
.

0 1 时间内可能有儿次振荡
,

波形变化非常大
.

虽然辛格式和能量守恒格式都不能绝对保持动量守
J

恒
,

但辛格式能近似地保持得很好
,

就保动量的能力

而言
,

辛格式绝对 比能量守恒格式要好
.

而且值得一

提的是
,

经典五点格式是显式格式
.

它能表现 出像能

量守恒格式这样的隐式格式相提并论 的数值稳定性

和长时间模拟能力是非常难能可贵的 这完全应归

因于该格式 的保几何结构的特性
,

即多辛性
.

.2 2 iS ne
一

G or do
n
方程正负孤立波的碰撞实验

为了进一步考察经典五点格式 的长时间数值跟

踪能力 我们模拟 iS ne
一

G o ,
·

do
n 方程正负孤立波的长

时间碰撞
,

此时
.

方程为 tll , 一 llx
、
十 511

1 ( ll) = 。
,

取周期

边界
.

初值取为
:

一̀ ( 1 0 ) = 4 a r e t a 一1 ( ` , e x P (一。 +
一

介一) )

+ 4 a 一e ta n ( a e x P (
一

、 + 从 ) ) )
,

a
_

: ` ,

( 1
.

0 ) =
丁【4 a r e t a l l ( a e x P (工 + 沂。 一 0

.

5 1一)
a l

`

+ 4 a l℃ t a n子` z e x P (一、 +
一

肠, 一 0
.

5 1 ) ) ]
,二 ( ,

,

实际计算时取 L =
50

: 二、 , =
20 3/ ; 。, = 价而百

: 空间步

长 /, 二 0
.

5 : 时间步长 丁 = 住 3
.

图 2 给出 了从 f = 0 -

24 0 的数值波形
“ 扛

,

动 图中可 以清楚地看到波形的

进程变化和孤立子的碰撞和反射
.

定义离散的总能量和动量为
:

z了z + 1 2沪z

乙12 一 l了了

r

27了+ 】
1̀ 2
刊 一 11

胡十 1 胡 川

+

、1

.

…
.

h一,一

工一一丁nH

+ 2 一 e o s (` ,
:
, ,

)一 e o s (“ :
, , + ’ )

M ( z
,了不 ) = 艺 竺 一兰止竺长岁二

图 3给出了图 2对应的离散总能量和动量随时间

的变化
.

我们进行了长时间的数值跟踪 图 4 给出了 I =

2 5 0 一 3 0

图 2 经典五点格式给出的 iS l l e 一

G or d on 方程的正负孤立子 ( k i kn
一

all t l k l n
k) 碰撞的数值解 (时间从 l = 。 一 2 40)
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一

{
一

。

一:

一

5 ( ) 】0 0

厂ó

!;
lesr

es
`

…
.

1
0
气ù34,ù注。夕名7为

门八只né00八8
曰八ō,ō 2111]1

.

se1
1.1111

又 ! 0

I U尸

秒

17 10咬
,一 17 3 5 0 的波形

。̀ (
_

、
.

t )
.

由图 4 可以看出多辛格式 ( 2) 给出的数值解在长

时间积分以 后仍然具有与真实解相符的性 态
,

说明

多辛格式的确有很好的长时间数值跟踪能力
.

图 3 中

我 们可以 看出
,

该格式 也能很好地 保持离散能量和

动量
.

它所给出离散能量周期性的变化
,

始终在初始

值附近轻 微振荡
,

仅在碰撞点有 较高 的增加
,

碰撞过

后又回到初始值附近
,

动量则更是保持到 了 12 位有

效数字 (图 3 下图 )
.

虽然能量守恒格式一直精确保持

离散能量
,

从开始到很长一段时间内 也能给出正确

的波形
,

但到时间 I = l 5 0( )() 以后
,

波形的空间对称性

明显失 去了 l川
,

这说明格式 的离散能量守恒性并不

总能保证该格式具有良好的长时间数值跟踪能力
.

2
.

3 多辛和单辛格式的比较

我 们 应 用 时 空 分 离 的 方 法 来 构 造 非 线 性

K le i n
一

G O司。 。 方程的一个单辛格式 用四阶对称差分

算子离散 方程的空间微分算子
,

从而保证得到的有

限维近似方程是 H a m ilt oll 方程
.

再用一阶显辛格式

离散时间方向
,

得到如下格式
:

一 。, ” , . ,

+ 16 1, ” ` ,

一 30 2 1’ {
,
+ 16 ` , ” ,

一
“ ” , 。

毋
“
::z 一

一
+ f飞` ,

::
,

) = 0
.

( 1 3 )

科朽 - 三才 - 11访 es i执厂 es 乡元es es

夯。

图 3 图 2 所对应的离散总能量和动量

上图是离散总能 量
,

下图是离 散总动量

一 18 0 0

一 18 0 5
-

一 18 10
-

一 1 8 15
气

一 18 2 0
、

一 18 2 5
,

_ ! 8 3。
上

、

’

刃片
不

婴

一护
户

。

一 二圣。
一 ’ 。

不
.

74 0 一 3 0

该格式的截断误差为
: O( 尸 ) + O( 川 )

.

按照多辛格式

的构造方 法 t `Z j
,

由于其空间方 向的离散不是辛离散
,

所以 以上格式仅是单辛 7 点格式
.

我 们 也 用 格 式 ( 13 ) 在 相 同 条 件 下 模 拟 了

K le j n
一

G ol d o n 大振幅的振荡波
.

结果如下 : 当振幅小

于 1时
,

该格式能很好地给出正确的波形和能量
、

动

量图
.

当振幅逐渐增大时
,

该格式就不能像能量
’

子恒

格式和多辛格式那样给出正确的数值解
.

当振幅 A =

3 0 时
,

算到时间为 1 7 时
.

波形就开始变差
,

振幅开

始增大
.

到 l 二 2
.

3 时
,

就完全溢出 (h o] w
一 l ,
)P

,

而此时

多辛格式仍保持得很好 (图 5)
.

通过和 2
.

1 小节的数值实验 比较可以发现
,

该单

辛格式不仅没有多辛格式表现好 也 没有能量守恒

格式好
.

如果 aS vl a
do

r 他们用该单辛格式作数值 比较

的话
,

就可以得到他们所给的结论
.

图 4 经典五点格式给出的 iS ne
一

G or do
n

方程的正负孤立

子 ( k i n k
一

a n t ik i n k )碰撞的波形图
。̀ (工

,

; ) (时间 r = 1 7 1 00 -

17 3 5 0 )

3 结论和讨论

对于 H a m ilt oll O D sE 来说
,

辛格式因为保持了其

WWW
.
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.

C O m



科 考 五 叙 第 4 5 卷 增刊 2 2 0 0 3 年 1 2 月
论 文

提出的
,

它不需要作空间截断
,

其保持的性质是偏微

分方程 的本质性 质
,

因此处理偏微分方程时比单辛

格式和能量守恒格式有更多的数值优势
.

} 0 0

5 O

0

一 5 0

一 10 ( )

1
.
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o r d o n 方程的大振幅数值波形

卜图是多辛格式的波形图 下图是单辛格式给出的波形图 7

最本质的辛性质
,

从而成为最好的格式
.

但从 2
.

3 小

节的数值试验可 以看出
.

对于 H al in l t on P D sE 来说
,

辛格式 的长期数值效应并一定能保证
.

其原 因是辛

格式在处理无限维 H a m ilt on 方程时
,

往往要空间近

似
,

这就容易使得近似得到的有限维 H a m ilt
o n
方程

和原来的方程发生性质上的偏差
.

在本例中
,

我们用

四阶中心差商代替微商
,

虽然保证了 H a lo ilt oll 性
,

却

不能保证其大振 幅的波形性质得到很好 的保持
.

单

辛格式 (l 3) 保持的只是近似以后的 H a m il t on 性质 所

以如何空间离散这些偏微分方程
,

使得离散 以后的

有限维系统尽可能多地保持原无穷维系统的性质仍

需要进一步研究 非线性波方程有多辛结构
,

其经典

的五点格式是多辛格式 它是直接针对偏微分方 程
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