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摘要 在这篇文章中,研究了有限域上一些与仿射多项式有关的多项式的可约性. 对于有限域 Fp上不

是 xppt

−x−1的仿射三项式,得到了这些三项式的一个明确的因式. 完全确定了多项式 g(xps−ax−b)

在 Fp[x] 中的分解, 这里 g(x) 是 Fp[x] 中一个不可约多项式. 证明了 Fp 上次数相同的不可约多项式

的全体可以构成一个正则图. 同时给出了多项式 g(xqs − x− b) 在 Fp[x] 不可约因式的个数公式, 这里

g(x) 是 Fp 上一个不可约多项式.
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1 引言

设 Fq 是 q 个元素的有限域, q 是素数幂. 在多项式环 Fq[x] 中, 形如 A(x) =
∑m−1

i=0 aix
qi

+ a 的

多项式称为一个仿射多项式. 在这篇文章中,我们讨论有限域上与仿射多项式有关的多项式的可约性.

首先,我们考虑三项式. 一个三项式是指只含三个单项式的多项式. 有限域上的三项式有很多应用. 在

编码学中, 三项式在表示有限域上的离散对数和幂的计算上具有高效性 [1]. 三项式也用来构造和刻画

一些完全非线性函数 [2]. 三项式同时也与三重码和一些循环码的最小距离等有关 [3]. 三项式也可以

产生一些具有特殊性质的序列 [4].
在这里我们考虑仿射三项式. 对于有限域 Fp (p是素数)上的一个仿射三项式,只要不是 xppt

−x−
b, 我们得到了它的一个明确的因式. 同时我们证明了 xppt

− x− b一定分解为一些次数为 pt+1 的不可

约多项式的乘积.利用 Lidl[5] 的一个结果,我们可以完全确定 g(xps − ax− b)在 Fp[x]中的分解, 这里

g(x)是 Fp 上一个不可约多项式, a是 Fp 的一个本原元 (即 Fp 的乘法群的生成元), b ∈ F∗p = Fp−{0}.
我们同时给出了有限域上具有相同次数的不可约多项式的一些有趣的组合性质. 利用这些性质, 我们

给出了有限域上迹给定的不可约多项式的计数公式的一个不同的证明.

本文所考虑的多项式都是首 1 多项式.

2 Fp 上仿射三项式的可约性

现在我们考虑有限域 Fp 上的三项式, 这里 p 是一个素数.
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首先, 对于一个三项式 xps

+ ax + b ∈ Fp[x]. 如果 a 6= −1, 则 x = − b
1+a ∈ Fp 是 xps

+ ax + b 的

一个根. 所以 xps

+ ax + b 在 Fp 上是可约的. 所以在后文中, 我们考虑形如 xps − x + b ∈ Fp[x] 的三

项式. 我们有下面的性质:

性质 2.1 如果 s 是一个正整数满足 s 6≡ 0mod p, 则 xp − x− s−1 在 Fp[x] 上整除 xps − x− 1,

这里我们将 Fp 等同于 {0, 1, 2, . . . , p− 1}.
证明 由文献 [5,推论 3.79]知, xp−x−s−1 在 Fp 上不可约,令 ξ 是 xp−x−s−1 在 Fp 的扩域中

的一个根.则用归纳法可以证明 ξpk

= ξ +ks−1 对任意正整数成立. 于是 ξps

= ξ +1,从而 xp−x− s−1

整除 xps − x− 1.

下面的引理是 Daykin[6] 的一个结果的推论, 它刻画了 xps − x− b 的不可约因式的次数.

引理 2.2[6] 如果 p 是一个素数, 则 xps − x − b (b ∈ F∗p) 在 Fp[x] 上的每一个不可约因式的次数

整除 ps.

这样, 我们有下面的推论:

推论 2.3 如果 p 是一个奇素数, 则仿射多项式 xps − x− b (b ∈ F∗p) 在 Fp 上是不可约的当且仅

当 s = 1.

证明 充分性显然.

反之, 如果 xps − x− b (b ∈ F∗p) 是不可约的, 则由引理 2.2 有 ps|ps 从而 s = 1.

注意当 p = 2 时, 由 Swan 的一个著名的结果 [7], 在 F2 上的不可约的仿射三项式只有 x2 + x + 1,

x4 + x + 1.

推论 2.4 如果 p 是一个素数, s 是一个正整数满足 s ≡ pt mod pt+1, 则 xppt

− x − b (b ∈ F∗p) 在

Fp[x] 上整除 xps − x− b.

证明 设 s = pt+1s1 + pt. 如果 s1 = 0, 结论显然. 注意到

xppt+1s1+pt

− x− b− (xppt

− x− b) = (xppt+1s1 − x)ppt

. (1)

令 w(x) 是 xppt

− x− b 在 Fp[x] 次数为 m 的一个不可约因式. 由引理 2.2 知, m 整除 pt+1, 从而整除

pt+1s1. 这样 w(x) 整除 xppt+1s1 − x.

性质 2.5 xppt

− x− b (b ∈ F∗p) 分解为 ppt−t−1 个次数为 pt+1 的不可约因式的乘积.

证明 因为 xppt

− x− b的每一个不可约因式的次数整除 pt+1, xppt

− x− b在 Fppt+1 中分裂. 如

果 v(x) 是 xppt

− x − b 的一个不可约因式, 次数为 pv, v 6 t. 令 ξ0 为 v(x) 在 Fp 的某扩域中的一个

根. 则 ξppv

0 = ξ0. 于是 ξppv+1

0 = (ξppv

0 )(p
pv

)p−1
= ξ0. 由归纳法可以证明 ξppt

0 = ξ0, 这与 ξppt

0 = ξ0 + b 矛

盾. 于是 xppt

− x− b 的每一个不可约因式的次数等于 pt+1.

下面的性质刻画了多项式 xps − x− b ∈ Fp[x] 的分裂域.

性质 2.6 对于每个正整数 s 和素数 p, b ∈ F∗p, xps − x− b 的分裂域为 Fpps .

为了证明这个性质, 我们引用下面的引理.

引理 2.7[5,第121页,定理3.80] 设 b 6= 0 是 Fq 的一个子域 Fr 的一个元素, 则在 Fq[x] 中有下面的分

解

xq − x− b =
q/r∏

j=1

(xr − x− βj). (2)

这里 βj (j = 1, 2, . . . , q/r) 是 Fq 中满足 TrF/K(βj) = b 的不同的元素.

现在我们给出性质 2.6 的证明.
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证明 由假设有 r = p, q = ps, 且

xps − x− b =
ps−1∏

j=1

(xp − x− βj), (3)

这里 βj ∈ Fps 满足 TrF/K(βj) = b 6= 0. 令 α 是 xps − x − b 在 Fp 的某扩域中的一个根. 则存在

βj 满足 αp − α − βj = 0. 易知 xp − x − βj 在 Fps 是不可约的 (参见文献 [5, 推论 3.79]). 于是

xp − x − βj = (x − α)(x − αq)(x − αq2
) · · · (x − αqp−1

) 并且 xp − x − βj 的每个根是 α 的一个共轭元.

而 α 是 xp − x− βj 的根当且仅当 αp 是 xp − x− βp
j 的一个根. 因为 xp − x− βpk

j 和 xp − x− βpl

j 互

素, 对每一对非负整数 k, l, k 6≡ l mod uj , 这里 uj 是 βj 的阶, α 在 Fp 上的最小多项式在 Frobenius同

构 α 7→ αp 下是不变的. 于是 xps − x− b 在 Fp 的每一个不可约因式有下列形式

Mβj (x) = (xp − x− βj)(xp − x− βp
j ) · · · (xp − x− βpuj−1

j ),

这里 βj , β
p
j , . . . , βpuj−1

j 是 βj 的共轭元. 由引理 2.2 知 uj |s. 我们必须指出: 存在一个 uj 等于 s. 由文

献 [8], 存在一个元素 βj ∈ Fps 使得 βj 是 Fps 的一个本原元, 并且这个本原元的迹可以任意给定. 于

是 βj 的共轭元共有 s 个. 这样, 存在 xps − x − b 的一个不可约因式次数为 ps, 并且每一个不可约因

式的次数整除 ps. 结论得证.

注 1 一般来讲,性质 2.6对于 q = pm(m > 1)的情况是不对的. 我们只能得到 xqs−x−b ∈ Fq[x]

在 Fqqs 分裂.

由性质 2.6 的证明, 我们定义记号

N(u, b; s) = ]{β ∈ Fps |Trps

p (β) = b, β 的共轭类中恰有 u 个元素},

这里 Trps

p 表示 Fps 到 Fp 的迹映射. 即: Trps

p (x) = x + xp + xp2
+ · · ·+ xps−1

.

事实上, N(u, b; s)/u 是形如 xu + bxu−1 + au−2x
u−2 + · · ·+ a1x + a0 ∈ Fp[x] 的不可约多项式的个

数.

由这个记号和性质 2.5 的结果有:

推论 2.8 (1) 对每一个正整数 s 和素数 p, 设 b ∈ F∗p. 则 xps − x − b 在 Fp[x] 分解为次数为 pu

的不可约多项式的乘积, 这里 u 是 β ∈ Fps 的共轭类中 Trps

p (β) = b 满足的元素个数. 并且次数为 pu

的不可约因式的个数为 N(u, b; s)/u.

(2) N(pt, b; pt) = ppt−1.

注 2 (1) 文献 [8] 中的一个主要结果是 N(s, b; s) > 0.

(2) 用文献 [8] 中同样的方法, 可以证明当 u|s 时, N(u, b; s) > 0 .

下面给出一个例子说明可以用上面的结果来分解三项式.

例 2.9 令 β 是 F33 中满足 β3 − β + 1 = 0 的一个本原元. 为方便读者, 我们列出 F27 中元素的

迹如下表 (表 1).

定义集合 T1 = {i|Tr(βi) = 1, β ∈ F27, 0 6 i 6 25}. 易知 T1 = {5, 8, 15, 17, 19, 20, 23, 24, 25}
= {5, 15, 19} ∪ {8, 24, 20} ∪ {17, 23, 25}. 于是, N(3, 1; 3) = 9, 并且 x27 − x− 1 分解为 3 个次数为 9 的

不可约多项式的乘积. x27 − x− 1 的分裂域为 F39 . 事实上, 令

Mβ5(x) = (x3 − x− β5)(x3 − x− β15)(x3 − x− β19) = 1 + 2x + 2x2 + 2x4 + 2x6 + x9,

Mβ8(x) = (x3 − x− β8)(x3 − x− β24)(x3 − x− β20) = 2 + x + 2x2 + x3 + 2x4 + 2x6 + x9,
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表 1 F ∗27 中元素的迹

i βi Tr i βi Tr i βi Tr i βi Tr i βi Tr

0 100 0 1 010 0 2 001 2 3 210 0 4 021 2

5 212 1 6 111 2 7 221 2 8 202 1 9 110 0

10 011 2 11 211 2 12 201 2 13 200 0 14 020 0

15 002 1 16 120 0 17 012 1 18 121 2 19 222 1

20 112 1 21 101 2 22 220 0 23 022 1 24 122 1

25 102 1

Mβ17(x) = (x3 − x− β17)(x3 − x− β23)(x3 − x− β25) = 1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 + 2x6 + x9.

则有

x27 − x− 1 = Mβ5((x)Mβ8(x)Mβ17(x)

= (1 + 2x + 2x2 + 2x4 + 2x6 + x9)(2 + x + 2x2 + x3 + 2x4 + 2x6 + x9)

× (1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 + 2x6 + x9).

当然, 人们可以用 Berlekamp 算法 (见文献 [5], 第 136 页) 来分解 x27 − x− 1. 这个算法需要解一

个有 27 个未知量的线性方程组, 并且求一个 27 阶矩阵的 3- 秩. 显然, Berlekamp 算法没有本文给出

的方法简单.

注 3 由推论 2.4,只要 s不是素数 p的幂,则容易求出 xps −x−1的一个因式. 例如,如果 p = 2,

s = 68 = 26 + 4, 则 x268 − x− 1 有因式 x24 − x− 1. 如果 p = 5, s = 628 = 54 + 3, 则 x5628 − x− 1 有因

式 x53 − x− 1.

3 仿射三项式与不可约多项式的复合多项式的可约性

在这一节,我们考虑仿射三项式与不可约多项式的复合多项式的可约性. 设 g(x) = xm+am−1x
m−1

+· · ·+a0 ∈ Fq[x]是一个不可约多项式,这里 q是素数 p的幂.设 b ∈ Fq. 在文献 [5]中证明了 g(xp−x−b)

在 Fq[x] 中不可约当且仅当 Trq
p(mb− am−1) 6= 0(参见文献 [5], 第 121 页, 定理 3.82). 于是, 人们自然

要问当 Trq
p(mb− am−1) = 0 时情况如何？下面的定理回答了这个问题:

定理 3.1 设 g(x) = xm + am−1x
m−1 + · · ·+ a0 ∈ Fq[x] 是次数大于 1 的一个不可约多项式, q 是

素数 p 的幂. 设 b ∈ Fq 满足 Trq
p(mb− am−1) = 0. 则有下列结果:

(1) g(xp − x− b) 在 Fq[x] 中分解为次数为 m 的 p 个不可约多项式的乘积;

(2) 如果 gcd(m, p) = 1, 则 g(xp − x− b) 在 Fq[x] 中的 p 个不可约因式的次项系数 (即 xm−1 的系

数) 是不同的;

(3) 如果 p|m, 则 g(xp − x− b) 在 Fq[x] 中的 p 个不可约因式的次项系数 (即 xm−1 的系数) 是相

同的;

(4) 如果 g(xp − x− b) 分解为 θ0(x)θ1(x) · · · θp−1(x),deg(θi(x)) = m, 则

θ0(xp − x− b) = θ1(xp − x− b) = · · · = θp−1(xp − x− b).
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证明 设 α ∈ Fqm 是 g(x) = 0 的一个根. 则 g(x) =
∏m−1

i=0 (x− αqi

), 并且

g(xp − x− b) =
m−1∏

i=0

(xp − x− b− αqi

), (4)

记 xp − x − b − α 为 a(x). 因为 Trqm

q (b + α) = mb − am−1 = 0, 由迹映射的传递性有 Trqm

p (b + α) =

Trq
p

(
Trqm

q (b + α)
)

= 0. 设 γ 是 a(x) = 0 在 Fq 的某扩域中的一个根, 则 a(x) = 0 的 p 个根为

γ + k, k = 0, 1, . . . , p − 1. 进一步, 因为 α = γp − γ − b 6∈ Fq, 得知 γ 6∈ Fq. 因有 [Fq(α) : Fq] = m, 及

Fq(α) ⊆ Fq(γ). 于是 [Fq(γ) : Fq] 是 m 的倍数.

设 q = ps, 则

γqm − γ = (γp − γ) + (γp − γ)p + · · ·+ (γp − γ)pms−1

= (b + α) + (b + α)p + · · ·+ (b + α)pms−1

= Trqm

p (b + α) = 0.

于是 γ ∈ Fqm 并且 Fq(α) = Fq(γ). 所以 a(x) 在 Fqm 中分裂.

因为 γqi

+ k (k = 0, 1, . . . , p− 1) 是 xp − x− b− αqi

= 0 的根, 由 (4) 式可知

g(xp − x− b) =
m−1∏

i=0

p−1∏

k=0

(x− γqi − k) =
p−1∏

k=0

( m−1∏

i=0

(x− γqi − k)
)

, (5)

记 vk(x) =
∏m−1

i=0 (x− γqi − k). 易知 vk(x) 是 γ + k 在 Fq[x] 中的最小多项式, 所以它在 Fq[x] 不可约.

所以 g(xp − x− b) 在 Fq[x] 中分解为 p 个次数为 m 的不可约多项式的乘积. 这就证明了 (1) 式成立.

进一步,设 gcd(m, p) = 1. 因为 vk(x)中 xm−1 的系数为 Tr(γ + k) = mk +Tr(γ),而 mk +Tr(γ) =

ml + Tr(γ) 当且仅当 k = l, 这就得到 (2) 式.

如果 p|m, 则 vk(x) 中 xm−1 的系数为 Tr(γ + k) = mk + Tr(γ) = Tr(γ).

最后, 由 (1) 的证明, 可以设 θk(x) = vk(x), k = 0, 1, . . . , p − 1. 记 γ + k 为 ηk, 于是 vk(x) =∏m−1
i=0 (x− ηpi

k ). 从而

θk(xp − x− b) =
m−1∏

i=0

(xp − x− b− ηpi

k ) =
m−1∏

i=0

(xp − x− b− γpi − k),

重复 (1) 的证明可得 (4). 证毕.

在文献 [9] 中, Agou 得到了 f(xps − ax) 的不可约因式的个数. 在文献 [10] 中, Long 也得到了

f(xqs − x) 在 Fq 中不可约因式的个数. 但是注意对于任意两个多项式 f1(x), f2(x), 由 f1(f2(x)) 的分

解一般不能给出 f1(f2(x)− a) 的分解. 尽管我们知道 f(x) 的分解式可以确定 f(x− a) 的分解式. 所

以 [9,10] 的结果并没有覆盖本文的结果.

为完整起见,我们给出两个定理,这两个定理的证明与定理 3.1的证明是类似的,所以省略了证明.

记

N(n, q) =
∑

d|n
µ(d)qn/d, (6)

这里 µ 是 Möbius 函数, 则有

定理 3.2 设 f(x) = xr +ar−1x
r−1 + · · ·+a1x+a0 ∈ Fq[x]是一个次数大于 1的不可约多项式, q

是素数 p 的幂. 设 s 是一个正整数. 记 gcd(r, s) = d, s
d = s1, r

d = r1, 设 b ∈ Fq
∗. 如果 Trqs

qd(b + α) = 0,
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表 2 g(x5 − x − 1) 的分解

1304 1323 1311 1343 1302 1322 1312 1341

1043 1032 1011 1024 1042 1033 1014 1021

1114 1101 1131 1141 1113 1102 1134 1143

1223 1213 1244 1201 1222 1214 1242 1203

1323 1311 1343 1302 1322 1312 1341 1304

1412 1403 1431 1442 1411 1404 1434 1444

注: 符号串 “1λµν” 表示多项式 x3 + λx2 + µx + ν

这里 α 是 f(x) 在 Fq 的某扩域中的一个根, 则 f(xqs − x − b) 是一些次数为 st 的不可约多项式的乘

积, 这里 t | r1. 对每个 t | r1, 次数为 st 的不可约因式的个数是
∑

v|d,(t, d
v )=1 N(vt, q)/t.

定理 3.3 设 f(x) = xr +ar−1x
r−1 + · · ·+a1x+a0 ∈ Fq[x]是一个次数大于 1的不可约多项式, q

是素数 p 的幂. 设 s 是一个正整数. 记 gcd(r, s) = d, s
d = s1, r

d = r1, 设 b ∈ Fq
∗. 如果 Trqs

qd(b + α) 6= 0,

这里 α 是 f(x) 在 Fq 的某扩域中的一个根, 设 r1 = pkl, (p, l) = 1, k > 0. 则 f(xqs − x− b) 是一些次

数为 pk+1st 的不可约因式的乘积, 这里 t | l. 并且对每个 t | l, 次数为 pk+1st 的不可约因式的个数为∑
v|pkd,(t, pkd

v )=1
N(vt, q)/pk+1t.

下面的例子说明不可约多项式具有一些有趣的组合性质.

例 3.4 设 m = 3, p = 5. 令 b = 1. 多项式 g(x5 − x− 1) 的分解列在表 2 中. 第一行是 F5 上次

数为 3 的一些不可约多项式, 并且它们的次高次项的系数为 3. 每一列从第二行到第四行的 4 个多项

式恰为 g(x5 − x− 1) 的因式, 这里 g(x) 为该列的第一个多项式.

易知所有次数为 3 的 (首 1) 不可约多项式都含在表 2 中. 即对每一个次数为 3 的不可约多项式,

设为 m(x), 有一个 3 次不可约多项式 g(x) 使得 g(x5 − x− 1) 是 m(x) 的倍式. 这样可以构造一个有

向图 G = (V ,E ),

V = {g(x) ∈ F5[x]|deg(g) = 3,和 g(x) 在 F5[x] 中不可约},
E = {(g(x),m(x)) ∈ V 2|如果存在 b ∈ F5 使得 m(x)|g(x5 − x− b)}.

因为 G 的每一个点的出次和入次都是 5, G 是一个正则有向图. 如果有一条边从 g(x)连向 m(x),

称 g(x) 为 m(x) 的父辈, m(x) 为 G(x) 的儿子. 此时 m(x) 的儿子称为 g(x) 的孙子. 显然, 每一个多

项式都有 5 个父辈, 5 个儿子. 有趣的是, 由定理 3.1, 如果 m1(x),m2(x), . . . , m5(x) 是 g(x) 的 5 个儿

子, 则 mi(x), i = 1, 2, . . . , 5 有共同的 5 个儿子. 这种关系由图 1 所示. 易知图 G 是一个强连通有向

图. 这种图可以用来构造电力网络, 见 [11, 第 36 页].

上面的例子表明, 当 q = p 是一个素数并且 gcd(m, p) = 1 时, Fp[x] 中次数为 m 的不可约多项式

的个数是 p 的倍数, 并且给定次数 (为 m) 的不可约多项式全体对迹而言是等分布的. 下面我们利用

定理 3.1 来证明这个结论具有一般性.

用 Nq(m) 记 Fq[x] 中次数为 m 的不可约多项式的个数. 孰知 (参见文献 [5, 第 86 页])

Nq(m) =
1
m

∑

d|m
µ(d)qm/d,

这里 µ(d) 是 Möbius 函数.
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图 1 图的关系

推论 3.5 对于给定的元素 a ∈ Fq 和给定的正整数 m > 1, 记

Iq(m,a) = {g(x) ∈ Fq[x]|g(x) = xm + axm−1 + · · ·+ am 在 Fq[x] 中不可约},

即 Fq[x] 中给定迹给定次数的不可约多项式的个数. 则

(1) 当 a, b ∈ F∗q 时, ]Iq(m,a) = ]Iq(m, b).

(2) 如果 gcd(m, p) = 1 并且 q = p, 则 ]Iq(m,a) = 1
q Nq(m).

证明 (1) 首先, 由 Cohen[8] 的结果可知, Iq(m,a) 是非空的, 即存在任意给定迹和给定次数的不

可约多项式. 其次, 因为 f(x) 不可约当且仅当 f(ax) 不可约, 这里 a 6= 0. 这样 (1) 得证.

(2) 如果 gcd(m, p) = 1 并且 q = p, 则由定理 3.1 可知, 对任意 g(x) ∈ Iq(m, 0), 可以找到 h(x) ∈
Iq(m, 1), 不同的 g(x) 给出不同的 h(x). 所以 ]Iq(m, 0) 6 ]Iq(m, 1). 反之亦然. 所以 ]Iq(m, 0) =

]Iq(m, 1). 再由 (1) 以及
∑

a∈Fq
]Iq(m,a) = Nq(m) 得 (2). 2

下面的定理刻画了另一类仿射多项式与不可约多项式的复合多项式的分裂域.

定理 3.6 设 g(x) = xm + am−1x
m−1 + · · ·+ a0 ∈ Fp[x] 是 Fp 上次数为 m 的一个不可约多项式,

设 a, b ∈ Fpm , Fpm 是 g(x) 的 m 次扩域, 它含有 g(x) 的所有根. 设二项式 xps−1 − a 在 Fpm 上不可

约. 则 g(xps − ax− b) 的分裂域是 Fpm(ps−1) .

下面的引理可以用来判定二项式是否可约.

引理 3.7[12] 二项式 xt − a ∈ Fq[x] 在 Fq 上可约当且仅当正整数 t 满足

(1) t 的每一个素因子整除 e 但不整除 (q − 1)/e, 这里 e 是 a 在 F∗q 中的阶; 并且

(2) 如果 4|t, 则 4|(q − 1).

下面给出定理 3.6 的证明.

证明 设 q = pm, α ∈ Fq 是 g(x) 的一个根. 则 g(x) = (x− α)(x− αp) · · · (x− αpm−1
).

于是

g(xps − ax− b) = (xps − ax− b− α)(xps − ax− b− αp) · · · (xps − ax− b− αpm−1
).

记 xps − ax − b − α 为 h(x). 利用文献 [5, 第 122 页, 定理 3.83], 知 h(x) 是一个一次多项式和一

个 (ps − 1) 次不可约多项式的乘积. 我们将要用到这个结果的证明, 所以我们将它引用在此. 因为

h′(x) = −a 6= 0, h(x) 无重根. 注意到 h(x) 是一个仿射多项式, h(x) 的任意不同两根之差是 xps − ax

的根, 从而是 xps−1 − a 的根. 由假设 xps−1 − a 在 Fq 上不可约, 知道存在 h(x) 的一个根 γ 不属于
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Fq. 这样 γq (6= γ) 也是 h(x) 的一个根, 从而 γq − γ 是 xps−1 − a 的根, 这样 [Fq(γq − γ) : Fq] = ps − 1.

因为 Fq(γq − γ) ⊆ Fq(γ), 得到 [Fq(γ) : Fq] 是 (ps − 1) 的倍数. 另一方面, γ 是 h(x) 的一个根, 并

且 [Fq(γ) : Fq] 6 ps. 从而只有一种情形, 即 [Fq(γ) : Fq] = ps − 1. 得到 h(x) 分解为一个一次多项

式和一个 (ps − 1) 次不可约多项式的乘积. 这样的推理同样适合于多项式 xps − ax − b − αpi

. 于是

[Fq(γ′) : Fq] = ps−1,这里 γ′ 是 xps−ax−b−αpi

的某个根.于是 g(xps−ax−b)的分裂域是 Fpm(ps−1) .

证毕. 2

我们有下列的推论.

推论 3.8 设 g(x) = xm + am−1x
m−1 + · · ·+ a0 ∈ Fp[x] 是一个 m 次不可约多项式, 并且 gcd(p−

1,m) = 1. 设 b ∈ F∗p. 令 a ∈ Fp 是 Fp 的一个本原元. 则 g(xp − ax− b)Fp[x] 中一个 m 次不可约多项

式和一个 m(p− 1) 次不可约多项式的乘积.

证明 首先, 我们断言当 a 是 Fp 的一个本原元时, 二项式 xp−1 − a 在 Fpm 上不可约.

这是因为 a 在 Fpm 中的阶是 e = p− 1, 由引理 3.6, 只要证明 t = p− 1 与 pm−1
p−1 互素.

注意到

gcd
(

p− 1,
pm − 1
p− 1

)
= gcd(p− 1, 1 + p + p2 + · · ·+ pm−1)

= gcd(p− 1, 1 + (p− 1 + 1) + (p− 1 + 1)2 + · · ·+ (p− 1 + 1)m−1)

= gcd(p− 1,m) = 1.

由引理 3.7, xp−1 − a 在 Fpm 上不可约.

其次, 如果 α ∈ Fpm 是 g(x) 的一个根, 则

g(x) = (x− α)(x− αp) · · · (x− αpm−1
)

于是有

g(xp − ax− b) = (xp − ax− b− α)(xp − ax− b− αp) · · · (xp − ax− b− αpm−1
). (7)

由定理 3.6 的证明, 知 h(x) = xp − ax − b − α 在 Fpm 上分解为一个一次因式和一次 (p − 1) 次

不可约因式的乘积. 于是可以假设 h(x) = (x − ζ)u(x), 这里 ζ ∈ Fpm , u(x) 是 Fpm [x] 上一个次数为

(p− 1) 的因式. 因为 ζ 是 xp − ax− b− α 的根, 当且仅当 ζp 是 xp − ax− b− αp 的一个根, 所以

g(xp − ax− b) = (xp − ax− b− α)(xp − ax− b− αp) · · · (xp − ax− b− αpm−1
)

= (x− ζ)(x− ζp) · · · (x− ζpm−1
)u1(x)u2(x) · · ·um(x),

这里 ui(x) ∈ Fpm [x] (i = 1, 2, . . . , m) 是一个次数为 (p− 1) 的不可约多项式.

注意到对每对 i, j, i 6= j, gcd(xp − ax − b − αpi

, xp − ax − b − αpj

) = 1 互素. 所以 ζpi 6= ζpj

并且

g1(x) = (x− ζ)(x− ζp) · · · (x− ζpm−1
) 在 Fp 上不可约.

最后, 我们证明 g2(x) = u1(x)u2(x) · · ·um(x) 是 Fp 上一个不可约多项式.

用 Frobenius 映射 ρ 到

g(xp − ax− b) = g1(x)g2(x) (8)

的两边, 有

g1(x)g2(x) = g(xp − ax− b) = (g(xp − ax− b))ρ = (g1(x))ρ(g2(x))ρ = g1(x)(g2(x))ρ, (9)

于是 (g2(x))ρ = g2(x), 故 g2(x) ∈ Fp[x].
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表 3 F5 上次数为 3 的不可约多项式

1404 1412 1442 1434 1403 1411 1444 1431

1134 1213 1113 1203 1131 1214 1114 1201

1242 1101 1222 1143 1244 1102 1223 1141

1304 1011 1312 1043 1302 1014 1311 1042

1343 1033 1323 1024 1341 1032 1322 1021

注: 符号串 “1λµν” 表示多项式 x3 + λx2 + µx + ν

设 γ 是 g2(x) 在 Fp 的某个扩域中的根. 则存在 uj(x), 使得 uj(γ) = 0. 不失一般性, 设 j = 1. 因

为 ui(γpi

) = 0, 多项式 u1(x) 和 ui(x) 有相同的分裂域. 由定理 3.6 得到 g2(x) 的分裂域是 Fpm(p−1) .

注意到 deg(g2(x)) = m(p− 1). 从而 g2(x) 是 Fp 上一个不可约多项式. 证毕.

定义

I(m, p) = {g(x) ∈ Fp[x]|deg(g(x)) = m, 且 g(x) 在 Fp[x] 中不可约}.

由推论 3.8, 对于每个 g(x) ∈ I(m, p), g(xp − ax− b) 的分解将给出一个次数为 m 的不可与多项式, 记

为 g1(x), 见 (9) 式. 这样可以定义一个映射

τ(m; a, b) : I(m, p) → I(m, p); g(x) 7→ g1(x).

易知 τ(m; a, b) 是单射从而是满射. 这样 τ(m; a, b) 诱导出 I(m, p) 上的一个置换. 见下面的例子.

例 3.9 设 m = 3, p = 5. 则 a = 2 是 F5 的一个本原元. 令 b = 1. F5 上次数为 3 的不可约多项

式见表 3.

有趣的是对每个本原元 a ∈ F5, b ∈ F∗5, τ(3; a, b)8 = id, 即恒等置换. 表 3 的行是 τ(3; 2, 1) 作用在

I(3, 5) 上的轨道. 用 Maple 9.0 计算发现有 5 个次数为 3 的不可约多项式, 记为 g0, g1, g2, g3, g4, 使得

I(3, 5) =
4⋃

j=0

7⋃

i=0

τ(m; a, b)i(gj). (10)

并且事实上

I(3, 5) =
( 7⋃

i=0

τ i
2,1(1404)

)
∪

( 7⋃

i=0

τ i
2,1(1134)

)
∪

( 7⋃

i=0

τ i
2,1(1242)

)

∪
( 7⋃

i=0

τ i
2,1(1304)

)
∪

( 7⋃

i=0

τ i
2,1(1343)

)
.

由 (10) 式, 我们可以构造一个参数为 (40, 3774873600) 的纠错码. 符号集是 I(3, 5), 每一个形如 (9) 式

的分解称为一个码字. 我们称 E 为一个τ - 拟循环码. 关于这种码的性质的进一步研究将在另文中介

绍.

4 结束语

在这篇文章中, 研究了一些仿射多项式的可约性. 如果 s, t 是正整数满足 s ≡ pt mod pt+1, 证明

了 xppt

− x− b 整除 xps − x− b. 同时完全确定了 xps − x− b ∈ Fp[x] 的分裂域. 进一步, 如果 a 是 Fp
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的一个本原元, b ∈ F∗p, g(x) ∈ Fp[x] 是 Fp 上一个 m 次不可约多项式, 则可以完全确定 g(xp − ax− b)

在 Fp 上的分解, 这里 p 是一个素数. 利用这个分解, 可以定义 Fp 上次数为 m 的全体不可约多项式

的集合上的一些变换. 得到了这些变换的一些有趣的组合性质. 同时利用这些结果, 给出了给定迹的

不可约多项式的计数公式的一个不同的证明. 在本文的最后, 我们提出两个公开问题:

(1) 推广例 3.4 和例 3.9;

(2) 确定 N(u, b; s).

致谢 感谢审稿人提出的修改意见.
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irréductible de Fpn . J Number Theory, 1977, 9: 229–239

10 Long A F. Factorization of irreducible polynomials over a finte field with substitution xqr − x for x. Duke Math J,

1973, 40: 63–76

11 Chen W K. Applied Graph Theory, Graphs and Electrical Networks. Amsterdam: North-Holland Publishing Company,

1976

12 Menezes A J. Applications of Finite Fields. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1993

On the reducibility of some polynomials over finite fields with

affine polynomials involved

CAO XiWang & ZHAO ZhengJun

Abstract In this paper, the reducibility of some polynomials over finite fields with affine polynomials involved

is investigated. For a given affine trinomial except for xppt

− x − 1 over Fp, an explicit factor of it is obtained.

The decomposition of g(xps −ax− b) over Fp has been determined completely. It is also proved that the set of all

irreducible polynomials over Fp with the same degree forms a regular graph. In addition, an explicit formula for

the number of irreducible factors of g(xqs − x− b) over Fp is presented, where g(x) is an irreducible polynomial

over Fp.
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