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摘要    各种反映物理现象的基本数理方程的解析解, 既有其无可替代的

理论意义, 也可作为标准解来校核各种数值计算, 甚至可以发展各种计算

技巧. 我们提出求解数理方程的一种新方法——混合分离变量法, 即采用常

规的乘法分离变量法与第一作者发展的加法分离变量法相结合的途径来求

解数理方程. 以多孔介质中具有温度与浓度梯度耦合的自然对流方程为例, 
得到多组简明的显式解, 并给出了其简单情况下的物理内涵. 
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不同学科的各种基本方程的解析解, 历史上对学科的发展曾起过关键的作用. 例如各种

不可压位流与定常数导热的解析解, 就曾是早年流体力学与传热学的基础[1,2]. 后来因为满足

一定的初始条件与边界条件(尤其对于复杂的基本方程)的解析解很难找到, 再加上电子计算

机与数值计算方法的飞速发展, 在解决具体问题时就基本上转向计算流体力学与计算传热学. 
但是解析解还是有其不可替代的理论价值, 而且它还可以作为标准解来推动各种计算方法的

发展. 例如可以检验各种计算方法与程序的准确性、收敛性与稳定性, 也可以启发计算方法工

作者改进各种差分格式, 网格生成技术等. 本文第一作者在 20 多年前曾对叶轮机械内部三元

流动得出了多个解析解[3], 并为多篇计算流体力学文献引用[3~6].  
在求解反映物理现象的基本数理方程时, 通常采用常规(乘法)变量分离方法, 即假定待求

变量是 2 个未知一元函数相乘 ( , ) ( ) ( ).F t x T t X x=  本文作者曾提出利用加法变量分离法, 即在

分离变量时, 假定待求变量是  2 个未知一元函数相加 ( , ) ( ) ( ).F t x T t X x= +  结果发现用此法可

以对以前不能得到任何解析解的方程求得解析解[7~22]. 因此, 对于存在两个或者两个以上变量

的微分方程, 分离变量时无必要采用同一种分离变量方法, 例如, 某些变量可以采用加法分离
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变量法, 另一个或者多个可采用常规分离变量法甚至其他新的方法. 我们称这种变量分离的

方法为混合分离变量法.  
多孔介质的传热传质是工农业生产与日常生活中的一个重要的过程, 如石油热采过程、地

热过程、建筑热工过程、核反应堆设计、地下核废料排放、铸造工艺及干燥过程等, 有必要对

它进行深入的研究. 多孔介质中同时存在温度与浓度梯度时引起双浮力自然对流, 相对普通

的自然对流来说, 这种耦合的自然对流研究较少. 因此本文运用提出的混合分离变量法, 以多

孔介质中具有双浮力的自然对流基本方程为例进行求导, 求得其可能的代数解析解. 这对发

展与多孔介质中温度梯度与浓度梯度耦合的自然对流有关的传热传质学是非常有意义的.  

1  控制方程 
据文献[22,23], 同时存在温度与浓度梯度时引起双浮力的自然对流二维控制方程为 

 ,p
y x
ψ∂ ∂

=
∂ ∂

 (1) 

 ,p Ru Ra NRaC
x y
ψ θ∂ ∂

− = − − + −
∂ ∂

 (2) 

 
2 2

2 2 ,
y x x y tx y

θ θ ψ θ ψ θ θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
 (3) 

 
2 2

2 2 ,C C C C CLe
y x x y tx y
ψ ψ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛+ = − +⎜

⎞
⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠

 (4) 

 ,u
y
ψ∂

=
∂

 (5) 

 .v
x
ψ∂

= −
∂

 (6) 

其中u, v为坐标x, y方向上的速度分量; p为压力; θ 为无量纲温度; C为无量纲浓度. 另外, N, Ra, 
Le与Ru分别代表浮力比、Rayleigh数、Lewis数与表征重力的无量纲参数, 并假定无量纲参数

均为常数; ψ 为流函数, u, v与ψ 的关系如方程(5)和(6)所示. 
对于复杂的方程组(1)~(6), 据作者所知, 仅文献[20]给出部分代数显式解析解. 为了更容

易得到更多的代数显式解析解, 本文假定Le = 1, θ =NC(文献[19]柱坐标下也曾采用该种假设, 
成功得到多组代数显式解析解), 于是方程(1)~(6)简化为  

 ,p
y x
ψ∂ ∂

= −
∂ ∂

 (7) 

 ,p Ru
x y
ψ∂ ∂

= +
∂ ∂

 (8) 

 
2 2

2 2 ,
y x x y tx y

θ θ ψ θ ψ θ θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
 (9) 

 / .C Nθ=  (10) 
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方程(7)~(10)仅有  3 个微分方程, 我们可以先通过方程(7)~(8)求得ψ, p, 然后代入方程(9)求
得θ.  

由于目的是求出可能的解析解, 所以与一般针对具体条件求解不同, 是首先按控制方程

导出可能有的解, 然后再核定它的初始与边界条件是怎样的, 这个做法与教科书上阐述早年

得出不可压缩流体力学的基本典型解的步骤是一致的.  

2  第一组解析解(所有变量均采用加法分离变量法) 
对所有变量均采用加法分离, ,X Yψ ψψ = +   ,p pp X Y= + ,X Y Tθ θ θθ = + +  方程(7)~(9)

变为 
 ,pY Xψ′ ′= −  (11) 

 ,pX Y Ruψ′ ′= +  (12) 

 ,X Y Y X X Y Tθ θ ψ θ ψ θ θ′′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′+ = − +  (13) 

其中X, Y及T分别为x, y, t的函数, 下标ψ, p, θ 分别代表流函数、压力、温度.  
方程(11)可以分离为 

 1 .pY c Xψ′ ′= = −  (14) 

于是 
 1 2 ,Y c y cψ = +  (15) 

 3 1 .pX c c x= −  (16)   

同样的方法对方程(12)进行分离, 忽略常数, 得 
 4 ,X c xψ =  (17) 

 ( )4 ,pY c Ru y= −  (18) 

因此有 
 1 4 2 ,c y c x cψ = + +  (19) 

 1,u c=  (20)  

 4 ,v c= −  (21) 

  (22) ( )4 1 .p c Ru y c x c= − − + 3

将 u, v 代入方程(13), 可得  
 1 4 .X Y c X c Y Tθ θ θ θ′′ ′′ ′ ′ ′+ = − + θ  (23) 

由方程(23)得  
 1 4 5 .X c X Y c Y c Tθ θ θ θ θ′′ ′ ′′ ′ ′− + + = =  (24) 

于是 
 5 9.T c t cθ = +  (25) 

分离方程(24)左边, 可得  



 
 
 
 
 

中国科学 G 辑: 物理学 力学 天文学   2008 年 第 38 卷 第 9 期 
 

 

1239 

 1 6 5 4 ,X c X c c Y c Yθ θ θ′′ ′ ′ ′− = = − − θ  (26) 

从方程(26)左边, 得到Xθ : 

 ( )7 1 6exp .1X c c x c x cθ = −⎡⎣ ⎤⎦  (27) 

方程(26)右边可得到函数Yθ , 并可简化为  

 ( ) ( )8 4 6 5exp .Y c c y c c y cθ ⎡= − − + −⎣ 4⎤⎦  (28) 

温度场为   

 
( )

( ) ( )
5 7 1 6

8 4 6 5 4 9

exp

  exp .

NC T X Y c t c c x c x c

c c y c c y c c
θ θ θθ = = + + = + − 1⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤− − + − +⎣ ⎦
 

(29)
 

于是得到了具有温度与浓度梯度耦合的自然对流基本方程一组简单解析解. 假设初始时

间为t = 0, 边界为单位长度的正方形. 初始条件为(令c9 = 0) 

0,t =    ( )4 1 ,p c Ru y c x c= − − + 3

( ) ( ) ( )7 1 6 1 8 4 6 5exp exp ;NC c c x c x c c c y c c y cθ ⎡ ⎤= = − − − + −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 4  

0,x =     ( )4 3,p c Ru y c= − +

( ) ( )5 7 1 8 4 6 5 4exp ;NC c t c c c c y c c y cθ ⎡ ⎤= = + − − + −⎣ ⎦  

1,x =    ( )4 1 ,p c Ru y c c= − − + 3

( ) ( ) ( )5 7 1 6 1 8 4 6 5 4exp exp ;NC c t c c c c c c y c c y cθ ⎡ ⎤= = + − − − + −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

0,y =   1 3 ,p c x c= − +  

( )5 7 1 6 1 8 4exp ;NC c t c c x c x c c cθ = = + − −⎡ ⎤⎣ ⎦  

1,y =   4 1 ,p c Ru c x c3= − − +  

( ) ( )5 7 1 6 1 8 4 6 5 4exp exp ,NC c t c c x c x c c c c c cθ = = + − − − + −⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣ ⎤⎦  

其中全场  1,u c= 4.v c= −  

然而解(20)~(22), (29)式的物理意义并不简明. 若 0u = ( 1 0c = )或者 0v = ( ), 所求得

的解代表的物理意义就比较明确. 但是(29)式中不允许

4 0c =

1 0c = 或者 4 0,c =  故重新从(26)式求解. 

当   方程(26)左边变为  1 0,c = 4 0,c ≠

 6 ,X cθ′′ =  (30) 

因此 

 2
6 2 7 .X c x c xθ = +  (31) 

Yθ 仍为(28)式所示, 因此 
 0,u =  (32) 

 4 ,v c= −  (33) 
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 ( )4 ,p c Ru y c= − + 3  (34) 

 ( )2
5 6 7 8 4 6 5 4 92 exp ( )NC c t c x c x c c y c c y c cθ = = + + − − + − +⎡⎣ .⎤⎦  (35) 

图 1所示其物理意义, 表示两块无限长水平多孔介质平板间的流动. 当 时, 流体由上

板注入, 经过两板间通道, 从下板流出. 压力分布如图 1 所示, 等压线为水平线且等距分布. 若
 则 p 为常数. 温度与浓度的几何分布情况均为如(35)式所表示的 x, y 的二元函数. 然

而, 如果  该组解析解可以表示更为简单的情况: 温度和浓度分布均为沿 x 轴成线

性分布, 沿 y 轴成指数关系分布.  

4 0c ＞

4 ,c Ru=

5 6 0,c c= =

事实上, 解析解(32)~(35)式还可以表示另外一种物理含义, 如图 2 所示, 两块无限长竖直

平行板向上运动的实心板之间的流动(c4 < 0)以满足无滑移条件. 温度分布与图 1所讨论的情况

一致.  
 

           
 
       图 1  解析解(32)~(35)式的物理含义            图 2  解析解(32)~(35)式另外一种物理含义 

 
当  时, 同样可以得解, 为减小篇幅, 这里不详细推导, 仅给出最后结果: 4 0,c = 1 0c ≠

 1,u c=  (36) 

 0,v =  (37) 

 3 1 ,p c c x Ru y= − − ⋅  (38) 

 ( ) ( ) 2
5 8 1 7 1 5 7 9exp 2 .NC c t c c x c x c c c y c y cθ = = + ⋅ − + − + +⎡ ⎤⎣ ⎦ 6  (39) 

解(36)~(39)式的物理意义类似于解(32)~(35)式, 如图 3 和 4 所示. 图 3 表示两块无限长竖

直多孔介质平行平板间的流动(c1 > 0), 图 4表示两块无限长水平平行向右运动的实心板之间的

流动(c1 > 0)以满足无滑移条件. 这组解与前一组解的压力分布不同, 前一组解压力分布仅是y
的函数, 而这里压力分布为x, y的二元函数, 温度与浓度分布为非定常.  
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     图 3  解析解(36)~(39)式的物理含义              图 4  解析解(36)~(39)式另外一种物理含义 
  

3  第二组解析解(ψ  和p采用加法分离变量法, θ 采用常规分离变量法) 
ψ 和p采用加法分离法, 而θ 采用常规分离法. 由于ψ 和p首先从微分方程组中得到, ψ 和p 

的解与前一节(19)~(22)式相同. θ 的分离则由 X Y Tθ θ θθ = + + 变为 ,X Y Tθ θ θθ =  代入方程(9), 得 

 1 4 .X Y T X Y T c X Y T c X Y T X Y Tθ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ′′ ′′ ′ ′+ = − + ′  (40) 

方程(40)两边同除以 ,X T Yθ θ θ  得  

1 4 ,
X Y X Y T

c c
X Y X Y T

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

′′ ′′ ′ ′ ′
+ = − +

θ
 

或者 

 5 1 4 .
T X X Y

c c c
T X X Y

Y
Y

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

′ ′′ ′ ′′
= = − + +

θ

′
 (41) 

Tθ 首先由方程(41)左边得到 

 ( )6 5exp .T c c tθ = ⋅  (42) 

分离方程(41)右边, 得到 
 1 7 0,X c X c Xθ θ θ′′ ′− − =  (43) 

 ( )4 7 5 0.Y c Y c c Yθ θ θ′′ ′+ + − =  (44) 

方程(43)和(44)均为二阶线性齐次微分方程, 可以解得:  

 ( ) ( ) ( )6 5 1 2exp .NC c c t x yθ θ= = ⋅ ⋅θ  (45) 

当  2
1 74 ,c c> −

 ( ) ( ) ( )2 2
1 8 1 1 7 9 1 1 7exp 4 2 exp 4 2 ;x c c c c x c c c c xθ ⎡ ⎤ ⎡= + + + − +⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥⎦

 (46a) 

当  2
1 74 ,c c< −
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 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 8 1 7 9 1 7exp 2 sin 4 2 cos 4 2 ;x c x c c c x c c c xθ ⎡ ⎤= − − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (46b) 

当  2
1 74 ,c c= −

 ( ) ( ) ( )1 8 9 1exp 2 ;x c c x c xθ = +  (46c) 

当  ( )2
4 7 54 ,c c c> −

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
2 4 10 7 5 4 11 7 5 4exp 2 sin 4 2 cos 4 2 ;y c y c c c c y c c c c yθ ⎡ ⎤= − − − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (47a) 

当  ( )2
4 7 54 ,c c c< −

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
2 4 10 7 5 4 11 7 5 4exp 2 sin 4 2 cos 4 2 ;y c y c c c c y c c c c yθ ⎡ ⎤= − − − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (47b) 

当  ( )2
4 7 54 ,c c c= −

 ( ) ( ) ( )2 10 11 4exp 2 .y c c y c yθ = + −  (47c) 

若 ( )或者 ( ), 温度分布可以将0u = 1 0c = 0v = 4 0c = 1 0c = 或者 4 0c = 代入解(46)和(47)式

得到.  
(20)~(22)和(45)~(47)式为采用该种混合分离变量法得到的另一组解. 由于ψ和 p 求解时与

上一节所述方法一样, 所以速度场 u, v 及压力场 p 如前面一样, 如图 1 和 2 所示, 温度与浓度

分布与上一节不同, 这是用混合分离变量法的结果.  

4  第三组解析解(ψ 和θ 采用加法分离变量法, p采用常规分离变量法) 
与前面两节类似, 各变量分离如 ,X Yψ ψψ = +  ,X Y Tθ θ θθ = + +  方程(7)和(8)变为 

 ,p pY X Yψ′ ′= −  (48) 

 .p pX X Y Ruψ′ ′= +  (49) 

由方程(48), 得到 
 1 ,pY Y c Xψ p′ ′− = =  (50) 

于是 
 1 2 ,pX c x c= +  (51) 

 1 .pY Y cψ′ ′′= −  (52) 

将方程(51)和(52)代入方程(49), 得到 

 ( ) ( )1 2 1 ,X c x c Y c Ruψ ψ′ ′′= + − +  (53) 

或者 

 ( ) ( )1 2 3 1 .X Ru c x c c Y cψ′ − + = = − ψ′′  (54) 

由方程(54)右边, 得到 

 2
1 3 4 52Y c c y c y cψ = − + + ;  (55) 



 
 
 
 
 

中国科学 G 辑: 物理学 力学 天文学   2008 年 第 38 卷 第 9 期 
 

 

1243 

由方程(52)得 
 3 4 1 ;pY c y c c= −  (56) 

由方程(54)左边得  

 ( )2
1 3 2 32 .X c c x c c Ru xψ = + +  (57) 

所以, 流函数, 压力, 速度分别为  

 ( )2 2
1 3 2 3 1 3 4 52 2 ,X Y c c x c c Ru x c c y c y cψ ψψ = + = + + − + +  (58) 

 ( ) ( )1 2 3 4 1 ,p c x c c y c c= + −  (59) 

 1 3 4 ,u c c y c= − +  (60) 

  (61) 1 3 2 3 .v c c x c c Ru= − − −

将(58)~(61)式代入方程(13), 除了 3 0c = 情况外 , 方程得不到其他代数显式解析解 . 当

时, 解仍为(19)~(21)和(29)式, 同时压力分布为(22)式的特例. 因此, 我们在第三组解中, 

没有找到新的解, 但却证明了混合分离变量法的可行性.  
3 0c =

5  第四组解析解(ψ 采用加法分离变量法, p和θ 采用常规分离变量法) 
对于本节所述的分离方法, ψ, u, v和p的解与前面相同. 当 1 0,c ≠  θ 不能得到代数显式解. 

当 时, θ1 0c =  为(45)~(47)式的特解. 因此, 在第四组解中, 我们没有找到新的代数显式解. 

但同样证明, 混合分离变量法是可行的.  

6  第五组解析解(ψ采用常规分离变量法, p和θ 采用加法分离变量法) 
这里, ,X Yψ ψψ =   ,p pp X Y= + ;X Y Tθ θ θθ = + +  方程(7)~(9)改为 

 ,pX Y Xψ ψ′ ′= −  (62) 

 ,pX Y Y Ruψ ψ′ ′= +  (63) 

和  
 .X Y X Y X X Y Y Tθ θ ψ ψ θ ψ ψ θ′′ ′′ ′ ′+ = − + θ  (64) 

我们首先求解方程(62)和(63), 得到 
 1 ,pY c X Xψ ψ′ ′= = −  (65) 

 ( )3 .pX c Y Ru Yψ ψ′ ′= = +  (66) 

于是得  
 1 2 ,Y c y cψ = +  (67) 

 3 4 ,X c x cψ = +  (68) 

 ( )( )1 2 3 4 ,c y c c x cψ = + +  (69) 

 ( )1 3 4 ,u y c c x cψ= ∂ ∂ = +  (70) 
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 ( )3 1 2 ,v x c c yψ= −∂ ∂ = − + c  (71) 

 ( )2
1 3 42p ,X c c x c x= − +  (72) 

 ( )2
1 3 2 3 52pY c c y c c Ru y c= + − + ,  (73) 

和 

 ( ) ( )2 2
1 3 4 1 3 2 3 52 2p c c x c x c c y c c Ru y c .= − + + + − +  (74) 

将上述解代入方程(9), θ 可以得  

 ( ) ( ){ }( )2 2
6 7 1 3 4 8 1 3 4 9exp 2 exp 2 d dc t c c c x c x c c c x c x x c xθ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  

    ( ) ( ) ( ){ }( )2 2
3 1 2 6 8 3 1 2 10exp 2 exp 2 d d .c c y c y c c c c y c y y c y⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  (75) 

事实上, (75)式所求得结果的物理意义并不太明显, 并且(75)式不是显式的解析解, 但(75)式至

少为一个解析解.  

7  第六组解析解(ψ 和θ 采用常规分离变量法, p采用加法分离变量法) 
与上节类似, ψ, u, v 和 p 的解为(69)~(71)和(74)式, 温度θ 可以这样求得 

 ( ) ( ) 1 3 4 3 1 2 .X Y T X Y T c c x c X Y T c c y c X Y T X Y Tθ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ′′ ′′ ′ ′ ′+ = + − + +  (76) 

经过变换, 可改为 

 ( ) ( )1 3 4 3 1 2 .X X Y Y c c x c X X c c y c Y Y T Tθ θ θ θ θ θ θ θ θ θ′′ ′′ ′ ′ ′+ = + − + +  (77) 

方程(77)仅当 1 0c = 可以求得显式解析解. 在这种情况下, 所得到的最后结论与第三节      

相同.  

8  第七组解析解(ψ 和p采用常规分离变量法) 
如果ψ 和p都采用常规的分离方法, 即假设 ,X Yψ ψψ = ⋅  ,p pp X Y= ⋅  我们没有找到任何

解析解. 这也说明在某些情况下, 加法分离变量法在求解某些传热传质微分方程更有效. 本文

中多孔介质中具有双浮力的自然对流方程(7)~(10)就是一个很好的例子.  

9  结论 
各种反映物理现象的基本数理方程的解析解, 既有其无可替代的理论意义, 也可作为标

准解来校核各种数值计算, 甚至可以发展各种计算技巧. 本文提出了一种求解数理方程的方

法——混合分离变量法. 对于不同的变量可以采用常规分离变量法 ( , ) ( ) ( )F t x T t X x= ⋅ 与本文

第一作者提出的加法分离变量法 ( , ) ( ) ( )F t x T t X x= + 相结合的分离方式. 本文以多孔介质中具

有温度梯度与浓度梯度耦合的自然对流方程为例, 采用本文所提出的混合变量分离法, 得到

多组代数显式解析解, 并发现它们在具有相同的流场(速度场与压力场)下会有不同的温度与

浓度场. 文中还给出一些简单情况下的示意图以说明所得的解析解. 
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