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摘要 本文综述 Gauss 自由场近几年的发展, 包括各种等价定义、优美的性质和精细的结构, 并介绍

相关的 Liouville 量子引力场模型 (随机曲面), 包括 Liouville 测度和该曲面上的标准 Brown 运动.

关键词 Gauss 自由场 对数相关的 Gauss 场 Liouville 量子引力场
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1 引言

d 维 Gauss 自由场是以 d 维 Brown 运动的 Green 函数为协方差的零均值 Gauss 场, 它被称为 d

维时间参数、一维空间取值的 Brown 运动 (即噪声), 是 Rd 中的调和函数最自然的扰动. 正如 Brown

运动是众多随机过程 (视为时间参数的随机函数)在时空尺度变化下的极限, Gauss自由场是随机多米

诺贴砖 (domino tiling) [1] 和随机矩阵的特征多项式 [2] 等众多概率模型中的随机函数的极限. 也正如

Brown运动, Gauss自由场的内在结构相当丰富.它有诸如马氏性和共形不变性等优美的数学性质,并

表现出诸如分形等复杂的数学现象. Gauss自由场有着广泛的应用前景,特别是,基于 Gauss自由场的

Gauss乘法噪声在一维情形可刻画金融中的价格波动,在二维情形则是统计物理中量子场论的出发点.

相应地, 离散型 Gauss 自由场的协方差是随机游动的 Green 函数. Gauss 自由场和离散型 Gauss

自由场在最近 10年的发展如火如荼,相关文献汗牛充栋.本文引用的仅是作者认为比较具有代表性的

一些文献, 远不足以表达该领域发展之迅速.

虽然本文重点关注二维 Gauss 自由场, 但是我们在定义时仍尽量进行一般性介绍. 第 2 节介绍离

散型 Gauss 自由场的定义, 场的最大值、水平集和极值点集等精细结构, 对应的首达渗流模型中距离

指数与测地线维数, 以及它与其他概率分支的联系. 第 3 节介绍 Gauss 自由场的定义, 马氏性、厚点

和共形不变性等性质,相关的 Liouville量子引力场,以及一维 Gauss自由场和高维 Gauss自由场的相

关研究.
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2 离散型 Gauss 自由场

为简单起见, 我们省略 “离散型” 字样. 在本节中, Gauss 自由场均指离散型 Gauss 自由场.

2.1 电网络上的 Gauss 自由场

Gauss 自由场源自统计物理, 可以刻画测量海拔的统计模型: 假设 V 是有限集; 已知 v0 ∈ V 处的

海拔; 目标是测量 V 中所有位置的海拔; 采用的方法是测量 V 中某些点对 e = {u, v} ∈ E 中两点之间

的海拔差, 本文中的点对都指 u 与 v 无序, 且 v ̸= u. 假设对任意 e ∈ E, 测量出来的海拔差与真实海

拔差之间的差异 (记为 Z(e)) 是一个独立的随机变量, 服从 N(0, σ(e)2), 其中方差 σ(e)2 为已知, (零均

值表示测量没有受到因海拔而产生的重力影响; 测量误差的方差仅依赖于测量办法), 那么, 海拔的测

量值与真实值之间的误差的最大似然估计 {ξv}v∈V 称为 Gauss 自由场 (Gaussian free field) 或无重调

和晶体 (massless harmonic crystal). 具体地, 对任意 V 上满足 αv0 = 0 (因为 v0 处的海拔为已知, 因

此, 测量误差为 0) 的向量 α = {αv}v∈V , 似然函数为

L(α) =
1∏

e∈E

√
2πσ(e)2

exp

(
− 1

2σ(e)2

∑
e∈E

(Z(e)−∇α(e))2
)
,

其中, 对任一条边 e 指定一个方向, 将其两个顶点分别记为 e− 和 e+, 然后定义 ∇α(e) = αe+ − αe− .

注意到 EZ(e) = 0, 所以, Gauss 自由场的分布不依赖于边的方向. 令

Q(α) =
∑
e∈E

1

σ(e)2
(Z(e)−∇α(e))2,

那么, Q(α) 的最小值点 (即似然函数的最大值点) 就是 Gauss 自由场, 记为 ξ. 根据变分公式, Gauss

自由场 ξ 满足: 若 αv0 = 0, 则 ∑
e∈E

1

σ(e)2
(Z(e)−∇ξ(e))∇α(e) = 0. (2.1)

下面从电网络的角度给出 Gauss自由场的定义.首先给出电网络的定义.假设 V 是一个可数集, E

是 V 中某些无序点对组成的集合, 使得 (V,E) 成为一个连通的简单图. 假设 c : E → (0,∞). 若将 e

视为导线, 则 c(e) 表示 e 的电导, 即电阻 r(e) 的倒数. 若 e = {u, v} ∈ E, 则称 u 与 v 之间有边相连,

此时, 称它们为邻居, 记 u ∼ v, 也记 cu,v = c(e). 称 (V,E, c) 为一个电网络. 电网络 (V,E, c) 对应着一

个互通的可配称马氏链, 其中, 可配称指存在配称测度. 将该马氏链记为 {Sn : n > 0}, 其转移概率定
义为 pu,v = cu,v/cu, 其中 cu =

∑
w∼u cu,w. {cu}u∈V 就是配称测度. 反过来, 任意互通的可配称马氏链

都对应着一个电网络: 假设转移概率 (pu,v)u,v∈V 满足 pu,u = 0, 那么令 E = {{u, v} : pu,v > 0}; 取一
个配称测度 {cu}u∈V , 并令 cu,v = cupu,v 即可. 因此, 电网络与互通的可配称马氏链是等价的. 特别地,

当 c(e) ≡ 1 时, 对应的马氏链就是图 (V,E) 上的简单随机游动, 我们也将上述可配称马氏链称为随机

游动.

假设 V 有限. 取 v0 ∈ V , 称之为边界, 记 ∂ = {v0}, V o = V \ ∂. 令

G(u, v) =
1

cv
Eu

τ−1∑
n=0

1{Sn=v}, 其中 τ = inf{n > 0 : Sn ∈ ∂}.

并称之为该电网络的 (边界截杀的) Green 函数. 可以证明, G(·, ·) 是对称正定函数, 因此在视为矩阵

后可以作为 Gauss 随机向量的协方差矩阵.
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定义 1 若 ξ = {ξv}v∈V 为零均值的 Gauss 随机向量, 满足 Eξuξv = G(u, v), ∀u, v ∈ V , 则称 ξ

为 V 上的 Gauss 自由场.

需要注意的是, 当 u = v0 或 v = v0 时, G(u, v) = 0, 因此, Gauss 自由场满足 ξv0 = 0, 即它满足

Dirichlet 边界条件.

下面从不同的角度刻画 Gauss 自由场的分布, 结论罗列在定理 2 中, 在补充定义 ξv0 = 0 后, 它

们都可作为 Gauss 自由场的等价定义. 根据定义 1, 为指出 ξ |V \{v0} 的联合密度函数, 我们只需求出

G(·, ·) 的逆矩阵即可, 于是得到定理 2(i). 如果对每条边指定一个方向, 当我们考虑从 u 到 v 的单位

电流 Iu,v 时, 它在边 e 上的取值 Iu,v(e) 可能为非负 (若电流在 e 上从 e− 流向 e+), 也可能为负 (若

不然). 令 Iu,u(e) ≡ 0. 在海拔测量模型中, 令 r(e) = σ(e)2. 那么, 用电流的语言解释 (2.1), 就是定

理 2(iii). 最后, 令 Ru,v =
∑

e∈E Iu,v(e)
2r(e), 它表示 u 与 v 两点之间的有效电阻, 即单位电流所做的

功. 那么, 我们还可以用有效电阻来定义 Gauss 自由场, 即定理 2(ii).

定理 2 (参见文献 [3, (1.2.3)] 和 [4, 命题 2.24 和 (2.25)]) 假设 ξ = {ξv}v∈V 是 Gauss 自由场;

Z(e) (e ∈ E) 相互独立, Z(e) ∼ N(0, r(e)), 则下面三条成立:

(i) ξ |V o 的联合密度函数为 ρ(h) ∝ exp(−1
2

∑
u∼v cu,v(hu − hv)

2), 其中, 补充定义 h |∂ = 0;

(ii) E(ξu − ξv)
2 = Ru,v;

(iii) 令 ηv =
∑

e∈E Iv0,v(e)Z(e), 则 η = {ηv}v∈V 是 Gauss 自由场.

一般地, 我们还可以将 V 的非空真子集 ∂V 视为 v0, 记 V o = V \ ∂V , 考虑 V o ∪ {∂V }, 并对任意
u ∈ V o补充定义 c(u, ∂V ) =

∑
v∈∂V c(u, v)即可.假设 u ∈ V o, v ̸= u,则有G(u, v) =

∑
w∼u pu,wG(w, v),

因此, Z := ξu −
∑

w∼u pu,wξw 与 ξ |V \{u} 相互独立. 注意到 EZ = 0, 且

EZ2 = EZ
(
ξu −

∑
w∼u

pu,wξw

)
= EZξu = G(u, u)−

∑
w∼u

pu,wG(w, u) =
1

cu
.

对所有 U ⊂ V ,令 Uo = {v ∈ U ∩V o : w ∈ U,∀w ∼ v}, ∂U = U \Uo. 特别地,取 U = {u}∪{w : w ∼ u},
于是 Uo = {u}, 则由 ξUu = Z, ξUw = 0, ∀w ∈ ∂U 定义的 ξU 是 U 上的 Gauss 自由场. 补充定义

ξU |V \U = 0. 那么,

ξ = ξU + η, 其中 η 为 ξ |V \Uo 的调和延拓, 并且 ξU 与 η 相互独立. (2.2)

上式中的 “调和延拓”指 η |V \Uo= ξ |V \Uo ,且 ηu =
∑

v∈∂U Pu(Sτ = v)ξv, ∀u ∈ Uo,其中 τ 为随机

游动 {Sn : n > 0} 首达 ∂U 的时间. 事实上, (2.2) 对所有 U ⊂ V 成立. 如果将顶点视为时间, U c、∂U

和 Uo 分别视为过去、现在和将来, 那么 (2.2)就是马氏性. 马氏性可以说是研究 Gauss自由场的出发

点, 因此该领域的文献都会讲述, 如文献 [5, 定理 1.17]. 根据马氏性知, Gauss 自由场的调和平均值关

于时间具有独立增量性, 其增量服从零均值的正态分布.

定理 3 (马氏性) 假设 ξ = {ξv}v∈V 是 Gauss 自由场, 则 (2.2) 对任意 U ⊂ V 成立.

事实上, 上面的结论对常返的电网络 (即其对应的随机游动常返)都适用, 只需要合理设置边界使

得边界截杀的 Green 函数有限. 下面考虑非常返情形. 假设 V 可列, 且电网络非常返. 令

G(u, v) =
1

cv
Eu

∞∑
n=0

1{Sn=v},

则 V 上的 Gauss自由场 ξ = {ξv}v∈V 是一个零均值的 Gauss系,满足 Eξuξv = G(u, v). 一个特殊例子

是分支随机游动 (branching random walk). 下面介绍这个模型. 将带根点 o的树记为 T ,若 u ∼ v 且 u

1637



陈大岳等: Gauss 自由场及其相关领域

在连接 v 与 o 的 (唯一的) 路径上, 则称 u 为 v 的父结点, v 为 u 的子结点. 令 c(e) ≡ 1. 考虑其上的

Gauss自由场 ξ = {ξv}v∈T . 由定理 2(i)知, {∇ξ(e)}e∈E 是独立同分布的随机变量,且 ∇ξ(e) ∼ N(0, 1).

在齐次树 T = T d 中, 每个顶点都有 d 个子结点, 此时 Gauss 自由场等同于如下模型: 将每个结点视

为一个粒子, 根点表示原始粒子, 它放置在原点, 当每个 (父) 粒子 u 分裂成 d 个 (子) 粒子 v 时, 新生

粒子 v 在父粒子 u 位置的基础上再产生位移 X(e) = ∇ξ(e), 其中 e = {u, v}. 于是, 粒子 v 最终位于∑
e X(e), 求和号中的 e 取连接 v 与 o 的路径上所有的边. 这个模型就是分支随机游动, 在特殊设置

下, 我们可以将分支随机游动对应为平面格点上的一个 Gauss 场, 见注 5. 在更一般的模型中, 新生粒

子的数目可以是随机的, 所有新粒子产生的位移也可以不相互独立, 它们由一个点过程决定.

2.2 场的精细结构

本节考虑平面格点 (Z2, E2). Z2 中的两点 u 和 v 之间有边相连, 当且仅当 u 和 v 的欧氏距离

∥u− v∥ = 1. 令 c(e) ≡ 1/4. 假设 V ⊂ Z2, V 的边界定义为 ∂V = {u ∈ V : ∃ v /∈ V 使得 u ∼ v}, 内部
为 V o = V \ ∂V . 将 V 上的 Gauss 自由场记为 ξ, 它满足 Dirichlet 边界条件 ξ |∂V = 0. 基于马氏性,

若 η 是 ∂V 上的函数, 我们也将 ξ 叠加 η 的调和延拓 (至 V o)称为边界为 η 的 Gauss自由场. 如果不

特别说明,下文中的 Gauss自由场都指满足 Dirichlet边界条件.需要说明的是,在不同的文献中,为了

简化常数, Gauss 自由场 (等价地, 电导函数) 可以差一个常数倍数, 即 ξ 如上定义, 那么对所有 a ̸= 0,

{aξv}v∈V 都称为 Gauss 自由场.

本节取 V = VN = {0, 1, . . . , N − 1}2, 并介绍 N → ∞ 时 V 上的 Gauss 自由场 ξ 的极限行为.

首先需要指出的是, ξ 具有分层结构. 我们在此处介绍一种分层方案: 假设 v 不靠近边界 (例如, v

与 ∂V 的距离至少为 αN , α 为常数). 对一列正整数 ℓ1 < ℓ2 < · · · , 将以 v 为中心的边长为 ℓr 的

方块记为 Br(v). 当 Br(v) ⊂ V 时, 令 ηr,v 为 ξ |∂Br(v) 的调和延拓在 v 的值. 那么, 根据马氏性,

ξv − η1,v, η1,v − η2,v, . . . 相互独立, 因为它们表示 Gauss 自由场的调和平均值在不同时间区域上的增

量, 将它们依次记为 ξ1,v, ξ2,v, . . . 特别地, 如果取 ℓr = (2K)r, 其中 K 为给定的正整数, 那么, 通过对

Green 函数的精细估计可知 Eξ2r,v ≈ CK , 其中 CK 是依赖于 K 的常数. 于是, ξv 可分解为相互独立的

零均值正态随机变量之和, 且它们的方差都约为 CK . 具体地,

ξv = ξ1,v + ξ2,v + · · ·+ ξm,v + η, (2.3)

其中 m = ⌊log2K(2αN)⌋, 而 η 为可忽略的尾项. 下面的定理 4 和 7 都是基于类似的分解而得到

的. 事实上, 所有对数相关的零均值二维 Gauss 场都有类似的分解 (粗略地讲, 对数相关是指 Eξuξv
≈ logN/(|u− v| ∨ 1)). 于是下述定理 4(i) 和 4(ii) 对所有对数相关的零均值二维 Gauss 场都成立.

定理 4 (最大值, 参见文献 [6, 定理 2]、 [7, 定理 1.2] 和 [8, 定理 1.4]) 假设 ξ 是 VN 上的 Gauss

自由场. 记 MN = maxv∈VN ξv, 则下面的三条成立:

(i) MN/ logN 依概率收敛到某常数 c1 (对 Gauss 自由场, c1 = 2
√
2/π);

(ii) EMN = mN +O(1), 其中 mN = c1 logN − c2 log logN (对 Gauss 自由场, c2 = (3/4)
√
2/π);

(iii) MN − EMN 依分布收敛, 其极限分布函数形如 F (x) = E exp(−Ze−2
√
2x), 其中 Z 是随机

变量.

注 5 考虑齐次树 T 4 上的分支随机游动. 将每个粒子视为一个方块, 当父粒子分裂成 4 个子粒

子时, 我们对方块进行田字格的剖分, 将剖分后的每个小方块对应一个子粒子. 将第 n 代粒子的位置

赋于它对应的小方块的中心, 我们便得到 VN 中的一个零均值的 Gauss 场 (其中 N2 = 4n), 仍然称为
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分支随机游动.显然, 分支随机游动具有 (2.3)中的分层结构 (对应地, m = n = log2 N , η = 0). 对于更

一般的分支随机游动, 关于粒子位置的极值也有类似结论 (参见文献 [9]).

下面介绍 Gauss 场的水平集 (level set) Uα 和极值点集 Er. 令

Uα := {u ∈ VN : ξu > αEMN}, Er := {u ∈ VN : ξu > ξv,∀ v 满足 ∥v − u∥1 6 r},

其中 ∥v − u∥1 = |v1 − u1|+ |v2 − u2|, ∀ (v1, v2), (u1, u2) ∈ Z2.

定理 6 (水平集和极值点集, 参见文献 [10, 定理 1.6]、 [11, 定理 1.3] 和 [12, 定理 1.1]) 假设

0 < α < 1. 当 N →∞ 时, r →∞ 且 r/N → 0, 那么下面两条成立:

(i) (log |Uα|)/ logN 依概率收敛于 2(1− α2);

(ii) 令 η(A×B) := |{u ∈ Er : u/N ∈ A 且 ξu −mN ∈ B}|, 它描述特定高度对应的极值点集, 则 η

依分布收敛于 [0, 1]2 ×R 上密度为 Z(dx)⊗ e−
√
2πhdh 的 Poisson 点过程, 其中 Z(dx) 是 [0, 1]2 上的一

个随机测度.

取定 γ > 0. 对于 V 中的任意路径 P , 令

Wγ(P ) :=
∑
z∈P

eγξz , dγ(u, v) := min{Wγ(P ) : P 为连接 u 和 v 的路径},

这个模型称为 Liouville首达渗流 (first passage percolation). 注意到 ξ 是连续型随机向量,几乎必然存

在唯一的 (连接 u和 v 的)路径 P 使得 Wγ(P ) = dγ(u, v), 该路径称为测地线,记为 Geou,v. 下面的结

论刻画 Liouville 首达渗流模型的距离指数和测地线维数.

定理 7 (距离指数和测地线维数,参见文献 [13,定理 1.3]和 [14,定理 1.1]) 当 γ 充分小时,下面

两条成立:

(i)存在不依赖于 γ的常数 c∗ > 0和依赖于 γ的常数 Cγ > 0使得 Edγ(u, v) 6 CγN
1−c∗γ4/3/ log γ−1

;

(ii) 存在 αγ > 0 使得对任意 κ ∈ (0, 1), 有 P(若 ∥u− v∥ > κN,则 |Geou,v| > N1+αγ )→ 1.

2.3 Gauss 自由场与其他概率分支的联系

假设 G = (V,E) 是一个电网络, v0 ∈ V . 令 ∂V = {v0}, {ηv}v∈V 是 Gauss 自由场, 满足 Dirichlet

边界 ηv0 = 0. 假设 X = {Xt}t>0 是 V 上从 v0 出发的 (连续时间参数的) 随机游动, 与 ξ 相互独立.

定理 8 (与随机游动的局部时, 参见文献 [15, 定理 1.1]、[16, 定理 3] 和 [17, 定理 3.1]) 令 Ls(v)

为 X 在 v 的局部时, 令 τ(t) = inf{s > 0 : Ls(v0) > t}, 则下面两条成立:

(i) (第二 Ray-Knight 定理) {Lτt(v) +
1
2η

2
v}v∈V

d
= { 12 (ηv +

√
2t)2}v∈V ;

(ii) {
√
Lτt(v)}v∈V ≼ 1√

2
{(ηv +

√
2t) ∨ 0}v∈V , 其中 ≼ 表示存在一个耦合使得前者小于后者.

另外, Gauss 自由场还可刻画随机游动的覆盖时的集中性 [17].

假设 D 是 R2 中的一个 (有界单连通光滑边界的) 区域, 边界分为 ∂+ 和 ∂− 的两段弧. 将平面进

行边长为 ε 的正三角形剖分, 那么 D 对应着一个图, 顶点 Vε 就是在 D 内的三角形顶点, 边则继承三

角形的边. 相应地, ∂Vε 分为 ∂+,ε 和 ∂−,ε. 假设 {ξε,v}v∈Vε 是 Gauss自由场,在 ∂+,ε 和 ∂−,ε 分别取值 λ

和 −λ, 其中 λ > 0 不依赖于 ε. 令 γε 为 Gauss 值为正、负的分界线.

定理 9 (与 SLE, 参见文献 [18, 定理 1.1]) 存在常值 λ > 0 使得当 ε→ 0+ 时 γε 依分布收敛于

SLE(4).
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3 Gauss 自由场

3.1 定义及其性质

(1) 从随机函数的角度理解 Gauss 自由场. 假设 D 是 R2 中的一个 (非空单连通开) 区域. 对比离

散型 Gauss自由场的定义,从直观上, D 中的 (Dirichlet边界) Gauss自由场 ξ 应为一个零均值的随机

函数 {ξx}x∈D,满足: Eξxξy 为 D中 (边界截杀的) Brown运动的 Green函数. 具体地,令 pDt (x, y)是 D

中 Brown 运动的密度函数, 即 Exf(Bt)1{τ∂D>t} =
∫
D
f(y)pDt (x, y)dy 对任意非负 Borel 函数 f 成立,

其中 {Bt} 是 R2 上的标准 Brown 运动, τ∂D = inf{t > 0 : Bt ∈ ∂D}. 令

GD(x, y) =

∫ ∞

0

pDt (x, y)dt, G(x, y) = πGD(x, y), (3.1)

其中系数 π 是为了使得下式成立:

G(x, y) = log
1

∥x− y∥
+ C(x, y), (3.2)

这里 ∥x− y∥是 x和 y 之间的欧氏距离; C(x, y) = Ex log ∥BτD − y∥是一个有界连续函数,它关于 x调

和.直观上,我们希望被视为随机函数的 ξ = {ξx}x∈D 满足 Eξxξy = G(x, y). 但是,注意到 G(x, x) =∞,

这表明 ξx 不是一个随机变量, 即 Gauss 自由场的样本不是一个函数. 然而, 我们仍然可以先把它视为

一个随机函数, 并利用它关于不同测度 ρ 的积分 (Xρ =
∫
ξdρ) 来刻画它. 将 D 中有紧支撑的符号测

度的全体记为M, 则直观上,

EXρ = 0, EXρ1Xρ2 =

∫∫
x,y∈D

G(x, y)ρ1(dx)ρ2(dy) =: Γ(ρ1, ρ2). (3.3)

于是, 我们可以认为 Gauss 自由场指的是一个 Gauss 系 {Xρ : ρ ∈ M,Γ(ρ, ρ) < ∞}, 其均值和协方
差由 (3.3) 给出. 需要强调的是, 这样的 Gauss 系存在, 但不存在一个随机函数 ξ 使得 Xρ :=

∫
ξdρ

(∀ ρ ∈M) 满足 (3.3).

(2) 从随机广义函数的角度理解 Gauss 自由场. 事实上, Gauss 自由场是一个随机广义函数, 它可

视为一阶 Sobolev 空间 H1
0 (D) 中的标准正态向量, 我们可以通过它对大量函数 f 的积分值 Yf 来表

达它. 具体地, 令

(f, g)∇ =

∫
D

∇f(x) · ∇g(x)dx, ∥f∥∇ =
√

(f, f)∇,

H1
0 (D)是 D 中全体光滑紧支撑的函数 (记为 C∞

0 (D))在 ∥ · ∥∇ 下的完备化,其对偶空间记为 H−1
0 (D).

取 H1
0 (D) 的一组标准正交基 {fn}n>1 和独立同分布的随机变量序列 {Zn}n>1, 其中 Z1 ∼ N(0, 1). 令

ηn :=
∑n

k=1 Zkfk. 对任意 f =
∑

n anfn ∈ H1
0 (D), (ηn, f) 几乎必然且依 L2 收敛, 其极限记为 Yf .

那么,

EYf = 0, EYfYg = (f, g)∇, ∀ f, g ∈ H1
0 (D).

特别地, {Yf , f ∈ C∞
0 (D)}定义了一个随机广义函数 (或符号测度,简称分布),将其记为 η =

∑
n Znfn.

也将 Yf 记为 η(f) = (f, η)∇. 需要指出的是, η /∈ H1
0 (D), 且 ηn 在 H1

0 (D) 中不收敛.

定义 10 称 {Yf , f ∈ H1
0 (D)} 或

∑
n Znfn 为 D 上的 Gauss 自由场.

下面将说明 {Yf} 就是上面的 {Xρ}. 假设 ρ 是一个概率分布, ρ ∈ H−1
0 (D), 且存在 f ∈ H1

0 (D) 使

得 ρ = −∆f , 于是, ρ(g) = (f, g)∇ 对 g ∈ H1
0 (U) 和 g = η 成立. 注意到

f(x) =
1

2

∫
GD(x, y)ρ(dy). (3.4)
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于是,

(f, f)∇ = ρ(f) =

∫
D

f(x)ρ(dx) =
1

2

∫∫
GD(x, y)ρ(dx)ρ(dy) =

1

2π
Γ(ρ, ρ).

根据极化方程, Yf 即为上面寻找的
1√
2π

Xρ, 换言之,

ξ =
√
2πη.

(3) Gauss 自由场的马氏性. 虽然 Gauss 自由场 ξ 不是随机函数 (它在 x 点的 Gauss 值没有意

义), 但是 ξ 在某分布 ρ 下的平均值 ρ(ξ) 是有意义的, 它就是
√
2πYf , 其中 f 由 (3.4) 给出. 与离散

型 Gauss 自由场类似, 我们有如下马氏性, 它成立的本质原因是 H1
0 (D) = H1

0 (U) + H1
0 (U)⊥, 其中

H1
0 (U)⊥ = {f ∈ H1

0 (D) : f 在 U 内调和}.
定理 11 (马氏性,参见文献 [19,第 2.6节]) 假设 U 是 D 的子区域,则 ξ = ξU + ζ,其中 ξU 与 ζ

相互独立; ξU 是 U 上的 Gauss 自由场; ζ 在 D \ Uo 上与 ξ 取值一致, 且在 U 中调和.

(4) 二维 Gauss 自由场的性质. 令 B(x, r) = {y : ∥y − x∥ 6 r}. 记 ρx,r 是 ∂B(x, r) 上的均匀分布.

令 ξr(x) = ρx,r(ξ). 根据 (3.3), 可得

Eξr(x)ξr(x) =
∫∫

G(z, y)ρx,r(dz)ρx,r(dy) =

∫
G(x, y)ρx,r(dy) = log

1

r
+ C(x),

其中 C(x) = Ex log ∥BτD−x∥. 根据定理 11,令 r = e−t, Bx
t = ξr(x),则 Bx

t 是 Brown运动 (定理 13(i)).

基于此结论, 一方面, 对给定 x, 当 t→∞ 时, 由重对数律, Bx
t 的阶为

√
t log log t, 于是,

P
(

lim
r→0

ξr(x)

log 1
r

= 0

)
= 1, ∀x. (3.5)

另一方面, P(Bx
t > αt) = P(Bx

t /
√
t > α

√
t) 的阶为 e−

1
2α

2t. 因此, 当我们将 D 划分为 r−2 个边长为 r

的小方块时, 平均有 O(r−2 × e−
1
2α

2t) = O(r−(2− 1
2α

2)) 个小方块满足: 中心 x 的 ξr(x) > α log 1
r . 从而,

中心点满足 ξr(x) ≈ α log 1
r 的小方块平均有 O((1r )

2− 1
2α

2 − ( 1r )
2− 1

2 (α+ε)2) = O((1r )
2− 1

2α
2

)个.粗略地讲,

这意味着由 ξr(x) ≈ α log 1
r 的 x 组成的集合的维数为 2− 1

2α
2. 这即是定理 13(ii) 所刻画的现象.

定义 12 若 limr→0 ξr(x)/(− log r) = α, 则称 x 为 ξ 的一个 α- 厚点 (thick point). 将全体 α- 厚

点组成的集合记为 Tα,ξ.

定理 13 (Brown 运动和厚点, 参见文献 [5, 定理 1.21] 和 [20, 定理 1.2]) 假设 B(x, r0) ⊂ D, 令

r = e−t, t0 = − log r0, 则下面两条成立:

(i) Bx
t := ξr(x) (∀ t > t0) 是 Brown 运动, 其中时空初值为 (t0, B

x
t0).

(ii) 对任意 0 6 α 6 2, Tα,ξ 的 Hausdorff 维数几乎必然为 2− α2/2. 对任意 α > 2, Tα,ξ 几乎必然

为空集.

注 14 文献 [20] 考虑的是 η (= ξ/
√
2π). 令 β = α2/2. 该文献中 β- 厚点指满足 ηr(x)/(− log r)

≈
√
β/π 的点 (即定理 13 中的 α- 厚点), 其维数为 2− β (即 2− α2/2).

最后, 我们介绍二维 Gauss 自由场的共形不变性, 读者可参见文献 [5, 定理 1.19].

定理 15 (共形不变性) 假设 D̃ 也是 R2 中的区域, φ : D → D̃ 是共形映射, 那么, ξ̃ := ξ ◦ φ−1

定义了 D̃ 上的一个随机分布, 它就是 D̃ 上的 Gauss 自由场.

共形不变性成立的原因是, 从 Gauss 自由场的随机函数意义看, 二维 Brown 运动的 Green 函数

具有共形不变性, 即 GD(x, y) = GD̃(φ(x), φ(y)); 从 Gauss 自由场的随机分布意义看, 如果 φ 是共形

映射, 那么
∫
D̃
∇f(y) · ∇g(y)dy =

∫
D
∇(f ◦φ)(x) · ∇(g ◦φ)(x)dx. 需强调的是, 当空间维数 d ̸= 2时, 右
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边的积分中会出现 φ 对应的 Jacobi 行列式的 d− 2 次方, 因此, 共形不变性是二维 Gauss 自由场特有

的性质.

3.2 Liouville 量子引力场

Liouville 量子引力场 (Liouville quantum gravity) 是物理学家 Polyakov 在 20 世纪 80 年代为研

究弦理论提出的模型, 其数学表达为一个二维随机曲面, 张量形如 eγξ(x)dx, 其中 γ (> 0) 是温度的倒

数, ξ 是二维 Gauss 自由场. 如上节所述, ξ 可视为一个零均值的 Gauss 场 {ξ(x), x ∈ D}, 其协方差函
数 G(x, y) 由 (3.1) 给出. 虽然它的样本不是函数 (因此张量 eγξ(x)dx 没有严格的数学定义), 但是在下

文中我们仍然经常将 ξ 视为随机函数, 并做一些形式推导, 它们的严格证明请见相关文献. 目前, 人们

有几个切入点研究该随机曲面的几何结构, 它们是曲面体积 (即 Liouville 测度)、曲面上的 Brown 运

动 (即 Liouville Brown 运动) 和曲面距离. 我们将重点介绍研究得相当完善的 Liouville 测度和比较完

善的 Liouville Brown运动.对于研究刚起步的曲面距离,我们不做介绍,有兴趣的读者可以参见 Miller

和 Sheffield [21] 的一系列新成果.

(1) Liouville 测度. 将协方差函数 G(·, ·) 满足 (3.2) 的零均值 Gauss 场称为对数相关的 Gauss 场,

其中 C(·, ·) 是有界连续函数. 对这样的 Gauss 场, 可以构造一个随机测度,

µγ,ξ(dx) := exp

(
γξ(x)− 1

2
γ2Eξ(x)2

)
dx,

它的期望是 Lebesgue 测度. 特别地, 当 ξ 是 Gauss 自由场时, µγ,ξ 称为 Liouville 测度.

关于 µγ,ξ 的定义, 最早的研究可追溯到文献 [22], 方法是通过 ξ 的光滑截断 (cut-off) 来逼近. 具

体地,将 G(·, ·)分解成协方差函数 Gn(x, y)之和,即 G(x, y) =
∑

n Gn(x, y). 取相互独立的零均值光滑

Gauss 场 ζn (光滑指 Gauss 场为随机函数), 以 Gn(x, y) 为协方差函数, 然后证明 ξn =
∑n

k=1 ζk 对应

的 µγ,ξn 在 Radon 测度空间中几乎必然弱收敛, 其极限称为 G(·, ·) 对应的 Gauss 乘法噪声 (Gaussian

multiplicative chaos). Gauss 乘法噪声在流体力学和经济学等领域有广泛的应用. µγ,ξn 收敛的本质原

因是, 对于任意 A ⊂ D, µγ,ξn(A) 是鞅 (因为 {ζk} 相互独立), 且当 γ < 2 时有 4
γ2 − ε 阶矩 (见下面的

定理 18). 特别地, 当 γ2 < 2 时, 不难看出其二阶矩有限:

Eµγ,ξn(A)
2 =

∫∫
x,y∈A

Eeγ(ξn(x)+ξn(y))− 1
2γ

2(Eξn(x)2+Eξn(y)2)dxdy =

∫∫
x,y∈A

Eeγ
2Eξn(x)ξn(y)dxdy

6
∫∫

x,y∈A

eγ
2(− log ∥x−y∥+C(x,y))dxdy 6 Cγ

∫∫
x,y∈A

1

∥x− y∥γ2 dxdy,

其中 Cγ 是常数.

另一种现在常用的构造是, 利用 Gauss 场的平均值进行逼近. 如前, 将 ξ 在 ∂B(x, ε) 上的平均值

记为 ξε(x), 并称之为 ξ 的光滑化. 事实上, ξε 还可以取 ξ 的其他光滑化. 可以证明, 当 ε→ 0 时, µγ,ξε

收敛. 需要指出的是, 上述极限一致, 且它不依赖于 ξε 和 ξn 的选取. 该极限就是我们所寻的 µγ,ξ.

定理 16 (Gauss 乘法噪声, 参见文献 [23, 定理 2.5]、 [24, 定理 2.1] 和 [25, 命题 1.1 和 1.2]) 假

设 ξ 是 Gauss 自由场 (或更一般地, 对数相关的 Gauss 场), 则下面的极限相同, 且当 γ < 2 时该极限

不是零测度.

(i) 假设 {ξn} 是 ξ 的截断逼近, 那么, 当 n→∞ 时, 随机测度 µγ,ξn 几乎必然弱收敛;

(ii) 假设 {ξε} 是 ξ 的光滑化逼近, 那么, 当 ε→ 0 时, 随机测度 µγ,ξε 依分布收敛.
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下面假设 γ < 2, ξ 特指 Gauss 自由场. 我们将介绍一系列结论, 它们从不同的角度体现 Liouville

量子引力场的分形结构. 首先需要指出的是, Liouville测度的支撑是 γ-厚点集 Tγ,ξ. (形式运算的)理由

如下: 考虑测度 dµγ,h(x)P(dh),其中 P是 ξ 的分布, h是 ξ 的一个样本. 它可以写为 CxZxP̃x(dh)dx,其

中 Cx = e−
1
2γ

2Eξ(x)2 , P̃x(dh) =
1
Zx

eγh(x)P(dh), Zx 为使得 P̃x 为概率测度的归一化常数. 根据 Girsanov

变换, P̃ 就是 {ξ̃(y) + γG(x, y), y ∈ D} 的分布, 其中 ξ̃ 也是 Gauss 自由场. 于是,

ξr(x) = ξ̃r(x) +

∫
∥y−x∥=r

γG(x, y)dy = ξ̃r(x) + γ log
1

r
+O(1).

对 ξ̃ 应用 (3.5) 便知 x 是 ξ 的 γ- 厚点. 这表明 {(x, h) : x ∈ Tγ,h} 在 µγ,h(dx)P(dh) 下是满测度集 (即

其补集为零测集). 关于支撑集, 严格的推导可参见文献 [5, 定理 2.4].

定理 17 (支撑集) µγ,ξ(T
c
γ,ξ) = 0.

根据 (3.2)知, G(rx, ry) = log 1
r +G(x, y) +O(1), ∀ r > 0. 这表明在 B(z, 1)上, {ξ(z+ ry)}y∈B(0,1)

d≈ {ξ(z + y) + Z}y∈B(0,1), 其中 Z ∼ N(0, log 1
r ) 且 Z 与 ξ 相互独立. 于是, 若 q 阶矩存在, 则

Eµγ,ξ(B(z, r))q = E
(∫

B(0,r)

eγξ(z+y)− 1
2γ

2Eξ(z+y)2dy

)q

= E
(∫

B(0,1)

eγξ(z+ry)− 1
2γ

2Eξ(z+ry)2r2dy

)q

≈ r2qE
(
(eγZ− 1

2γ
2EZ2

)q
(∫

B(0,1)

eγξ(z+y)− 1
2γ

2Eξ(z+y)2dy

)q)
= r2qEeqγZ− 1

2 qγ
2EZ2

Eµγ,ξ(B(0, 1))q = Cqr
αγ(q),

其中 Cq = Eµγ,ξ(B(0, 1))q, 我们用到 Z 与 ξ 相互独立, Z ∼ N(0, log 1
r ), 从而,

EeqγZ− 1
2 qγ

2EZ2

= r−
1
2 q

2γ2+ 1
2 qγ

2

, αγ(q) =

(
2 +

γ2

2

)
q − γ2

2
q2.

当 γ ̸= 0 时, αγ(q) 不是 q 的线性函数, 这说明 Liouville 测度有重分形结构, αγ(q) 称为重分形谱

(multifractal spectrum) 或结构函数 (structure function).

定理 18 (矩, 参见文献 [24, 命题 3.5–3.7]) 记 q∗ = 4
γ2 , 那么下面两条成立:

(i) 若 q < q∗, 则当 r → 0 时, Eµγ,ξ(B(z, r))q ≈ Cqr
αγ(q).

(ii)当 q ∈ (0, q∗)时,对任意 A ⊂ D,有 Eµγ,ξ(A)
q <∞,且 limε→0 Eµγ,ξε(A)

q = Eµγ,ξ(A)
q,其中 ξε

同定理 16. 当 q 6 0 时, 上述结论对 A = B(z, r) 成立.

注 19 一般地,对于 d维 Gauss自由场,当 λ2 < 2d时,记 q∗为 (d+ γ2

2 )q− γ2

2 q2 = d在 q ∈ (1,∞)

上唯一的根, 则上述结论仍然成立 (参见文献 [24]).

下面介绍著名的 KPZ关系式 (根据三位物理学家 Knizhnik、Polyakov和 Zamolodchikov命名,参

见文献 [26]), 它刻画了一个集合在欧氏空间的维数与在量子空间的维数之间的关系, 其中, 在欧氏空

间中使用 Lebesgue 测度 µ0,ξ, 在量子空间中使用 Liouville 测度 µγ,ξ. 假设 Bγ(x, ε) 是以 x 为中心的

圆盘, 其 µγ,ξ 测度为 ε. 当 γ = 0 时, B0(x, ε) 的半径是
√
ε/π. 对集合 A ⊂ D, 记

Bγ(A, ε) := {x : Bγ(x, ε) ∩A ̸= ∅}, ∆γ = lim
ε→0

1

log ε
logEµγ,ξ(Bγ(A, ε)).

∆γ 称为标度指数 (scaling exponent). 在 γ = 0 和 γ > 0 的情形, ∆γ 分别称为欧氏标度指数和量子标

度指数. 下面的 KPZ 关系式描述了集合的欧氏标度指数与量子标度指数之间的关系.

定理 20 (KPZ 关系式, 参见文献 [25, 定理 1.4]) ∆0 = γ2

4 ∆2
γ + (1− γ2

4 )∆γ .
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我们从 (Minkowski)维数的角度简要指出支持 KPZ关系式成立的一个理由. 为方便起见,我们用

边长为 r的小方块代替圆盘. 把空间划分为边长为 r = 2−n的小方块,把这些小方块记为 Bn. 将集合 A

的 (在参数为 γ 时的) 维数定义为

dγ = inf

{
d : lim sup

n→∞

∑
B∈Bn,B∩A̸=∅

µγ,ξ(Bi)
d <∞

}
.

这表明, 当我们用 µγ,ξ 体积约为 ε 的小方块覆盖 A 时, 需要的小方块数约为 ( 1ε )
dγ , 于是,

∆γ ≈
1

log ε
log

((
1

ε

)dγ

× ε

)
= 1− dγ .

因此, 我们只需要找出 d0 与 dγ 的关系即可, 这一点可由定理 18 得到,

E
∑

B∈Bn,B∩A̸=∅

µγ,ξ(Bi)
d = O

( ∑
B∈Bn,B∩A̸=∅

µ0,ξ(Bi)
1
2αγ(d)

)
,

其中我们用到 µ0,ξ 是 Lebesgue 测度, 边长为 r 的小方块的 Lebesgue 测度的阶为 r2. 这表明 1
2αγ(dγ)

= d0, 这等价于 KPZ 关系式.

(2) Liouville Brown 运动及其热核. 仿照流形上的 Brown 运动的定义, Liouville Brown 运动可以

通过对坐标空间 (欧氏空间) 中的 Brown 运动做时间变换得到. 时间变换的函数为

Fγ,ξ(t) =

∫ t

0

exp

(
γξ(Bs)−

1

2
γ2Eξ(Bs)

2

)
ds,

其中 {Bs} 是 R2 上的标准 Brown 运动.

它也是通过截断构造的. 为给出其严格定义, 我们需要取定理 16 中的 ξn 作为截断.

定理 21 (Liouville Brown 运动和热核, 参见文献 [27, 定理 2.7 和 2.18]、 [28, 定理 0.4] 和 [29, 定

理 1.2 和 1.3]) 给定 γ ∈ (0, 2). 对几乎所有的 Gauss 场样本, 下面三条成立:

(i) Fγ,ξn(·) 依 ({Bs} 的) 概率收敛, 记其极限为 Fγ,ξ(·). 记 Bt = BF−1(t), 则 {Bt}t>0 是轨道连续

的强马氏过程, 其转移半群记为 P γ
t .

(ii)存在对称的非负密度函数 pγt (x, y),使得 P γ
t f(x) =

∫
D
f(y)pγt (x, y)µγ(dy),其中 µγ 是 Liouville

测度.

(iii) 对任意 β > (γ + 2)2/2, 存在常数 C1 和 C2 使得 pγt (x, y) 6 C1 exp(−C2t
− 1

β−1 ), ∀ t ∈ (0, 1/2];

存在常数 C3 > 0 使得 pt(x, x) > C3
1
t (log

1
t )

−34 (∀ t) 充分小.

利用 Brown 运动的尺度变换, 可以仿照定理 18(i), 证明

E(F (t+ s)− F (t))q 6 Cqs
αγ(q).

上述定理中的 {Bt}称为 Liouville Brown运动, pγt (x, y)称为 Liouville热核.热核是研究曲面的几何结

构的重要参量, 也是研究 KPZ 关系式的一个工具 (参见文献 [30]).

3.3 一维和高维 Gauss 自由场

当 d = 1 时, 区间上的 Gauss 自由场就是 Brown 桥 (Dirichlet 边界条件) 或 Brown 运动 (其他边

界条件). 此时, Brown 桥的 Fourier 级数就是 η 在 H1
0 (D) 中的分解, Gauss 乘法噪声可应用于刻画物

理中的湍流 [22] 和经济学中的资产价格波动 [24].
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下面假设 d > 3. 由于 Brown运动是非常返的,在定义 Gauss自由场时可以不要求 D是有界区域,

也可以不进行边界截杀. 对于离散型 Gauss 自由场 ξ, 其协方差函数为 G(u, v) = Eu

∑∞
n=0 P(Sn = v),

∀u, v ∈ Zd. 给定高度 h, 点集 Eh := {u ∈ Zd : ξu > h} 称为游弋集 (excursion set). 若能在 Eh 中找到

路径连接 u 和 v (或集合 A 到 B), 则记为 u
>h←→ v (或 A

>h←→ B). 借助渗流的语言, 若 ξu > h, 则称 u

为 “开”,否则称 u为 “闭”. 那么, 0
>h←→∞意味着包含顶点 0的开簇是一个无穷开簇. 根据 Eh 关于 h

的单调性, 令

h∗(d) := inf{h ∈ R : P(0 >h←→∞) = 0},

h∗∗(d) := inf
{
h ∈ R : 存在α > 0 使得 lim

L→∞
LαP(B(0, L)

>h←→ S(0, 2L)) = 0
}
,

其中 S(0, 2L)是以原点为中心、2L为边长的方盒.显然, h∗(d) 6 h∗∗(d). 下面的结论给出 Zd 上 Gauss

自由场的临界值的估计, 对于齐次树上的 Gauss 自由场, 相应的估计参见文献 [31].

定理 22 (参见文献 [32, 定理 2.6 和 3.3] 和 [33, 定理 0.1–0.3]) 下面两条成立:

(i) 对任意 d > 3, h∗∗(d) < ∞ (从而 h∗(d) < ∞), 且当 h > h∗∗(d) 时, 存在 αh, βh > 0, 0 < ρ < 1

使得 P(B(0, L)
>h←→ S(0, 2L)) 6 αh exp(−βhL

ρ). 存在 d0 使得当 d > d0 时, h∗(d) > 0.

(ii) 当 d→∞ 时, P(ξ0 > h∗(d)) =
1

d1+o(1) . 令 h(d) =
√
2G(0, 0) log d, 则 h∗(d) ∼ h∗∗(d) ∼ h(d), 其

中 αd ∼ βd 指 limd→∞ αd/βd = 1.

此外, 对于 d = 4, 文献 [34] 研究了厚点的维数; 文献 [35] 研究了 Gauss 自由场的 KPZ 关系式.
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Abstract In this paper, we review the development of Gaussian free fields in recent years, including equivalent

definitions, elegent properties, as well as delicate structures. We also introduce the Liouville quantum gravity

(random surface) based on Gaussian free fields, including Liouville measure and Liouville Brownian motion.
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