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摘要  非线性问题因其普遍性受到来自包括工程、物理和数学等众多领域学者的关注. 针

对非线性系统的建模、求解和分析等问题, 人们发展出了多种数学理论和方法, Volterra级

数就是其中之一. 本文对Volterra级数的基本定义和由其发展而来的一些频域概念进行介

绍, 并分析它和Taylor级数、Wiener级数、NARMAX模型、Hammerstein模型、Wiener模型、

Wiener-Hammerstein模型、谐波平衡法、摄动法和Adomian分解等非线性模型与求解方法之

间的联系; 探讨了其收敛性问题和核辨识问题研究中的挑战, 总结了这方面的研究成果和

进展.  
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众所周知 , 实际系统几乎总含有各种非线性因

素 . 为了分析与求解非线性系统 , 人们提出了多种

非线性分析方法 , Volterra级数就是其中之一 . 对

Volterra级数理论的研究最早可追溯到1887年意大利

数学家Vito Volterra关于解析泛函的工作[1]. 后来控

制论创始人MIT教授Norbert Wiener在与数学家Paul 

Lévy (Volterra的学生)的接触中, 对该理论产生了兴

趣 , 1942年他在给军方的一份密级研究报告中将

Volterra级数用来分析雷达噪声对非线性接收器电路

的影响[2]. 此后, Volterra级数理论开始在来自MIT等

研究机构的少数学者中间流传 , 直到1957年 , 它才

得以作为一种普通的非线性系统分析方法得到传播

和应用 . 应用Volterra级数理论 , 可以解释很多非线

性系统所特有的现象 , 但它非常复杂 , 只能应用于

分析一些相对简单的非线性问题 , 这阻碍了其在实

际中的应用. 正如一位学者所说, Volterra 级数理论

表面上看起来很让人着迷 , 但实际应用方面的研究

却进展缓慢 , 这种情况一直持续到20世纪90年代 . 

之后 , 得益于计算机技术的发展和普及 , Volterra级

数理论在电子工程、机电工程、控制工程、机械工

程、神经科学和生物医学工程等领域得到广泛应  

用 . 特别是近10年来 , 全球学者在Volterra级数理 

论及其应用方面共发表SCI检索论文近千篇, 引用上

万次 , 显示了该领域的研究活力和其广阔的应用前

景 . 虽然关于Volterra级数研究的论文数量庞多 , 但

相关研究著作却很少[3~5], 也没有一篇综述性论文对

其相关研究成果和现状进行总结 , 这些阻碍了

Volterra级数的进一步推广. 为使初学者能够更好地

掌握Volterra级数这个强有力的非线性问题分析方法

和理论 , 本文尝试着给该理论一个简洁而全面的介

绍, 对其相关研究成果进行总结,并对其应用前景给

出展望.  

1  基本定义 

在数学上, Volterra级数本质上是对非线性时不

变系统的泛函级数展开 , 它也可以看作是线性系统

的一维卷积在多维卷积空间上的推广, 因此, 以线性

系统中的卷积运算及其相关概念为参照 , 可以很好

地帮助人们更好地理解Volterra级数理论.  

对于线性系统 , 系统输入与输出之间的线性关
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系在时域可表示为卷积运算:  

 ( ) ( ) ( )d  ,y t h t u  



   (1) 

其中, u(t)和y(t)分别是系统输入和输出, h(t)是系统脉

冲响应函数 . 对方程(1)进行傅里叶变换 , 可得到线

性系统输入和输出之间频域关系表达式:  

 ( ) ( ) ( ) ,Y H U    (2) 

其中, U(), Y(), H()分别是u(t), y(t), h(t)的傅里叶

变换, H(ω)也称为系统的频率响应函数(FRF). 对于

线性系统, H()或h(t)包含系统所有的信息.  

与此相对照, 对任意连续的非线性时不变系统, 

在零初始条件下 , 如果系统输入信号u(t)能量有限 , 

则系统响应可用Volterra级数表示 [6]. Volterra级数职

是方程(1)的扩展形式 , 它是一个无穷级数 , 如下式

所示:  
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其中 , 函数h1(), h2(1,2),···, hn(1,···,n)是Volterra

核函数 , 是线性系统的一维脉冲响应函数在高维空

间的推广 . 另外 , 一般假设系统在零平衡点附近运

动, 即y0(t)=0, 这样可避免常数项输出引起输入频率

间的相互耦合[7]. 可看出, 当系统的二阶以上Volterra

核均为零时, 非线性系统退化为线性系统.  

对于离散的非线性时不变系统 , 用Volterra级
数[8]可表示为  
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其中 , u(k), y(k)∈R, 分别为系统的输入和输出 , hn 

(m1,···, mn)是离散Volterra级数的第n阶核函数, Volterra

核函数一个显著特点是满足对称性.  

如今Volterra级数广泛地应用于一些非线性模型

的分析 , 包括多项式非线性系统 [9]、分段线性系

统[10]、双线性系统[11]、饱和系统[12]、时空非线性系

统[13]、迟滞非线性系统[14]、分数阶非线性系统[15]. 另

外, 虽然原始的Volterra级数只能描述非线性时不变

系统, 但后来人们将Volterra级数的时不变核函数替

换成时变核函数 , 将其推广到非线性时变系统的描

述[16].  

2  频域概念 

众所周知, 利用频率响应函数, 可在频域对线性

系统输入和输出之间的关系进行描述 , 这极大地简

化了线性系统的分析 , 曾使线性系统研究得到飞跃

式的发展. 为了在频域对非线性系统进行分析, 基于

Volterra级数 , 人们也尝试发展出了多个频域概念 , 

包括广义频率响应函数(generalized frequency response 

function, GFRF), 非线性输出频率响应函数(nonlinear 

output frequency response function, NOFRF), 输出频

率响应函数(output frequency response function, OFRF)

和伴随频率响应函数(associated frequency response 

functions, AFRF).  

2.1  广义频率响应函数(GFRF) 

广义频率响应函数(GFRF)是第一个基于Volterra
级数发展出的频域概念 , 由MIT学者George[17]在

1959年提出, 那时称为非线性频率响应函数(nonlinear 
frequency response function). 此后, Bussgang等人[18]

将该概念推广到多输入非线性系统的研究. Victor和
Knight[19]则在数学上对Volterra核函数的频域表示给

出了更严谨的定义 . 广义频率响应函数定义为

Volterra核函数hn(1,···,n)的多维傅立叶变换 [20], 如
下所示:  
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GFRF的反变换是Volterra核函数.  

由于Volterra级数核函数是对称的, 因此其多维

傅立叶变换也是对称的, 进而GFRF也是对称的, 例

如, H2(1, 2)=H2(2, 1).  

利用GFRF, 非线性系统输入输出之间关系在频

域可表示为[21]  
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 (6) 
其中, Y(ω)和U(ω)分别表示系统输出和输入频谱, nω

表示满足1+···+n=条件的频域积分域.  

对于线性系统 , 利用Laplace变换可以从动力学

微分方程直接推导出系统的频率响应函数 . 为了确

定非线性系统的广义频率响应函数 , Bedrosian和

Rice[22]提出了谐波探测法(harmonic probing method), 
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但该方法仅适用于受单输入激励的连续非线性系统. 

Worden等人 [7]将谐波探测法推广到了多输入多输出

情况, 使得GFRF可以用来描述多输入之间的频域耦

合关系. Billings和Tsang[23]将该方法推广到了离散系

统 . 对 于 多 项 式 类 非 线 性 系 统 , Peyton-Jones 和

Billings[24]基于谐波探测法提出了计算GFRF的递推

算法, 通过该方法可以由低到高逐次确定各阶GFRF. 

后来, Swain和Billings[25]将该递推算法推广到多输入

的情况 . 通过递推算法可以将复杂的计算过程转化

为简单的符号运算 , 非常适合计算机处理 , 由此

Billings和他的团队还开发了专门的软件包[26,27].  

2.2  非线性输出频率响应函数(NOFRF) 

广义频率响应函数的一个显著特点是多维性 , 

各阶GFRF的维数等于它的阶数. 该多维属性给对三

阶以上GFRF的显示、分析和估计带来了极大的困难, 

这也使得人们常用二阶Volterra级数来对非线性系统

进行分析 . 为了克服广义频响函数在实际应用中遇

到的这些困难 , 近年来Lang等人 [21]提出了非线性输

出频率响应函数(nonlinear output frequency response 

function, NOFRF) 概 念 . 相 比 较 GFRF, 各 阶 次

NOFRF都是频率的一维函数 , 因此可方便地进行显

示和分析 , 也较容易由系统输入 /输出辨识得到 . 

NOFRF定义为  
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利用NOFRF, 系统输出频谱可以表示为  
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其中 
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对于线性系统, 利用FRF, 系统输入输出频谱间

的关系可用图 1表示 ; 而对于非线性系统 , 利用

NOFRF, 系统输入输出之间的关系则可表示为图2.  
从NOFRF的定义可以看出, 它不仅与非线性系

统本身的特性有关, 而且与系统输入也有关, 它反映

的是非线性系统在特定类型输入下表现出来的频率

响应特性. NOFRF最大的优点是各阶次函数都是一 

 

图 1  线性系统输入输出频域表示 

Figure 1  The relationship between output and input frequency spec-
trum in linear system 

 

图 2  非线性系统输入输出频域表示 

Figure 2  The relationship between output and input frequency spec-
trum in nonlinear system 

维的, 可方便地进行显示和分析, 也较容易由系统输

入 /输出辨识得到 , 因此 , 基于NOFRF, 可以用与分

析线性系统类似的方法对非线性系统进行分析. Peng

和Lang等人[9]推导出了在谐波激励下NOFRF和GFRF

之间的解析关系式 , 进而利用NOFRF概念成功地对

一大类非线性系统的次共振现象和高次谐波分量的

产生现象进行了分析解释 , 并分析了线性阻尼对非

线性系统共振的影响 , 研究表明线性阻尼系数的大

小将决定非线性系统主共振区的出现频率 . 他们还

将该概念推广到了多输入多输出情况[28]. 对于NOFRF

的估计辨识, Lang和Billings[21]还提出了一种多层次

激励方法 , 该方法要求利用形式相同但强度不同的

输入对系统进行多次激励.  

2.3  输出频率响应函数(OFRF) 

虽然, GFRF和NOFRF概念使得人们可以在频域

对非线性系统进行分析 , 但是它们均不能显式地表

示出系统非线性特性参数与输出频率响应之间的关

系, 如果能建立这两者之间的显式关系, 无疑将给分

析非线性参数对系统输出频率响应的影响带来方便. 

为了解决该难题 , Lang等人 [29]提出了输出频率响应

函数(output frequency response function, OFRF)的概

念, 对于多项式类非线性系统, 通过它可以显式地表

示出系统非线性特性参数与GFRF及输出频率响应间

的关系.  
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记C为系统中非线性特性参数的集合 , Lang等

人[29]研究表明: 系统任意阶GFRF都可以表示为关于

C中元素的多项式函数, 例如第n阶GFRF可表示为  
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其中, 1, , sn Λ 是C中的元素; Jn是一个sn维的非负整

数向量 , 它当中的元素对应单项式 1
1

n

n

jsj
s Λ 中各个

非线性特性参数的指数 ; 1
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Κ Λ 是仅与

H1(.)有关而与系统非线性特性参数无关的函数 . 方

程(10)给出了GFRF与系统非线性特性参数之间的显

式关系.  

进一步, 系统输出频率响应Y()可表示如下:  
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式中,  
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 (12) 
方程(11)显示, 系统输出频率响应可表示为关于系统

非线性特性参数的多项式函数 , 式中多项式系数
1

1

( : )
1( , , )sn

sn

n j j
n    Κ

Κ Λ 仅与系统输入U()及H1(.)有关 , 

而与系统非线性特性参数无关, Lang称之为输出频率

响应函数(OFRF).  

利用OFRF可显式地表示非线性特性参数与系统

输出频率响应之间的关系, 但为了利用(11)式分析前

者对后者的影响 , 必须先确定该式中具体包含了哪

些单项式及它们对应的系数, 即输出频率响应函数. 

为了确定(11)式中包含的单项式形式和数目, Jing等

人 [30]提出了一个单项式提取算子; Peng和Lang[31]也

提出了另一种确定单项式形式和数目的递推算法 , 

它可以用简单的符号运算进行 , 非常适合计算机处

理. 在假定单项式形式和数目已知的条件下, Lang等

人[29]提出了基于最小二乘法的OFRF估计方法.  

2.4  伴随频率响应函数(AFRF) 

为了克服GFRF因多维性在实际应用中引起的困

难, 除了利用NOFRF, Feijoo和Worden[32,33]提出了伴随

频率响应函数(associated frequency response functions, 

AFRF)概念 , 它的定义来源于非线性系统的伴随线

性方程(associated linear equations, ALE), 他们的研

究结论表明 , 系统的第 n阶Volterra输出可用低阶

Volterra输出的组合函数作为派生线性系统的输入得

到, 即,  

 1 1( , , )   ( 1, , ),  n n nLy a f y y n   (13) 

方程(13)给出了ALE的定义, 各阶ALE的解为  

  1 1 1( ) ( ) ( ), , ( ) d ,   





 n n ny t a h t f y y  (14) 

其中, L表示线性微分算子, 它与阶数n无关, h1是L算
子的Green函数, an是第n阶ALE输入的系数.  

对于二阶微分算子,  
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dd
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基于各阶ALE, 可得系统各阶AFRF,  

 1 2
( ) n
n n

n n

a
H

m ic k
 

    
 (n=1, ···, ∞), (16) 

根据方程(16), 可知各阶AFRF具有相同的函数形式, 

但它们的幅值与各阶ALE输入系数有关. 为此, Fei-

joo和Worden定义了非线性增益常数Kn:  

 
1
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n

a
K

a
  (17) 

根据方程 (16)和 (17), 可知任意阶AFRF可由第一阶

AFRF和第n阶非线性增益常数Kn确定 . 系统响应也

可根据第一阶AFRF的二维Bode图和第n阶非线性增

益常数Kn确定 , 这极大地方便了在频域分析与设计

非线性系统. 相比较GFRF, AFRF各阶函数都是线性

频率响应函数 , 基于它可用线性系统理论对非线性

系统进行分析 , 这方便了在频域分析和设计非线性

系统 . 此外 , AFRF也表示了GFRF包含的所有信息 , 

根据 AFRF 可直接得到系统各阶 GFRF. Feijoo 和

Worden[34]基于AFRF, 提出了一种辨识单自由度非

线性系统中线性参数和非线性参数的新算法 . 进一

步 , Feijoo和Worden等人 [35]将ALE和AFRF推广用于

多自由度非线性系统的分析、辨识和控制.  

3  与其他非线性模型及方法之间的关系 

为了描述非线性系统 , 人们提出了多种非线性

模型, 包括Taylor级数、Wiener级数、NARMAX模型、

Wiener模型、Hammerstein模型、Wiener-Hammerstein

模型等. 另外, 对于非线性方程的求解, 尚未发展出

类似线性系统分析那样成熟的精确求解方法 , 除了
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某些简单的非线性微分方程 , 对于一般的非线性微

分方程, 人们无法给出精确解, 为此研究人员发展出

了多种近似解法[36], 包括平均法、KBM法、摄动法、

多尺度法、谐波平衡法和Adomian分解法等. 研究表

明, Volterra级数与许多非线性系统描述模型和求解

方法均存在一定的联系.  

3.1  Taylor级数 

Taylor级数是一种用来近似描述两个变量间非

线性关系的最典型方法 . 给定变量y和u间关系可用

函数y=f(u)描述, 如果函数f在某点u0无限次可导, 则

在该点附近, 变量y可以展开为关于变量u的幂级数. 

如果取u0=0, 该级数可表示为如下形式:  
( )

2

( )

0

''(0) (0)
(0) '(0)
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!




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 
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 

 (18)
 

由Volterra级数定义可知, 如果Volterra核函数为

多维Dirac函数, 即 

 1 2 1 2( , , , ) ( ) ( ) ( ) ,n n n nh a        Λ Λ  (19) 

其中(.)为Dirac函数, 则方程(3)可写为 
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 (20) 

此时, Volterra级数退化为和Taylor级数类似的平

凡级数 . 在Volterra级数的核函数定义中的时延i刻

画的是历史输入对当前响应的影响, 而如果Volterra

核函数取为 (19)式 , 那么只有当所有的时延i=0时 , 

核函数hi(.)才非0, 这表明历史输入对当前响应无影

响 . 由此看出 , Volterra级数是Taylor级数的推广 [6], 

可看作是带有记忆效应的Taylor级数, 它考虑了系统

的动态特性, 因此可描述动态非线性系统, 而Taylor 

级数只能描述静态系统, 因此, Volterra级数比Taylor

级数有更广的应用范围.  

3.2  Wiener级数 

尽管Volterra级数广泛用于非线性系统的分析与

设计, 但在一些情况下, 它也存在一些缺点, 例如系

统 Volterra级数表示的收敛区间过于严格 , 以及

Volterra核函数的辨识较难. 正如为了避开系统幂级

数表示的收敛性问题 , 人们提出了系统的正交函数

表示; 同样为了避开系统Volterra级数表示的收敛性

问题, Wiener[37]在1958年提出了Wiener级数或Wiener 

G泛函. 在数学上, Wiener级数本质上是对非线性时

不变系统的泛函级数正交展开, 它与Volterra级数有

着密切的联系 . 它们都是对非线性系统的泛函级数

展开 , 对于截断的Wiener级数和Volterra级数 , 它们

可以互相表示. 若已知系统的Wiener级数表示, 将各

阶Wiener级数相加 , 可得各阶Volterra级数表达式 ; 

反之, 若已知系统的Volterra级数表示, 可通过Gram- 

Schmidt正交化 , 可得各阶Wiener级数表达式 . 如果

系统输入是均值为0的高斯白噪声信号, 那么Volterra

系统可用等价的非齐次Wiener级数表示 [38,39]. 另外 , 

Rugh[4]研究结论表明, 系统的第n阶G泛函可用第n阶

Volterra核函数表示 . 为此 , Lee和Schetzen[40]基于互

相关法 , 提出了一种直接估计Wiener核函数的方法 . 

另外, Palm和Pöpel[41]给出了非线性系统满足Volterra

级数和Wiener级数表示的条件, 并给出了两者之间可

以相互表示的充分条件, 最后给出了Lee-Schetzen方

法的数学理论验证. 随后, 他们[42]对基于Volterra级数

和Wiener级数的非线性系统辨识做了一个综述, 并给

出了Wiener级数辨识的局限性. Franz和Schölkopf[38]回

顾了Volterra级数和Wiener级数之间的关系 , 并基于

再生核Hilbert空间理论对非线性系统Wiener级数核

函数进行了辨识.  

3.3  NARMAX模型 

带外部输入的非线性自回归滑动平均模型
(nonlinear autoregressive moving average model with 
eXogenous inputs, NARMAX) 最 早 由 Leontaritis 和

Billings[43]在1985年提出, 它可描述的非线性系统非

常广泛, 定义如下:  

 

( ) ( ( 1), , ( ), ( 1), ,

  ( ), ( 1), , ( )) ( ) ,

y

u e

y k F y k y k n u k

u k n e k e k n e k

   

   

Λ Λ

Λ  (21)
 

其中, u(k), y(k)和e(k)分别是系统输入、输出和噪声项, 

ny, nu和ne分别是在k时刻, 系统输出、输入与噪声项

的最大采样延迟, F(.)是任意非线性函数, 一般取为

多项式函数.  

对比由 (4)式定义的离散Volterra级数可看出 , 

Volterra级数实际上可表示为当y(ki)=0 (i=1,···, ny), 

e(ki)=0(i=0,···, ne)时的NARMAX模型. 因此NARMAX

模型可看作是在离散Volterra级数中引入了历史时刻

输出的推广 . 通过引入历史时刻的输出 , NARMAX
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模型在表示非线性系统时比Volterra级数结构更加简

洁, 即模型中的项数更少, 这正如线性滤波器中, 有

限脉冲响应滤波器(FIR)和无限脉冲响应滤波器(IIR)

的区别.  

所有噪声项 e(t) 均为 0 的 NARMAX 模型称为

NARX模型, 对于NARX模型, 由Billings[23]提出了计

算各阶GFRF的递推公式 ; 而对各阶GFRF进行多维

反 Fourier 变换 , 可得时域 Volterra 核函数 , 因此 , 

NARX模型与离散Volterra级数可以互相表示 . 在非

线性系统辨识中 , 一种有效方法是先根据测量得到

的输入 /输出时域信号 , 辨识系统NARX模型 , 然后

基于得到的NARX模型, 计算出非线性系统的GFRF.  

3.4  Wiener模型 

Wiener模型由一个线性子系统和紧随其后的静

态非线性子系统组成, 其结构如图3所示[44], 模型中, 

F(t)为表示静态非线性子系统的非线性函数, 常取为

多项式函数. 研究表明, Wiener模型实际等价于一个

截断Volterra级数, 它的核函数为  

 1 1( , , ) ( ) ( ).n n n nh a h h   Λ Λ  (22) 

因此, Wiener模型可用Volterra级数表示. Caillec[45]

基于Wiener模型盲辨识算法估计了二阶Volterra级数

的输入功率谱 . Chen等人 [46]基于再生核Hilbert空间

理论 , 辨识了 Wiener模型的 Volterra级数核函数 . 

Kibangou和Favier[47]给出了并行级联Wiener系统和

Volterra级数之间的关系, 并根据三阶Volterra核函数

辨识了并行级联Wiener系统中的线性参数以及非线

性参数.   

3.5  Hammerstein模型 

Hammerstein模型由一个静态非线性子系统和紧

随其后的线性子系统组成, 其结构如图4所示[48], 其

中, F(.)常取为多项式函数. 研究表明, Hammerstein 

 

图 3  Wiener 模型 

Figure 3  Wiener model 

 

图 4  Hammerstein 模型 

Figure 4  Hammerstein model 

模型等价于一个截断Volterra级数, 其核函数为  
1
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 (23) 
因此, Hammerstein非线性模型可用Volterra级数表示, 

只是其 Volterra核函数只有对角线上的元素非 0. 

Westwick和Kearney[49]推导出了非线性时不变系统

Hammerstein模型与Volterra级数之间的关系. Ralston

和Zoubir[50]得到了非线性时变系统两者之间的关系. 

Kibangou 和 Favier[51] 给 出 了 Hammerstein 模 型 的

Volterra级数表示 , 并基于 Volterra核函数辨识了

Hammerstein模型的参数.   

3.6  Wiener-Hammerstein模型 

Wiener-Hammerstein模型 [52]包含两个线性子系

统和一个非线性子系统 , 在非线性子系统的前面和

后面各有一个线性子系统 , 如图 5所示 . 相较于

Wiener或Hammerstein模型, Wiener-Hammerstein模型

可 以 描 述 更 为 广 泛 的 非 线 性 系 统 , Wiener 和

Hammerstein模型都是Wiener-Hammerstein模型的特

定形式.  

研究表明, Wiener-Hammerstein非线性模型也可

用Volterra级数表示, 其Volterra核函数为  

 1 1( , , ) ( ) ( ) ( )d .n n n nh a g h h       



  Λ Λ  (24) 

Kibangou和Favier[52]给出了Wiener-Hammerstein

模型的Volterra级数表示, 并根据Wiener-Hammerstein

模型的对角Volterra核函数辨识它的非对角元素. Tan

和Godfrey[53]基于测得的二阶Volterra频域核函数 , 

利用频域线性插值算法辨识了Wiener-Hammerstein

模型的线性子系统.  

3.7  与非线性方程求解方法之间的联系 

理论上, 给定非线性系统的运动微分方程, 通过

Vol te r r a级数或者由它发展而来的频域概念 ,  如

GFRF和NOFRF等 , 可以求得系统输出响应的解析

解 . 而另一方面 , 通过一些近似求解方法 , 如平均 

 

图 5  Wiener-Hammerstein 模型 

Figure 5  Wiener-Hammerstein model 
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法、KBM法、摄动法、多尺度法、谐波平衡法和

Adomian分解法等也可以求得非线性系统的响应. 对

于Volterra级数和一些近似求解方法间存在的联系 , 

近年来人们进行了研究.  

Peng 和 Lang[54] 研 究 了 NOFRF 和 谐 波 平 衡 法

(harmonic balance method, HBM)之间的关系, 理论上

证明了, 当Volterra级数收敛时, 由NOFRF给出的非

线性系统响应是谐波平衡法的一个解. 另外, 研究表

明这两种方法各有优劣, 例如HBM方法可以得到非

线性领域中典型的跳跃现象, 但它受计算量的限制, 

不能准确求得高次谐波分量的值. 而Volterra级数可

以准确求出各个谐波分量的值 , 但不能够得到跳跃

现象 . 图6(a)和(b)分别显示了NOFRF和HBM给出的

Duffing振子受迫响应第三阶谐波的计算结果与

Runge-Kutta方法结果之间的比较, 可看出HBM结果

成功地预测了跳跃现象 , 而在该区域NOFRF结果没

能收敛.  

摄动法是求解弱非线性方程的经典定量方法之

一, 而Volterra级数是一种可表征弱非线性系统的经

典数学模型 . 从不同的角度 , 摄动法和Volterra级数

都能为一大类弱非线性系统给出近似解 , 其中前者

属于数值计算方法而后者属于函数逼近方法 . 一些

学者对于两者之间内在联系或相似性做了研究 . 

Vannucci等人 [55]的研究表明 , 对于非线性薛定谔方

程原始摄动法和Volterra级数给出的解是完全一致

的 ; 在研究模拟集成电路的非线性失真问题时 , 

Buonomo和Schiavo[56]发现这两种方法会给出完全相

同的解. 彭志科等人[57]研究了Volterra级数和摄动法

在多项式非线性系统分析中的内在关系, 结果表明, 

对于受迫多项式非线性系统 , 只有当其线性派生系

统是阻尼耗散系统时 , 由对系统输入进行小参数摄

动求得的稳态输出响应才和由Volterra级数给出的解

完全一致 , 该研究结论意味着: Volterra级数并不能

表示任意的多项式非线性系统 , 而仅适合表征线性

派生系统是阻尼耗散系统的多项式非线性系统. 图7

给出了用摄动法、Volterra级数和Runge-Kutta方法计

算得到的线性派生系统分别为阻尼耗散系统和能量

保守系统的非线性系统的输出响应结果之间的比较, 

可看出, 在阻尼耗散情况下3种方法计算得到的结果完

全一致, 而在能量保守情况下, Volterra级数和摄动法

均不能计算得到系统的精确响应.  

Adomian分解 [58]是一种求解非线性方程 , 包括

代数方程、微分方程以及积分方程的有效工具, 它可

以以解析的形式提供一个无穷级数近似解 . Guo等

人[59]研究了Adomian分解与Volterra级数之间的关系, 

研究结果表明Volterra级数可被看作是Adomian分解

的一种特定形式 . 因此 , 当非线性系统存在收敛的

Volterra级数表示形式时 , 可以用Adomian分解计算

系统的Volterra核函数, 从而得到系统的Volterra级数

表示 . 图 8给出Duffing振子的仿真输出以及基于

Adomian分解辨识得到的Volterra核函数的预测输出, 

可以看出, 仅前几阶就可以较好地预测系统的输出, 

并且随着阶数的增大, 预测的效果越好.  

4  Volterra级数收敛性问题 

Volterra级数是无穷级数, 存在收敛性问题. 与

Taylor级数类似 , 只有当系统输入幅值在一定范围

内, Volterra级数才能够收敛. Volterra级数的收敛性 

 

图 6  (网络版彩色)HBM(a), NOFRF(b)和 Runge-Kutta 结果比较. *为 HBM 结果; +为 NOFRF 结果; 实线均为 Runge-Kutta 结果 

Figure 6  (Color online) Comparison between the HBM(a), NOFRF(b) and the Runge–Kutta method. *, HBM; +, NOFRF, solid, Runge-Kutta 
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图 7  (网络版彩色) 3 种方法得到的稳态响应(•, 摄动法; ○, Volterra 级数; +, Runge-Kutta). (a) 线性派生系统为阻尼耗散系统; (b) 线性派生系

统为能量保守系统 

Figure 7  (Color online) The steady responses (•, RP method; ○, Volterra Series; +, Runge-Kutta method). (a) The damped dissipative derived linear 
system; (b) the undamped conservative derived linear system  

 

图 8  仿真和预测的 Volterra 级数输出 

Figure 8  The simulated and predicted Volterra outputs 

问题研究很重要 , 它包括两方面内容 , 一是判断

Volterra级数是否收敛, 二是如果收敛, 收敛律如何? 

前一个问题的解决可用以判断给定非线性系统是否

可表示为一个Volterra级数; 而后一个问题的解决可

用以逼近精度的分析, 在给定逼近精度要求时, 选择

Volterra级数的截断阶数. Volterra级数收敛性问题是

个挑战性难题, 许多研究人员对此进行了大量研究, 

但至今还没有统一的方法能确定Volterra级数的收敛

区间, 现有方法给出的判定准则均比较保守, 仅能确

定比较粗糙的收敛域.  

Volterra级数收敛性问题的早期研究主要是美国

学者Boyd, Chua[6,60]和  Sandberg[61], 他们的基本思

路是寻找一个比Volterra级数收敛条件更强的幂级数

的收敛域. 假设系统输入满足:  

 ( ) ,u t K  (25) 

并且 

 1 1( , , ) d d .   
 

 
   n n n nh a  (26) 

那么 , 根据Volterra级数表示 , 系统输出满足以

下条件: 

 
1

( ) .n
n

n

y t a K




   (27) 

显然 , 如果方程 (27)右边的幂级数收敛 , 则

Volterra级数必然收敛 . 该收敛条件非常严格 , 是

Volterra级数收敛的充分不必要条件, 该方法需要知

道各阶Volterra核函数的上界 , 并且准则比较保守 . 

借鉴该方法思路, 人们对Volterra级数的收敛性问题

进行了进一步研究. Sandberg[62]得到了p+1阶Volterra

级数截断后的误差边界 , 该结论为研究非线性系统

Volterra级数表示的收敛性提供了良好的基础. Czar-

niak和Kudrewicz[63]给出了非线性时不变网络存在收

敛Volterra级数表示的充分条件, 并给出了收敛域半

径的计算公式 . Billings和Lang[64,65]推导出了非线性

系统输出频谱的边界值和各阶GFRF及输入谱值间的

表达式, 分析了后两者对前者的影响, 给出了输出幅

值谱的上界 , 该研究结论为确定系统输入幅值的边

界提供了良好的基础. Thouverez[66]利用谐波平衡法

和Volterra级数分析方法确定了谐波激励输入幅值的

上界. 对于受谐波激励的Duffing振子, Tomlinson[67]、

Chatterjee[68]和Peng[69]等人分别研究了其Volterra级

数表示的收敛性问题 , 给出了不同的准则以确定输

入幅值的上界 , 其中前两种方法应用了GFRF概念 , 

而Peng的方法利用了NOFRF概念 , 并且因为Peng的

方法考虑了各阶NOFRF的次共振因素 , 因而能比其

他2种方法给出更精确的收敛域. Li和Billings[70]研究
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了二阶非线性系统受谐波激励时Volterra级数表示的

收敛性问题 , 并给出了一个选择输入幅值的简单准

则; 另外, 他们将Barrett[71]基于无穷范数边界法推出

Volterra级数收敛条件的时域方法推广到了频域, 以

确定输入幅值的边界条件 [72]. 针对单输入非线性系

统, Hélie等人[73]研究了Volterra级数表示的收敛半径

以及截断Volterra级数的截断误差边界, 他们还研究

了多种范数下系统输入的边界. Glass和Franchek[74]研

究了正弦输入描述函数Volterra级数表示的收敛性问

题, 研究表明Volterra级数收敛的谐波输入上界是频

率以及微分方程系数的函数 . 针对NARX非线性模

型, Jing等人 [75]研究了GFRF以及输出频谱的边界特

性 , 研究表明它们的边界均可以表示为关于第一阶

GFRF的多项式函数, 该多项式函数的系数由NARX

模型的参数确定. 基于该结论, 可方便研究系统输出

频谱与系统参数之间的关系 , 他们还在此基础上提

出了输入幅值上界的确定准则; 后续, Xiao等人[76]推

导出了输出频谱上界的表达式, 并根据该表达式, 研

究了NARX模型的参数化收敛边界条件.  

5  Volterra核函数辨识 

利用Volterra级数对系统进行建模的关键是辨识

其核函数, 其可以是时域核函数和频域核函数, 时域

核函数通常称为Volterra核函数, 频域核函数通常称

为GFRF. 针对这两类核函数的辨识, 人们发展了不

同方法.  

5.1  Volterra时域核函数辨识 

Volterra核函数辨识存在一个难点, 即待辨识核

函数项的数目非常大, 例如, 对于一个具有N个采样

记忆长度的系统, 表示系统的第P阶核函数需要Np个

参数 . 因此 , 用Volterra级数对系统进行建模 , 需要

用很多参数表示Volterra核函数 . 为了克服该问题 , 

Schetzen[77] 利用互相关法辨识系统的 Wiener级数  

核——Volterra核函数的变形 , 但该方法要求系统输

入必须是白噪声. Glentis和Koukoulas[78]的研究结论

表明, 当且仅当输入信号功率谱值非0的点数大于等

于系统记忆长度m时, 受0均值高斯激励的非线性系

统的Volterra级数表示存在唯一解 . 基于该结论 , 他

们设计了合理的激励信号 , 并基于多通道嵌入方法

提出了一种有效辨识Volterra时域核函数的新方法 . 

Reed和Hawksford[79]根据改进的二进制最大编码序

列辨识得到系统的 Wiener 级数 , 再根据辨识的

Wiener级数得到系统的Volterra级数 . Nowak和Van 

Veen[80]研究了Volterra滤波器辨识的激励条件, 研究

表明高斯白噪声激励和确定的伪随机激励均可以用

于辨识有限阶Volterra滤波器, 其中伪随机激励比白

噪声激励下的辨识结果精确. Nowak[81]利用惩罚最小

二乘算法得到了系统的Volterra级数表示以及高阶统

计量. Cheng[82]利用独立同分布循环对称零均值复高

斯随机变量的一些特性 , 提出了一种辨识前 5阶

Volterra核函数的最优算法. 该算法可被推广用于当

输入为独立同分布的矩形M-QAM信号或M-PSK信号

时的非线性系统辨识 , 但此时只能辨识得到最优的

前3阶Volterra核函数 . Mathews[8]基于Gram-Schmidt

正交法提出了一种对正交相关的高斯输入信号进行

正交化的新方法 , 利用该方法可以辨识任意阶以及

任意记忆长度的截断Volterra系统. Nowak和Veen[83]

利用伪随机多电平序列激励设计了一种计算效率较

高的最小二乘辨识算法 , 该算法可以避免对数据矩

阵求逆, 提高了计算效率和精度. Wray和Green[84]给

出了人工神经网络与Volterra级数等价的条件, 并利

用人工神经网络辨识了系统的Volterra核函数, 数值

仿真验证了该Volterra核函数辨识方法的有效性 . 

Sigrist等人 [85]基于LMS变形方法或带误差变量方法, 

根据均带加性高斯白噪声的输入/输出数据, 辨识了

非线性系统二阶Volterra级数表示的核函数. 欧文和

韩崇昭 [86] 对 Volterra级数进行三阶截断近似 , 将

Volterra 核的求解问题转化为一个标准的最小二乘问

题, 并通过QR分解进行参数估计, 在利用Householder

变换实现矩阵P的QR分解过程 , 提出了利用输入向

量对输出向量的影响因子进行P阵的列选择, 进一步

简化了算法, 减少了Volterra级数核函数辨识中的待

辨识参数, 提高了Volterra核函数辨识精度.  

为了减少Volterra核函数待辨识参数的数量, 一

种常见的方法是将待辨识的核函数用一组函数基展

开 , 这样可将核函数的辨识问题转化为少数几个展

开系数的估计问题 . 例如 , Marmarelis[87] 用一组

Laguerre函数基表示核函数. Moodi等人[88]用Laguerre

和小波包函数表示生物系统的核函数. Da Rosa[89]用

Kautz函数基表示核函数 . Asyali和 Juusola[90]利用

Meixner函数展开Volterra核函数, 辨识得到了带时间

延迟非线性系统的Volterra模型. Gardner等人[91]基于

信号的循环平稳性辨识得到了系统的Volterra模型 . 
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Campello和Favier[92]将Fu和Dumont[93]提出的关于线

性系统辨识最优Laguerre基展开方法推广到了非线

性系统的Volterra级数辨识当中, 通过将Volterra核函

数利用最优Laguerre基展开可降低Laguerre基函数的

数量 , 并提高辨识精度 . Hacioǧlu和Williamson[94]基

于固定极点展开技术, 提出了一种新的Volterra级数

辨识方法, 该方法有效降低了待辨识参数的数量, 提

高了辨识效率 . 以上方法的本质是用一组相对紧支

的全局或局部支撑的基函数表示系统的核函数 . 该

方法的另一个优点是它仅要求输入信号具有一定的

频率带宽, 并不需要特定的输入形式.  

在基于基函数展开的Volterra核函数辨识方法

中 , 小波基变换因其具有很多其它基变换方法所不

具备的优点, 如紧支性、正交性和多尺度性等, 其应

用尤为广泛. Chou[95]利用正交小波基得到了Green函

数的稀疏表达形式. Wei[96]利用小波函数辨识得到了

非参数NARX模型 . Coca和Billings[97]利用半正交小

波方法从噪声污染的数据中辨识得到了系统的

NARMAX模型 . 当用小波函数展开Volterra核函数

时 , 小波系数是非时变的 , 因此Volterra核函数是非

时变小波系数的线性方程 . 基于以上小波分析的优

点 , Kurdila[98]利用一组双正交小波基辨识得到了降

阶的Volterra级数模型, 该文中所用的小波基具有双

正交、对称或反对称、紧支撑等特点, 然而双正交小

波没有具体的数学表达式 , 这给双正交小波基的积

分 带 来 了 一 定 的 困 难 . 为 了 克 服 这 个 问 题 , 

Prazenica[99]构造了三角小波基用于展开二阶Volterra

核函数, 该三角小波函数具有正交、紧支撑、对称或

反对称等优点 , 然而该三角小波基函数是分段的常

数, 不能构造光滑的核函数, 并且该三角小波基函数

只适用于分析二阶核函数 , 将其推广分析更高阶的

核函数具有一定的困难 . 最近 , Prazenica[100]进一步

提出了一种利用多小波函数辨识第一、二、三阶

Volterra核函数的方法, 其中该多小波函数通过对经

典有限单元基函数进行缠绕得到. Prazenica的研究结

论显示基于多小波展开的Volterra核函数辨识方法能

够很好地估计出一类弱非线性系统的低阶核函数 . 

但Prazenica提出的Volterra核函数辨识方法必须同时

辨识系统的第一、二、三阶核函数, 该要求降低了辨

识的精度. 为了克服这个问题, Cheng等人[101]提出了

一种新的多次激励下基于小波基展开的Volterra核函

数辨识方法 . 最近 , Cheng等人 [102]基于小波基展开 

法辨识得到了非线性分布参数系统的时空Volterra核

函数.  

5.2  Volterra频域核函数辨识 

Volterra时域核的傅里叶变换形式被称作Volterra

频域核 , 或广义频域响应函数(GFRF), Volterra频域

核提供了从频域分析非线性系统的方法. 用Volterra

频域核函数分析非线性系统的一个关键问题就是要

首先计算或辨识得到系统的Volterra频域核函数. 为

了计算系统的Volterra频域核函数, 许多研究人员做

了广泛的研究. 例如, Bedrosian和Rice[22]研究了如何

在谐波输入和高斯噪声输入下求得Volterra 系统的

GFRF; Worden[7]将此概念推广到多输入非线性系统

的研究; Billings和Peyton Jones[24]则对Volterra 非线

性系统研究中常用的谐波探试法 (harmonic probing 

method)做了归纳总结, 并由此提出了一种递推方法

计算动力学方程的GFRF, 随后Billings又将该递推方

法推广到多输入的情形 , 该方法可以用符号运算方

式由计算机进行操作, 这一定程度上方便了GFRF的

应用. 遗憾的是求解系统GFRF的前提条件是要知道

非线性系统的微分方程. 实际工程当中, 特别是对于

比较复杂的非线性系统 , 很难直接得到非线性系统

的动力学方程.  

为了避开先得到系统的非线性动力学方程 , 再

计算系统GFRF的困难, 研究人员研究了基于系统输

入/输出数据对系统GFRF进行辨识的方法. 该方法是

基于“黑箱”辨识原理 , 不用了解系统的内部机理及

物理特性 , 只根据系统的输入 /输出数据进行辨识 , 

因此更具有实用性. 例如, Fakhouri[103]利用有色高斯

激励信号辨识非线性系统的频域核函数 . Evans和

Rees[104]对利用周期多音信号激励辨识Volterra频域

核函数做了个总结 , 并依据信号波峰因素最小化目

标设计了新的周期多音信号以更好地辨识Volterra频

域核函数. Boyd和Tang[105]通过设计周期多音信号辨

识了电声换能器的二阶频域核函数 ; 随后 , Chua和

Liao[106]拓展了该方法, 通过合理设计多音信号辨识

了更高阶的频域核函数; 进一步 , Chua和Liao[107]提

出 了 一 种 确 定 最 高 阶 重 要 项 的 方 法 . Nam 和

Powers[108]利用高阶谱分析方法辨识系统Volterra频

域核函数. Bicken等人 [109]用随机多音激励辨识了系

统的二阶Volterra频域核函数. Pavlenko等人[110]通过

利用激励幅值插值的方法辨识系统的Volterra频域核
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函数. Li等人[111]提出了一种基于时域分析的Volterra

频域核函数辨识方法, 该方法能计算出Volterra频域

核函数在激励的谐波频率成分及其倍频成分处的值. 

韩海涛 [112]对多谐波激励下Volterra频域核的输出特

性进行了研究, 从理论上推导出了Volterra频域核的

辨识公式 . 进一步 , Han等人 [113]将该Volterra频域核

函数辨识算法推广到了多输入多输出系统 . 另外 , 

Németh等人 [114]假定系统的Volterra频域核函数是局

部光滑的, 并利用插值法辨识系统的Volterra频域核

函数. Tseng等人[115]在混合域——时域和频域的混合, 

辨识得到了系统的前两阶Volterra频域核函数.  

借助GFRF的辨识, 人们尝试反过来辨识非线性

系统的动力学方程. 例如, Billings和Li[116]提出可首

先根据系统的输入/输出数据辨识系统的NARX模型, 

然后基于核不变法(kernel invariance method)[117], 逐

步辨识出系统的各阶GFRF, 最后基于各阶GFRF, 辨

识得到系统的非线性微分方程 . 该辨识算法首先辨

识系统的线性模型, 然后辨识系统的二阶非线性项, 

以此递推下去. 由于该算法从最低阶项开始辨识, 逐

渐辨识较高阶的项 , 如果辨识得到的模型足够表示

待辨识系统, 则停止选项, 所以该辨识算法可以有效

地降低模型的复杂程度 . Billings和Swain[118]将该辨

识算法推广到了多输入多输出非线性系统 . 基于工

具变量和正交广义最小二乘法, Li等人 [119]进一步提

出了一种辨识非线性连续时间模型的新方法 , 该辨

识算法是一种无偏估计算法. 另外, 为了能够辨识非

线性分布参数系统的非线性偏微分方程或CML模型

(coupled map lattice, CML)[120], Guo和Billings[13]通过

调整NARMAX模型的辨识算法, 辨识得到了非线性

分布参数系统的非线性偏微分方程.  

6  结论与展望 

本文总结了Volterra级数理论及其应用方面的研

究进展, 包括介绍了Volterra级数的基本定义和其相

关的一些频域概念; 分析了它和Taylor级数、Wiener

级数、NARMAX模型、Hammerstein模型、Wiener模

型、Wiener-Hammerstein模型、谐波平衡法、摄动法

和Adomian分解等非线性模型与求解方法之间的联

系; 探讨了其收敛性问题和核辨识问题研究中的挑

战 . 经过过去几十年对Volterra级数的研究 , 人们虽

然取得了一定的进展 , 但还面临很多挑战 . 例如 , 

Volterra级数收敛性问题仍是个挑战性难题, 至今还

没有统一的方法能确定Volterra级数的收敛区间, 现

有方法仅能给出一些较简单系统的判定准则 , 且该

准则均比较保守, 仅能确定比较粗糙的收敛域; 系统

Volterra级数表示的核函数数量非常大, 虽然人们经

过研究, 提出了一些有效的方法降低Volterra核函数

待辨识参数的数量 , 但数量依然比较大 , 这影响了

Volterra核函数辨识的效率, 给系统的在线辨识带来

了困难; 其次 , 现阶段利用Volterra级数对非线性系

统进行分析和建模还停留在仿真或实验室阶段 , 若

将其用于对实际系统设计和分析 , 需要考虑更多的

实际因素; 另外, 现有大量的商业软件和功能强大的

软件包对线性系统的频率响应特性其进行分析和辨

识, 在此基础上进行系统设计和优化; 但对于非线性

系统则缺乏相应的软件包, 可预见Volterra级数及基

于其发展而来的频域概念将在这方面发挥重要的  

作用.  
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Because many real-world systems are inherently nonlinear in nature, nonlinear problems have received considerable interest and 
attention from engineers, physicists, mathematicians, and other scientists. Many mathematical theories and methods have been 
developed to model, solve, and analyze nonlinear problems and systems. One such method uses the Volterra series, which describes 
the nonlinear relationship between system input and output. This is a powerful mathematical tool for the analysis of nonlinear systems, 
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