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线性 vi as vo 方程的准确解及对 L an d a “

阻尼不稳定性和共振相互作用的讨论

蔡恒进 陈络仁
(中国科学院空间科学与应乃召研究中心

, 北京 l 。。。 ,今 )

摘 要

本文得到了线性 v l a s
vo 方程的准确解

,

研究了被积 函数奇点的分布和性质并

将处理方法 与 L an d au 的处理方法作了比较
.

本文认为
, L an da u 阻尼是严格意义

上的位相散开
,

不稳定解是由成束 ( b u cn h in g ) 效应 引起的
,

它们都和波
一

粒子能量交

换无关
.

本文最后指出
,

线性 vi
a so v

方程保证粒子总动能不变而不能保证系统的总

能量守恒
,

因而不是描述粒子与其自洽场共振粗互作用的合适的出发点
.

关链词 : 线性 讥 a . , 方程
,

准确解
,

共振相互作用

一
、

引 言

等离子体动力学中的不稳定性理论以及弱湍动理论比流体力学中 相 应 的 理 论 简 单 得

多 lt]
,

物理图象也很不相同
.

弱湍理论认为 田 ,

等离子体波的本征频率 吸 尹 0 这一重要特征
,

决定了等离子体湍动比流体湍流容易处理
.

这一特征使弱激发等离子体间题区别于流体问题

而类似于诸如表面波问题或固体物理中的问题一

一些作者曾对正统不稳定性理论和弱湍理论提出过合理的疑问
,

并发展了具有很强竞争

力的理论
.

这其中有 lC
u m sP 理论氏

31 、

相空间密度空理论
〔礴, , , .

本文与这些工作一致
.

我们认为
,

等离子体运动的最本质特征是共振相互作用
.

当扰动场的特征速度与粒子运

动速度相同时
,

就会发生这种相互作 用
.

反常耗散
、

反常输运正是由共振相互作用引起的
.

这

一特征决定了等离子体问题非常类似于流体问题 l6] ,

也决定了相空间定域的集体运动模 比空

间非定域的波动更重要
.

很明显
,

叹 笋 0 不能够使我们回避共振问题
.

那么
,

是不是等离子体中的共振问题比流

体中的共振问题容易处理
,

因而该问题不成其为理论问题的中心呢 ? aL dn
a
;ut

, 对线性 vi
a s

vo

方程的处理以及 oB h m
一

G r o s s 〔幻 的讨论似乎对这个问题作了肯定的回答
.

本文最重要的 目的

之一就是要澄清这一问题
.

我们将线性 Vl
a s

vo 方程当作某种独立的理论来研究
,

而不把它看作是 vi
a s

vo 方程的

近似
.

这样做有利于研究方程自身的特点
,

以免与别的问题混淆
。

本文 1 , 8 , 年 2 月 20 日收到 , 1 , 9。年 1 月 4 日收到修改稿
.
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二
、

积分回路的选取

我们从线性 V1 二
。 v 方程出发

〔, , :

/
!

(一 , 一“ g ;̀ ·
, {

。 ,
g

,

(·
`

, r ,“一 ( l )召+
dǔ恤1一谈

其中 如 ( u) 是归一化的背景分布函数
, g :

( u, , ) 是扰动分布函数
,

它也是波数 友的函数
.

嵘 ~

心 /护
, 。二~ 4二武 z/ m

.

以后我们总假定 k > 0
.

上式积分可理解为 eL be 眼 ue 意义上的积分
.

积分域 D , ,

是指 : ,

(u
, , ) 特 0 的最大的关

于速度的域
,

即 D
, ,

一 s
uP {

“
!红 ( 二

,

)t 特 o }
,

一般情况下可取 D ,

一 (一 co
,

co )
.

我们也用
、

L a讨 a ce 变换方法求解方程 ( 1 )
,

设 g
;

( “
, , ) 的 L a p l a c e 变换是

人(·
, ￡

卜 !了
一 ` , !

:
1

(一 , d , ,

( 2 )

则方程 ( l) 可写成

人(
u , `

) ~
g

:

(“
, o )

i及( u 一 ,
)

,

二 尸f

( · ,

{
。 , 寿(
一

,` ·
` ·

( 3 )

引进算符

”
, ,

, (
·

卜 {兴
` · (̀ D , ,

,

( 4 )

我们总可以合理地假定
,

f ( , ) 只在有限的速度区域上不为 。 ,

即 D , ~ 〔, 1 ,
内〕

.

这样
,

只要

f (
,

) 是 L e b e s g u e 意义上可积的
,

户
, ,

f (
,

)就在除了部分实轴 {
, ,

成 R e , 簇 , : , Im , 一 。 } 外的

全复平面上解析
.

由 ( 3 )式
,

立即有
入(

, , ,

) 、 。 一
典典粤孕

,

口友夕子乙 又̀ 少
( 5)

其中
z (

s
) 一 1 /

,
吞一 琦

: ,

g石(
,

)
,

Z ( s) 是除了部分实轴
, ` D成外的全复平面上的解析函数

。

将 ( 5 )式代人 ( 3 )式
,

有

( 6 )

` (
u , ,

) 一
君,

(
, , o )

滚及(
“ 一 ;

)

: a(
“

) 户
` ,

: :

(
, , o )

及(
。 一 :

) Z (
,

)
( 7 )

作逆 L a p l a c e 变换

g
:

( 。
, r

) ~ !
“ + “

J 一 口̀十

h ( u , : ) e 一`一 i
鱼

,

2介 i
( 8 )

得到 g :

( u , t
) 的解 为

宫:

(
“ , t

)

其中

一 ` 1

(一 。 ,一
“ 凌

“ ,

一

!
`

G (一 ,
一念

,

G (
“ , `

, 一

兴
红餐粉

些
,

( 9 )

( 10 )
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G u (
,

0 在 正D端U D : ,

的全复平面上几乎处处解析 (除了孤立奇点以外 )
。

对于势函数 · ( , ,

一
`二 · `“

’

{
。 ,

一(一 ,`一 由“ ,式和 ( , ,式立 “口有

, 介) 、 _ 4二 e

。 三

众
,

: :

(
, , o )

Z (
s
)

一 ,。` ,

立
2二 i

( 1 1)

积分路径
`
为从 一 co 十 ib 到 co + i .b 为保证 ( 2 )式收敛

,

必须 b > b
。

> 。 ,

使被积函数的

奇点都在积分路径
` 的下面

。

我们将看到
,

这

一点总能够做到
.

按照解析函数理论
,

可将积分路径
`
变形

到 , 的下半平面
。

当 ` > o 时
,

只要保留围绕

不解析区域和奇点的积分即可
.

这样
,

沿着路

R O舀

图 1 积分回路示意图

径
`
的积分就转换成如图 1所示的回路积分

.

在图 l 中
, , ; , s , ,

是 G (
。 , ,

) 可能具有的孤

立复奇点
.

+c
, c 一

分别沿着
,
实轴的上

、

下边

缘
.

当沿着 +c
, ` 一

积分时
,

我们还可能遇到
,

实轴上的奇点
I `

(其含义下一节将说明 )
.

最

后我们将 ( 9 )式改写成
。 1

(一卜
: !

(一 。 )

一
+

{
,

{
, , + p

{
,一 +
万{

二 ; +
军!

, ;

卜
`一 ,一

`互, `

豢
,

( 12 )

其中 尸表示主值积分
.

这里
,

我们 自然地将积分路径
`
变形到了下半平面

,

而没有象 L `
dn au 切 那样对被积函数

作人为的解析延拓
.

我们将在第七节较详细地讨论这两种处理的差别
。

三
、

线性 vl as vo 方程的准确解

因为 户。 g :

(
, ,

0) 是其定义域上的解析函数
, G (

, ,

户的奇点只由 z (t ) 的零点决定
.

我们先计算沿
` + , ` 一

的积分
·

为方便将 D` 和 D : :

都取作 (一 co
,

co )
,
并定儿

l 。

人戈万 , 一 育 一 厂

犷户

g ; (
,

)

—
“ F ,

~ . 少

- 万

Y (二 ) ~
二 g益(二 )

.

它们与 Z (
:

)有关系

怒
Z (

x 士` e
) 一 X (` ) 干 `Y ( ` )

,

这样

p (
。 (

。 , ,
)
。 一 ,。, ,

立 一 p

{
“ + “

沙~ 。 十

。̀ 、
G (

, , :
)
。 一 `。, , d t

2二 i

一 p

}二
_

{
p 五互业

一 + , 19
。

(
,

) a (
, 一 x

)
“ — X

一上 -
一

{
,
厂鱼业必 ` , + 二、 : :

(
x ,

X 一 `Y L J一
少 一 劣

( 13 a
)

( 13 b )

( 14 )

0 ,

1
击
2派 i
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类似地有沿
c 一 的积分表达式

,

最后

(
p

{
, 十

+ p

!
`一

)
G (一 ,一

` , :

会
一 p

{二
。 A `· , p丛鱼立

。 一 ` ,
· ` J ,

+ 。 (
,

)
。 一 “ 。 ` ,

( 1 , )

“ — t,

其中

A (
。

) 一
l

x Z

(
,

) + v ,

(
,

)
告{

Y (
·

) p

{二
。 g :

(
“ , o ) `

· + 二 : !

(一 0 ) X (
·

)〕
, “ 6 ,

B (
,

) ~ 一 g :

(
“ , o ) + X (

,
) A (

,
)

.

( 17 )

类似于 ( 15 )式的结果
,

最初由 v a n K a m p e n L, 0J
和 C a s e 〔川 用不同的方法得到

.

由 ( 16 )式可以看到
,

若 X Z

十 Y ,
~ o ,

即
X (

x `
) 一 0 ,

( 18 a
)

v (
x `

) 一 。 ,

( 1s b )

则 A (
,

) 有奇点
.

今后为叙述方便
,

我们称满足 ( 1 8 )式的
: ; 为 Z (

:
) 的实零点

,

下一节将说明
, z (

`
) 可能有各种类型的零点

,

但这里只讨论三类典型的零点
,

一阶和二

阶实零点 xl * ,
x2 , ,

一阶复零点
, ; ,

其他高阶情况是简单的推广
.

首先
,

考虑 G (
, , :

)
。 一 it’ `

在一阶实极 点 xl , 处的留数
,

注意回路的方向
,

.

上
、

下半平面的贡

献必须分别计算
,

有

{
。 (

“ , ,
)
。一 `一

半 - 一 工 R e : ` (
“ , ,

)
e 一 “ · `

2
·

二
一̀ + ` o+

一 上 R e : e ( “
, :

)
君一 “ · `

2
;

,
x l厂` o+

、 J
夕、 J

r、 、/、 、产、少、 、产。产八u-,̀
内j月’fl,ù,̀,̀内̀,山了、

了卜、户`
ù
了̀、了、I、一 。 1̀

逻兰些
~ 。 一 、*

· , “

“ 一 劣 11

其中
x

,

(一 ) p

!二
。

碧宁
` · 十 兀Y

,

(一 ,`
1

(一
。 ,

灭
,

(
: : `

)
,

+ Y
`

( x l `
)

类似地
,

二阶实极点 朴 ; 处的留数

{
G (

· , !
)一

,
, :

兴
一

{(
“ 一 劣 2成

一 、 , ;

)
· ; , + 一〕

.

里迎立
。 一 `灸” “

韶 一 劣 2 1

[瓷恶令!
_

对 一。 + 犷
卫办l一2

一
兰 {-鱼丝卫军 1
d , L Z ( s

) / (
, 一 x Z` )

,

J
,

`
2, + , 。+

.

” 1一2
苦

一

一一材a

中其

X
, ·

(一 , p

{二
.

手罗
` · + ! Y一 (一 ,“

1

`一
“ ,

;ia

一
2一一一一一不双瓦歹干于灭元歹 ,

—
.

最后
,

一阶复极点 ” 处的留数
-

J
, ` G (一 ,

一
吐 一 。 ` -

里越业
。 一“ , ` , ,

2叮沂 “ 一 ` s

其中
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a诊 ~ 一
户

, ,

。 ,

( , , o )
z

,

(
, `

)

总结起来
,

方程 ( l) 的准确解是

g
,

(
u , t ) 一 上 _ p

t,

二

“ .

卫i互业
` ,

、
, (

“
)
。 一 `。一

一 。 。 夕

一 “

+ p

{丁
。

A (
,

) P

-

丛业
。 一 ` ,

· , J ,
+ 艺

a ,

“ — 扩 ,

忍石(
,

)

(
u 一 , ,)

a ; ,卫
,

(
。

)
一 X对一

+

不l
一 +

(炭又
一

叫习
;

+

。 g ;(
,

)
_ 一 , , 二 . ` ,

产 、

—
`

一

呵

“ 一 x Z户

对速度积分
,

立即有
, (犷 ,

一晋{
尸

!
A (

·
,一

`花一 ` · +

琴一
`” ! `

十 习
a : , e 一` ,

· , , `

+ 艺 (
a Z, 一 i天, a ;加一` 二 , `

户 夕

可直接验证
,

上述结果的确满足方程 ( 1 )
。

四
、

关于 (z s) 的零点

1
.

复零点关千
:
实轴对称

注意到 z *(
`

) ~ z (
:
*)

,

如果

2
.

复琴点的虚部有界

由 Z (
: `

) ~ 0 ,

设 “ ~
x + i y

Z (
, ,

) ~ 0 ,

则有 Z *
(
` ,

) ~ 0 ,

即 Z ( ,产) ~

( y 笋 0 )
,

立即有

广攀竺二奥之军
旦

军或` 一再 > 。 ,

J一 (
“ 一 x)

`

十 y
`

嵘

分部积分

广 二竺二三竺二二
J 一。 [ (

“ 一 x )
2

十 y z

]
2

g。

(
,

)而 > o ,

显然 ( 2 5) 式要求 尹有界
.

这一结果表明
,

我们可 以合理地作 aL p l ac e
变换

.

.3 复零点或高阶实零点的实部不超过最大粒子速度

对一阶实零点
,

命题不成立
,

这意味着大相速度的静电波可以在等离子体中自由传播
.

由

I m Z (
, `

) 一 0或 Z
,

( , ) ~ 0 ,

有

{
’

(
` 一 u

) g0 (
“

)
J一 [ (

x 一 , )
,

+ , ,

]
,

d即 一 0
。

( 2 9 )

如果 ` 。 ~ `
超过了最大粒子速度

,

则对任意
“ 。 {司 g0 (

“
) 尹 0 }

,
总有 , 一 “ > 。 或者总有

x 一 “ < 0
.

这样的话
,

( 29 )式就不成立
.

4
.

单峰分布不存在复零点和高千一阶的实导点

不存在复零点是熟知的结果
,

不存在二阶或更高阶实零点类似可证
。
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5
.

对称双峰分布不存在高于一阶的复零点和高千二阶的实零点

设 君。

(
,

) 在
“ 一 士 u 。

处取极大值
.

显然 x 一 R e : * 一 0 ,

如若不然
,

则 I m z (
: `

) 笋 0
.

Z (
, `

) 一 o 给出 ( y ~ Im s*
)

:

一。 u Z

十 y Z犷
u君舀( 。 )

一
a 封 > 0 ,

( 3 0 a )
1一弓

一一

由此很容易推导出

f
’ “ 汽+ y , “ 窟台(

,
)

J
.

、 f
“

1 ~ : , se , -一: - 二一一
二 “ “ / 、

J o “ `

十 y
` “ `

十 y
` 沙 o

“ g ;(
“

)

(
u ,

十 y Z

)
d “ > O ( 3 0 b )

这样
,

z
·

(
, ;

) 一 {
’
厂丛典

二
* 一 : , ,

{
”

男弃皿不
了,

, 0
.

J一 “ 又“ 一 介厂 J一 , 戈“
`

十 犷厂

这就是讲
,

只有一阶的复零点
.

关于不存在二阶或更高阶实零点
,

类似可证
.

6
.

高阶零点

对一般的分布 g0 (刃
,

Z (
,

) 的零点可能很复杂
.

我们注意到
, 。 阶复零点和 2 ,

阶实零点

应满足的条件非常相似
。

后者可看成是前者在 Im s `

一 。 时的极限情况
.

通过连续地变动

肠 (
二 ) 或 分

,

我们有可能使 2。 阶实零点分裂成一阶
,
阶复零点

,

它们对称地分布在
,
实轴的

两侧
.

这里给出一个高阶零点的例 子
.

对分布

g。

(
u

) 一
a a (

二 一 , 。
) 十 。占 (“ + u 。

) + ( l 一 Z a
)占( u )

,

只考虑 R e : 一 。 的零点
.

设 : 一 i了了
。 。 ,

则 z (
,
) 一 。 , z

,

(
, ) 一 。 分别给出 天

, , 言八̀ 一 ( 1一

3劝 (/ 1 + 守
,

乡一 1 一 ( 3 一 : )护 (/ 1 十 、 )
, ,

只要 、 < l / 3 ,

即 生 < 。 < 粤反就有实 数
一

Za
- 一

’
一 r -

一
’ - 一

9 2

解
.

显然
,

交的上限是 ,o ,
/ uo

.

五
、

关于 L a n d a n 阻尼

我们考虑 g0 (的 是 M a x w el l 分布这样一种特殊情况
.

这时
, z (

,
) 在全平面上都没有零

点
,

, (幻 只包含一个积分项

A* (
t,

)
, 一 `毛

“ ` d , ,

( 3 1 )标一磷一
华 , ( t ) 一

A凌(
·

卜 牙
六而 [

Y (
· , ,

{二
. g ; , (

。 ,

卫
J 。 + , x (

,
) 。

, * (
。 , o)

`

叭 (习是连续谱的叠加
.

叠加的权重函数 x / ( Xz + 护 )
, y / (尸 十 yz ) 是速度的函数

,

不同速

度的扰动对叭 ( )t 的贡献不一样
.

丫定条件下
,

权重函数很窄
,

很尖锐
,

这时 叭 (t ) 具有孤立奇

点对应的本征模的特征
.

如果对某一速度
。 。 ,

有 X (
, 。

) ~ 0 , Y ( u 。

) 很小
,

即

命
一 尸

几
~~

些i互丝立d , 一 。
( 3 3 )

“ — “ o

I
, 。

} << 。 ,

( 3 4 )
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其中
,

一
Y (价 ) / x’ (

二
0)

.

我们假定函数 gl 式
, ,

0) 是光滑的
,

可定义它的半宽度 ,
.

这样
,

我

们有

, 。 (
,

) 、 =粤
二 - 一卫

- - 一- {二
,

{
’ 、 , 《红旦Z J。 十 (

, 一 , 。
) :

: , ( u 。 , 。 ) 1
.

( 3 , )

X
`

戈u。 ) (少 一 u 。
)
`

十 此 L汀 J一 “ “ 一 “ 。 一

J

将 ( 35 )式代人 ( 3 1 )式并完成积分
,

得到

卿 , ( t ) ~ 一

其中

4 , 君

。二

a . (
“ 。

)
e 一 ’乏

“ ,“ e 一 `互
“ . ` ,

( 3 6 )

a * (峋 )
一
诺下 !兴人

一

、 “ o产 L I口 0】

,

厂鱼立
,

卫 ` 。

一
*。 , , (

“ 。 , 。 )
砂 一 . 即 — 扮 0

( 3 7 )

叭 (t )的衰减率正是 aL dn an 阻尼率
.

我们特别注意到
,

当
, < 0 时

,

试
, ) 也是衰减的

,

这是因

为我们在对 A , (
,

) 作近似时
,

抹掉了位相信息 二

aL dn
a n 阻尼的物理图象是

:
波数为 互的扰动以不同的速度传播

,

位相的相关性越来越低

导致 叭 (t ) 的衰减
.

一般讲
,

叭 ( ; ) 既依赖于 g0 (刃
,

也很大程度地依赖于初始扰动 g :

(
, ,

0)
.

只有在 g :

(t,
,

0) 比较平滑
,

权重函数接近于 iD ar
。 占 函数时

,

叭 ( t) 的衰减特性才只取决于

g石(
。

)
。

va
n K a m eP lln

0) 最先从这一角度讨论 aL dn an 阻尼
.

不过
,

我们的处理更能体现出与

aL dn an 处理的差别
.

( 3 , )式更能反映 L an da
u 阻尼的真实意义

.

-生 ~

l 、 、 关于不稳定解

对背景分布 9 0

(
。

)
,

满足下列条件
:

( 1)

线性 Vl as vo 方程有不稳定解的充分必要条件是
,

存在一对实数
x , y

犷
.

褚绍瑞
du 一 ” ,

犷
.

{去任令令姜
du > 。 ,

( 3 8 a
)

( 2 ) ( 3 8 b )

( 3 ) 若 y ~ 0 ,

则还要求 式(二 ) ~ o , g佘。 ) 二 0
.

容易看到
,

上述条件保证 z (
,
) 具有至少是一阶的复零点或者具有至少是 二 阶 的 实 零

点
。

用 N y g ul s t 图方法判断 g0 ( u) 是否给出指数型不稳定解是很方便的
,

但在 N gy
u

ist 图上

较难辨别是否存在高阶实零点
。

我们猜测
,

如果 g0 (刃 使 z s( ) 具有高阶实零点
,

则它也必使 z (
,
) 具有复零点

.

如果这一

命题成立的话
,

eP nr o se 关于是否存在指数增长模的判据 13[] 就可改述成 g0 (
“

) 是否给出不稳

定解的判据
.

不稳定解的物理意义将通过第八节的讨论变得清晰起来
.

线性 vi
a s o v 方程的不稳定性

是双流不稳定性的直接推广
,

仍然是流体型的不稳定性
。

它是由成束 ( b u cn h i gn ) 效应
汇131 引

起的
,

与捕获 ( t ar PP ign ) 机制或波
一
粒子相互作用没有关系

.
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七
、

与 L au da
u 处理的比较

相应于本文的 Z (
s
)

, L a n d a u
的结果是

〔 , , , , ,

z :
(

,
) ~

{毒
一

{二
·

兴
` “ , ’ m ` > 。 ’

! l _ (` g毛( , )

}可一仁
_

J一

~
` “ 一 ’

蜡办 ’ ,

{毒
一

{二
.

兴井
`

一
2“ “̀毛(

`
,
’

Im s ~ 0 -

( 3 9 )

Im s < 0 ,

对积分几鱼<性业 d , ,

aL
n d a 。 也作了类似的延拓

.

本文处理和 aL dn
a u 处理的差别相 当于在不同的 iR

e m a
nn 面上讨论问题

.

如果背景分布函数 痴(刃 在全实轴 (一 co
,

co ) 上不为 0 ,

比如 Max w ell 分布
,

本文所定

义的 户
: ,

g舀(
,

) 在上
、

下半平面似乎被割裂开了
,

没有联系
.

但是
,

对于真实的物理问题
,

我们总

可以合理地假定 g石(
,

) 只在有限区间上不为 0
.

Ma x w ell 分布可以看作是特殊的例外情况
.

实际上
, L an d au 处理对 场( t,)

, gl (
t, ,

0) 的要求更高
.

由于要作人为的解析延拓
,

要求

痴(力
, g :

(
t, ,

0) 是 广 函数
,

不然的话
,

就无法将它们光滑地延拓到下半平面
.

本文处理只要求

g石(
,

)
,

g
:

(
, , 0 ) L e b e s g u e

可积
.

P e n r o s e 曾指出
`1 2 , , Z :

(
:

) 的零点分布对 g ;(
,

) 非常敏感
,

因而在物理上是不合理的
.

2 (
,
)

不存在这个问题
.

H a ye s
洲

,

w c i z en r
阎 所给出的例子对本文的处理方法而言是 自然而然的

,

对 aL
o d a u 的处理而言则不然

`1t’ , 5] .

Z :

(
:
) 在下半平面的零点对应的解是时间渐近解

,

严格讲来
,

它们不是方程 ( l) 的本征解
.

这一点常被混淆
.

按照 aL dn
a u 的处理

,

容易得到

0)a)性时者
月,
`.占,̀压昆与一比习

了了、月,迁
.

全汤汗仍
.

2
.
、/
.

、
ó

。 1:
(
“ , ,

) 二 。 : , (
。 , o )

。 一 ` ,一 + 。 : : 一

丛业
“ 一 丁二

右端的第一项 (记作 g: r (
u , t

) ) 满足方程

/ 1 a
.

、
_

l今 兰二 十
u l g : f

( “
, t ) ~ 0 ;

i\ 友份 / 一 ”
一 ’

右端的第二项 (记作 g : , ,

(
u , t ) ) 满足方程 ( Im s < o )

(弄李 十 ,

、 : : ,

一
,
; : ;(

“
) {{

’ : : : 、

(丫
, ,

)、
u

,

+ 2二 , 。 : : : ; ( , ;

)
。一*一

}
,

\ i友 a l / 一
` ’ r

一
、 `

U 一 . 一
`

” “
-

-
- -

一 」
-

由此可见 aL dn
a n 处理的近似性质

.

八
、

线性 vl as vo 方程的基本性质

1
.

线性 V l a s o v
方程不能保证 g。

(
,

) 十 g
;

(
, , x , t

) ) 0 ,

而 V l a s o v

方程总能保证 ;

2
.

对空间平均 (
·

)
,

总有 <gl (
x , , , t

) > ~ 0
.

因此
,

速度为
,

的粒子的总数守恒
.

V l a s o v
方程描述的是 g。

(
,

) + g :

(
, , x , t

) 在空间各点如何重新分布 ;

3
.

v la 。。 v 方程等价于单粒子在自洽势场甲 中的运动方程
.

VI
: sO ,

方程线性化后
,

不再等价
,

相空间轨道也失去意义 ;
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.4由 <g ;

(
, , x ,

)t > ~ 。 立即得到粒子的总动量
、

总动能是守恒的
,

因此场能 (或粒子势能 )

没有了约束
,

系统的总能量可以不守恒
.

这是线性化 vl
a s o v

方程一个最重要的特征 ;

5
.

线性 Vl
a s

vo 方程具有时间对称性
.

因为 z (
,
) 的零点关于

! 实轴对称
,

本文得到的准

确解 ( ( 2 6 )式 )也具有时间对称性
。

D a w o
on 叫 曾注意到

,

线性化多束流方程的解与线性 Vl
a s o v 方程的解有差别

.

仔细的研

究发现
,

虽然多束流方程与 vi
a s

vo 方程等价
,

但它们的线性化形式不再等价
.

前者将流体方

程的惯性项线性化 (它至少还能保证粒子密度的非负性 )
,

而后者将动力论方程的相互作用项

线性化
.

这两种线性理论可以看作是对同一非线性问题的两种不同的线性化方案
.

详细地比

较这两种理论很有趣但超出了本文的范围
,

这里只讨论一种特殊的多束流 模 型
,

即 B ho m
-

G r o s : 的理论
.

oB hm 和 G or ss 因 在下列情况下得到了静电波能量 砰
。 的增长率

.

( l) 扰动电场 (正弦形式 )不是粒子的 自洽场 ; ( 2 ) 粒子在扰动 电场的作用下运动
,

但另

有某种机制 (或条件 )使粒子运动与场不完全相关而具有一定的统计性
.

或者考虑粒子碰撞引

起混合 ( m ix i gn )
「目 ,

或者考虑初始时刻粒子在空间的分布是随机的
〔, ” ; ( 3 ) 考虑系统的能量

守恒
,

而不考虑系统的动量守恒
.

以上三点恰与线性 Vl as vo 理论的出发点相反
.

实际上
,

最后结果也不相同
。

一般可记

生 旦里灸

W通 d t

对文献 〔8] 的 ( 23 )式积分
,

得出

而 L an da
u
阻尼率对应于 又 ~ 0

.

“ “(一 , +

共
“ 。

(一 , ( 4 2 )

又 ~ 2 ,

文献 [ 17 ]的结果 (如果不略掉 g
。

(
t, ,

) 项 )是 又 一

通常
,

将 oB h m
一

G or s s
理论作为 L an d au 阻尼和线性不稳定性理论的物理图象

.

反过来
,

对线性 V la s
vo 方程的比较完整的数学处理使人们更确信 Bho m

一

G r o s s
理论

.

两者的互相印

证造成了这样一种印象
: 我们己经有了较完善的

、

简单的描述波
一粒子共振相互作用的理论

.

现在看到这种印象是不真实的
.

等离子体中自洽场与粒子交换能量这一基本物理过程还远没

有恰当的理论描述
。

回想起流体力学中对共振层的复杂的数学处理
,

可以预料
,

等离子体物理中的共振问题也

将比较复杂
.

象在流体力学中一样
,

这一复杂工作是非做不可的
,

因为它是正确理解不稳定

性
、

反常耗散的关键
。

九
、

总 结

1
.

本文的数学处理简单明了
,

可以更好地把握被积函数的性质
,

可在各种复杂的情况下得

到线性 vi as vo 方程的准确解
.

与本文的处理相比
, v an K a m p e n 的方法 10[] 不能推广到有奇

点的情况
, C as e

寻求正交完备基的方法 11[ ,
很难包含高阶奇点

。

本文的数学处理更能反映出

与 L an da u 处理的差别和相互关系来 ;

2
.

2 (
:

) 的零点分布在
, 复平面上的一个较狭窄的区域之内

,

靠近实轴并关于实轴对称
.

只有一个简单实零点 (对某个较小的波数 反而言 )是例外 (图 1 中的 今
`

)
.

这个实零点对应的波

模是在等离子体中自由传播的静电波
.

由 ( 20 )和 ( 27 )式
,

因为 Y, (。 /幻 . 0 ,

这一波模的势函

数是
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方程的准确解及对 aL 刘
。 u

阻尼不稳定性和共振相互作用的讨论
·

, 45

, , (苗
, , ) 一粤映子不 !” 丛黯

` ,

!
。 一 `
一

切户 L

A 、 。 l 气尸
J 一 . 夕

一 仍 l 气 J

( 4 3 )

色散关系是 x ( tD /幻 一 〔 ,

即

羡
一

几
g孟(

,
)

, 一 。 /反
d少 ~ 0

。

( 4 4 )

线性 vl
a so v

方程作为静电波传播理论的基础是没有疑义的 ;

3
.

aL dn au 阻尼是严格意义上的位相散开
.

一个具有连续谱解的系统
,

只要引人随机位

相条件就会呈现这种阻尼
.

L an d a u 阻尼与波
一
粒子共振相互作用毫无关系 ;

4
.

线性 vi
a s o v 方程所描述的不稳定性与川流不稳定性有着共同的机制

,

即都是由成束效

应 引起的
.

注意到线性 vi
a s o v

方程不能保证能量守恒
,

这种不稳定性是否反映真实的等离

子体的不稳定性因而是可疑的
.

但有一点毫无疑问
,

这种不稳定性并不来源于波和粒子间的

能量交换 ;

5
.

线性 v la s o v
方程不是适当的描述粒子与其自洽场共振相互作用的出发点

.

作者非常感谢张承福
、

周国成
、
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、

郭世宠
、
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、
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.
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