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摘要 T 为紧致度量空间 X 上的连续映射, M(X) 为 X 上所有 Borel 概率测度. 设 x ∈ X, 记 Mx(T )

为概率测度序列 { 1
n

∑n−1
i=0 δT i(x)} 在 M(X) 中的极限点的集合, 其中 δx 表示支撑集是 {x} 的点测度.

记 W (T )和 QW (T )分别为 T 的弱几乎周期点和拟弱几乎周期点集. 本文证明,如果 (X,T )非平凡且

满足 specification性质,则存在 x, y ∈ QW (T )\W (T ) (称为真拟弱几乎周期点),分别满足 ∃µ ∈ Mx(T ),

x ∈ Supp(µ) 和 ∀ ν ∈ My(T ), y /∈ Supp(ν), 回答了周作领等提出的公开问题. Mx(T ) 在弱 ∗ 拓扑中
是紧致连通集, 所以, 要么是单点集, 要么是不可数集. 如果 x ∈ QW (T ) \W (T ), 则 Mx(T ) 是不可数

集. 一个自然的问题是, 怎么刻画 Mx(T ) 是单点集的点 x (这时 x 称为拟正则点). 本文给出 Mx(T )

是单点集的充要条件.
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1 引言

X 为紧致度量空间, T :X→X 为连续映射,我们称 (X,T )为动力系统.令 B(X)为X 上的 Borel σ-

代数, M(X)为 (X,B(X))上所有概率测度的集合. M(X,T ) ⊂ M(X)为 T 的所有不变测度的集合.赋

M(X) 以弱 ∗ 拓扑, 即 µn→µ 当且仅当 ∀ f ∈C(X),
∫
fdµn→

∫
fdµ. 在弱 ∗ 拓扑下, M(X) 为紧致可

度量凸空间, M(X,T ) 为 M(X) 的闭凸子集.

设 µ ∈ M(X), µ 的支撑集记为 Sµ 或 Supp(µ). 对 x ∈ X, δx 表示支撑集是 {x} 的点测度. 令

θn = 1
n

∑n−1
i=0 δT i(x), n = 1, 2, . . . , 则概率测度集合 {θn} 在 M(X) 中的极限点为 T 的不变测度, 记所

有这种不变测度的集合为 Mx(T ). 如果 µ ∈ Mx(T ), 则称 µ 为 x 生成的一个不变测度.

文献 [1, 2] 分别引进了弱几乎周期点和拟弱几乎周期点的概念. 设 E ⊂ X 非空, 其特征函数记

为 χE . 对 x ∈ X, 记

P x(E) = lim inf
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χE(T
i(x)), P x(E) = lim sup

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χE(T
i(x)).

如果 P x(E) = P x(E), 则记为 Px(E), 称它是在 T 作用下 x 进入 E 的概率. 点 x 称为弱几乎周期

点, 如果 ∀ ϵ > 0, P x(Vϵ(x)) > 0, 其中 Vϵ(x) 为 x 的 ϵ 邻域. 点 x 称为拟弱几乎周期点, 如果 ∀ ϵ > 0,
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P x(Vϵ(x)) > 0. 所有的弱几乎周期点和所有的拟弱几乎周期点分别记为W (T )和 QW (T ). 集合 E ⊂ X

称为 x的极小吸引中心,如果它是闭的 T -不变集,满足 ∀ ϵ > 0, Px(Vϵ(E)) = 1,且没有真子集亦如此. x

的极小吸引中心表示为 Cx. 由文献 [3], Cx =
∪

m∈Mx(T ) Sm. 文献 [2] 证明了对回复点 x ∈ X, 以下

成立:

x ∈ W (T ) ⇔ x ∈ Cx = Sm, ∀m ∈ Mx(T ) ⇔ Sm = ωT (x), ∀m ∈ Mx(T ), (1.1)

x ∈ QW (T ) ⇔ x ∈ Cx ⇔ Cx = ωT (x) ⇔ ωT (x) =
∪

m∈Mx(T )

Sm, (1.2)

其中 ωT (x) 表示点 x 的 ω- 极限点集.

Zhou 和 Feng [4] 提出了一个问题: (X,T ) 为动力系统, x ∈ QW (T ) \W (T ) 为真拟弱几乎周期点,

是否有

∃µ ∈ Mx(T ), Sµ = Cx? (1.3)

最近, He 等人 [5] 构造了两个例子说明两种情况都是可能的, 即满足上述条件的系统存在, 同样也存在

紧致系统 (X,T ) 和 x ∈ QW (T ), 使得 Sµ ̸= Cx, ∀µ ∈ Mx(T ). 同时, Obadalová 和 Smı́tal [6] 也给了两

个例子说明两种情况都可能发生, 并给出了满足条件 (1.3) 的点存在的一个等价条件. 文献 [5, 6] 中的

例子都是在符号动力系统 (Σ2, σ)中建立的. 本文利用文献 [7]中的结果证明,如果动力系统 (X,T )具

有 specification性质,则存在点 x ∈ QW (T ) \W (T )满足条件 (1.3),也存在 y ∈ QW (T ) \W (T )不满足

条件 (1.3). 进一步还说明前者是 X 中的剩余集, 后者是稠密的不可数集. 因为符号动力系统 (Σ2, σ)

具有 specification 性质, 所以, 我们的结果更有一般性.

因为 Mx(T ) 是 M(X,T ) 的非空闭的连通子集 [8], 所以, Mx(T ) 要么为单点集, 要么为不可数集.

如果 x ∈ QW (T ) \ W (T ), 则 Mx(T ) 是不可数集. 而当 Mx(T ) 为单点集时, x 称为拟正则点 (quasi-

regular point). 所有的拟正则点构成的集合记为 Q(T ), 有 µ(Q(T )) = 1, ∀µ ∈ M(X,T ) [9]. Sigmund [7]

证明了如果 (X,T ) 满足 specification 性质, 则任何一个 µ ∈ M(X,T ) 都可以由某个 x ∈ Q(T ) 生成.

Sigmund [8] 又进一步证明了在一个紧致系统 (X,T ) 中, 任取一个 µ ∈ M(X,T ), µ 都可以由 (X,T ) 的

某一扩充 (extension) 中的一个拟正则点生成. 所以, 拟正则点对动力系统来讲具有重要的意义. 本文

给出一个点 x 是拟正则点的充要条件, 刻画了这类点的轨道分布特征.

本文中的一些记号如下: (X, ϱ) 为紧致度量空间, ϱ 为距离. 对于集合 A ⊂ X, L(A) 表示它的极
限点 (凝聚点)集, Ac 表示它的补集, Ao 表示它的内部, A表示它的闭包, ∂A = A−Ao 表示它的边界.

对于点 x ∈ X 和 ϵ > 0, Vϵ(x) 表示以 x 为中心, ϵ 为半径的开邻域, 即 Vϵ(x) = {y ∈ X : ϱ(x, y) < ϵ}.
Vϵ(A) = {x ∈ X : ϱ(x,A) < ϵ} 表示集合 A 的 ϵ 邻域. 对两个非空集合 A,B ⊂ X, 它们的 Hausdorff 距

离为 ϱH(A,B) = inf{r > 0 : A ∪B ⊂ Vr(A) ∩ Vr(B)}. 另外记 ϱ∗(A,B) = inf{ϱ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.
Specification 性质是由 Bowen [10] 首先引进的, 本文中采用文献 [7] 的定义. 称 (X,T ) 具有 speci-

fication 性质: 如果对任意的 ϵ > 0, 存在整数 M(ϵ) > 0, 使得对任意的点 x1, x2 ∈ X 和连续的整数区

间 A1 = [a1, b1], A2 = [a2, b2], 其中 a2 − b1 > M(ϵ), 以及整数 p > b2 − a1 +M(ϵ), 存在周期为 p 的周

期点 x ∈ X 使得

ϱ(T j(x), T j(x1)) < ϵ, j ∈ A1,

ϱ(T j(x), T j(x2)) < ϵ, j ∈ A2.

满足该性质的动力系统具有拓扑混合性, 且周期点稠密. 文献 [7]中罗列了一些满足 specification 性质

的例子. 特别地, 符号动力系统具有该性质.
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2 真拟弱几乎周期点

本文都假定 (X,T ) 为非平凡系统, 即 X 不是单点集.

引理 2.1 [7] 设动力系统 (X,T ) 具有 specification 性质, V ⊂ M(X,T ) 为非空闭的连通集, 则存

在 x ∈ X 满足 Mx(T ) = V .

定理 2.2 若动力系统 (X,T ) 具有 specification 性质, 则存在 x ∈ QW (T ) \W (T ) 和 µ ∈ Mx(T )

使得 Sµ = Cx.

证明 因为 (X,T )非平凡且具有 specification性质,所以, X 不是单个周期轨. 令 P (T ) ⊂ X 为 T

的周期点集. 定义映射 γ : P (T ) → M(X,T ) 如下: 对周期为 p 的周期点 x,

γ(x) =
1

p

p−1∑
i=0

δT i(x),

即 γ(x)是在周期轨道 {x, T (x), . . . , T p−1(x)}上等分布的概率测度.取X 中稠密的周期点序列 (an)n>1,

不妨设 γ(ai) ̸= γ(aj), 1 6 i < j. 令

µ =
∑
n>1

1

2n
γ(an), (2.1)

则有 µ ∈ M(X,T ) 且 Supp(µ) = X. 令

V = {θµ+ (1− θ)γ(a1) : 0 6 θ 6 1}, (2.2)

则 V 是 M(X,T )中非空闭的连通子集. 由引理 2.1,存在 x ∈ X 满足 Mx(T ) = V . 因为 Supp(µ) = X,

所以, x ∈ Supp(µ) = Cx, 由 (1.2) 知, x ∈ QW (T ). 又有 x /∈ Supp(γ(a1)), 由 (1.1) 知, x /∈ W (T ).

定理 2.3 若动力系统 (X,T )具有 specification性质, 则存在 x ∈ QW (T ) \W (T )使得 Sµ ̸= Cx,

∀µ ∈ Mx(T ).

证明 定义 γ : P (T )→M(X,T )如上. 令 (xi)i>1 为 X 中的一个稠密点列. 取一个周期轨 {y1, y2,
. . . , yQ} ⊂ X, 其周期为 Q. 定义整数序列

(sn)n>1 = {1, 1, 2, 1, 2, 3, . . .},

对 i > 0, 当 n = i(i+1)
2 + 1 时, 有 sn = 1; 在其他处有 sn+1 = sn + 1.

对任意的 n > 1, 令 ϵn = 1
n . 由 specification 性质, 存在正整数 Mn (只与 ϵn 有关), 使得对点 y1,

T−(nQMn+Mn)(xsn) (如果不只一点, 可取任何一个) 和连续整数段 A1 = {j : 0 6 j < nQMn} 及整数
nQMn +Mn, 存在周期为 pn = nQMn + 3Mn 的周期点 an 使得

ϱ(T j(an), T
j(y1)) < ϵn, j ∈ A1,

ϱ(TnQMn+Mn(an), xsn) < ϵn.

则有在弱 ∗ 拓扑中, 当 n → ∞ 时, 有

γ(an) → γ(y1). (2.3)

我们将在后面利用定理 3.2 给出 (2.3) 的证明. 因为所有 an 的轨道的并在 X 中稠密, 下面的式子可

以直接得到, ∪
n>1

Supp(γ(an)) = X. (2.4)
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不妨设 γ(ai) ̸= γ(aj), 1 6 i < j. 令

Vn = {θγ(an) + (1− θ)γ(an+1) : 0 6 θ 6 1}, n = 1, 2, . . . , (2.5)

V = {γ(y1)} ∪
∪
n>1

Vn, (2.6)

则有 V 是 M(X,T ) 的非空闭 (因为 γ(an) → γ(y1)) 的连通子集. 由引理 2.1, 存在 x ∈ X 使得

Mx(T ) = V . 由 (1.2) 和 (2.4) 知, x ∈ QW (T ). 因为 x /∈ P (T ), 所以, 有 x /∈ Supp(µ),∀µ ∈ V . 从而, 有

x /∈ W (T ) 且 Supp(µ) ̸= Cx,∀µ ∈ V .

注 2.4 满足定理 2.2 和 2.3 的真拟弱几乎周期点都在 X 中稠且不可数. 稠密性是显然的, 下面

讨论不可数性. 在定理 2.2 中, 把 (2.1) 中 γ(a1) 和 γ(a2) 前面的参数对换, 得到和 µ 不同的全支撑不

变测度 µ′. 而 µ 和 µ′ 的凸组合是不可数的, 且都是全支撑不变测度. 代入到 (2.2) 中, 则 (2.2) 中的 V

有不可数多个,从而,满足 Mx(T ) = V 的 x有不可数多个.对定理 2.3中的周期点列 (an)n>1,在 (2.5)

中, 用 γ(a1) 和 γ(a4) 的凸组合来代替 γ(a1), 则对应有不可数个 V1. 其他 Vn 保持不变, 那么, (2.6) 中

对应的 V 就有不可数个, 从而, 满足 Mx(T ) = V 的 x 有不可数多个.

在紧致系统 (X,T ) 中, 我们已经知道了对任意的 µ ∈ M(X,T ), 都有 µ(W (T )) = 1, 周作领 [1] 称

这样的集合为绝对测度 1集. 也就是说,在不变测度意义下,弱几乎周期点是最多的点. 但是在拓扑意

义下, 弱几乎周期点集却可能 “很小”. 下面将说明, 对满足 specification 性质的动力系统, 弱几乎周期

点集 W (T ) 是第一纲集, 而满足定理 2.2 的点集是剩余集. 我们首先需要一个引理.

引理 2.5 [11] 设 (X,T )是满足 specification性质的动力系统,那么,集合 {x : Mx(T ) = M(X,T )}
是 X 中的剩余集.

定理 2.6 设 (X,T ) 是满足 specification 性质的动力系统, 那么, 集合 {x ∈ QW (T ) \ W (T ) :

∃µ ∈ Mx(T ) s.t. Sµ = Cx} 是 X 中的剩余集.

证明 记 W̃ (T ) = {x ∈ QW (T ) : ∃µ ∈ Mx(T ) s.t. Sµ = Cx}. 由引理 2.5, 只要说明

W̃ (T ) \W (T ) ⊃ {x : Mx(T ) = M(X,T )}

即可. 考虑到 M(X,T ) 中存在具有满支撑的测度 µ, 所以, 如果 x 满足 Mx(T ) = M(X,T ), 则有

µ ∈ Mx(T ) 且 x ∈ Supp(µ) = Cx, 从而, x ∈ W̃ (T ). 但是 x /∈ W (T ), 因为对于 M(X,T ) 中的任何一个

周期轨测度 ν, x /∈ Supp(ν). 证毕.

如果 x ∈ QW (T ) \W (T ), 因为 x ∈
∪

µ∈Mx(T ) Sµ 且 ∃µ ∈ Mx(T ), x /∈ Sµ, 所以, Mx(T ) 不是单点

集. 由于 Mx(T ) 为紧致连通集, 所以, Mx(T ) 为不可数集. 从测度来讲, 集合 QW (T ) \W (T ) 实际上

很小. 对任意的不变测度 µ ∈ M(X,T ), 有 µ(QW (T ) \W (T )) = 0. 而只生成一个不变测度的拟正则

点, 在测度意义下却很多, 有 µ(Q(T )) = 1, ∀µ ∈ M(X,T ). 下面讨论 Mx(T ) 为单点集的条件.

3 拟正则点的特征

首先需要一个引理.

引理 3.1 [12] 设 µn, µ ∈ M(X), n > 1, 则以下条件等价:

(1) µn → µ;

(2) 对任意闭集 F ⊂ X, lim supn→∞ µn(F ) 6 µ(F );

(3) 对任意开集 U ⊂ X, lim infn→∞ µn(U) > µ(U);
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(4) 若 A ∈ B(X), µ(∂A) = 0, 则 µn(A) → µ(A).

定理 3.2 (X, ϱ) 为紧致度量空间, µn ∈ M(X) 是 X 上的概率测度序列, 则以下三个条件等价:

(1) 序列 µn 在 M(X) 中收敛, 即存在 µ ∈ M(X), 当 n → ∞, 有 µn → µ.

(2) 对任意非空闭集 E, 存在 E 的开邻域列 (Uj)j>1, limj→∞ ϱH(Uj , E) = 0 使得对任意 j > 1, 当

n → ∞ 时, µn(Uj) 收敛.

(3) 对任意非空开集 U , 存在 U 中闭子集列 (Ej)j>1, limj→∞ ϱH(Ec
j , U

c) = 0 使得对任意 j > 1,

当 n → ∞ 时, µn(Ej) 收敛.

另外, 当 (1) 成立时, 对 (2) 中的 E 和 (Uj)j>1, 有 µ(E) = limj→∞ limn→∞ µn(Uj). 对 (3) 中的 U

和 (Ej)j>1, 有 µ(U) = limj→∞ limn→∞ µn(Ej).

证明 (1)⇒(2) 设当 n → ∞ 时, µn → µ. E 为 X 中任意非空闭集. 易知, 对任意两个正实数

ϵ1 ̸= ϵ2,有 ∂Vϵ1(E)∩∂Vϵ2(E) = ∅,即 E的不同的 ϵ邻域边界不交. 由概率测度 µ满足可数可加性,正实

数集 {r : µ(∂Vr(E)) ̸= 0}是可数的. 从而,存在收敛到 0的正实数列 (rj)j>1,使得 µ(∂Vrj (E)) = 0, ∀ j.
令 Uj = Vrj (E), 据引理 3.1(4), limn→∞ µn(Uj) = µ(Uj). (2) 得证.

(2)⇒(3) 当 U 是开集时, U c 为闭集, 则存在开集序列 (Uj)j>1 满足条件 (2), 即 U c ⊂ Uj ,

lim
j→∞

ϱH(Uj , U
c) = 0

使得对任意 j > 1, 当 n → ∞ 时, µn(Uj) 收敛. 则对开集 U , 闭集序列 (U c
j )j>1 满足条件 (3).

(3)⇒(2) 类似可得.

(2)⇒(1) 证明分为两步.

第 1 步 设 E 和 (Uj)j>1 满足 (2). 则极限 limj→∞ limn→∞ µn(Uj) 存在且与 (Uj)j>1 的选取

无关.

不妨设 (2)中的序列 (Uj)j>1 满足条件 U1⊃U2⊃· · ·⊃E. 因为对某个 j,存在 p > j 使得 Uj ⊃ Up.

否则可取点列 {xk : xk ∈ Uj+k \Uj}k>1,有 ϱ(xk, E) → 0. 因为 Uj 为开集,所以, L(xk)k>1 ∩Uj = ∅; 又
有 E 为闭集, 所以, L(xk)k>1 ⊂ E, 产生矛盾. 注意到极限 limn→∞ µn(Uj) 存在, 该值随 j 的增大而单

调递减,则有下确界,所以, limj→∞ limn→∞ µn(Uj)存在. 如果有另外一个开集序列 U ′
1 ⊃ U ′

2 ⊃ · · · ⊃ E

满足条件 (2), 按相同的讨论, 对任意的 j, 存在 p > j 使得 Uj⊃U ′
p, U

′
j⊃Up. 所以,

lim
j→∞

lim
n→∞

µn(Uj) = lim
j→∞

lim
n→∞

µn(U
′
j). (3.1)

这说明上述极限与 (Uj)j>1 的选取无关.

对 X 中的闭集 E, 定义

ν(E) = lim
j→∞

lim
n→∞

µn(Uj), (3.2)

根据刚才的讨论, ν 是 X 的所有非空闭集的集合上的实值函数.

第 2 步 设 Λ 是概率测度序列 (µn)n>1 在 M(X) 中的所有极限点的集合, 因为 M(X) 是紧致

度量空间, 所以, Λ 是非空的. 我们将证明 Λ 是单点集.

令 µ ∈ Λ, 即存在正整数列 nk 使得当 k → ∞ 时, 有 µnk
→ µ. 对于闭集 E ⊂ X, 类似于 (1)⇒(2)

的证明, 我们可以得到存在 E 的开邻域列 (Vj)j>1, limj→∞ ϱH(Vj , E) = 0 且有 µ(∂Vj) = 0, 使得对任

意 j > 1, 当 k → ∞ 时, µnk
(Vj) → µ(Vj). 那么, 有

lim
j→∞

lim
k→∞

µnk
(Vj) = lim

j→∞
µ(Vj) = µ(E). (3.3)
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由第 1 步的讨论知,

lim
j→∞

lim
k→∞

µnk
(Vj) = ν(E). (3.4)

联立 (3.3) 和 (3.4) 得到

µ(E) = ν(E). (3.5)

这说明对任意的闭集 E 和 µ, µ′ ∈ Λ, 都有 µ(E) = µ′(E) = ν(E). 再由 µ 和 µ′ 的正则性, 我们得到

µ(B) = µ′(B), ∀B ∈ B(X).

所以, µ = µ′, 从而, Λ 是单点集.

最后, 当 (1) 成立时, 对条件 (2) 中的 E 和 (Uj)j>1, 由 (3.5) 得到

µ(E) = ν(E) = lim
j→∞

lim
n→∞

µn(Uj).

同样可以证明, 对条件 (3) 中的 U 和 (Ej)j>1, 有

µ(U) = lim
j→∞

lim
n→∞

µn(Ej).

注 3.3 定理 3.2 与引理 3.1 的区别在于给定一个测度序列 µn, 要证明它是收敛的, 如果利用引

理 3.1, 就要先找到一个测度 µ, 然后再对开集或闭集 E, 比较 µ(E) 和 µn(E) 的极限来判断; 但是利

用定理 3.2, 就不需要先找到一个 µ, 只要说明满足一些条件的开集或闭集 E 的测度 µn(E) 的极限存

在就可以了. 如在 (2.3) 中, 要证明 γ(an) → γ(y1). 因为给出了要收敛到的极限 γ(y1), 所以, 可以用引

理 3.1 来证明. 我们这里利用定理 3.2 来证明, 可以看到区别.

(2.3) 的证明 取任意非空闭集 E ⊂ X, 设基数 Card(E ∩ {y1, . . . , yQ}) = k, 0 6 k 6 Q. 令

r = ϱ∗(E, {y1, . . . , yQ} \ E). 设 1
M < r

2 . 当 n > m > M 时, 有

γ(an)(V 1
m
(E)) > knMn

nQMn + 3Mn
→ k

Q
, n → ∞,

γ(an)(V 1
m
(E)) 6 knMn + 3Mn

nQMn + 3Mn
→ k

Q
, n → ∞.

所以,

γ(an)(V 1
m
(E)) → k

Q
, n → ∞, m = M + 1,M + 2, . . .

满足定理 3.2(2). 所以, 存在概率测度 µ 使得 γ(an) → µ. 因为

µ({yi}) = lim
m→∞

lim
n→∞

γ(an)(V 1
m
(yi)) =

1

Q
= γ(y1)({yi}), i = 1, 2, . . . , Q,

所以, µ = γ(y1).

利用定理 3.2, 我们得到拟正则点的轨道分布的刻画, 就是下面的推论.

推论 3.4 (X,T ) 为动力系统, x ∈ X, 则以下三个条件等价:

(1) x 为拟正则点;

(2) 对任意非空闭集 E, 存在 E 的开邻域列 (Uj)j>1, limj→∞ ϱH(Uj , E) = 0 使得对任意 j > 1,

Px(Uj) 存在;
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(3) 对任意非空开集 U , 存在 U 中闭子集列 (Ej)j>1, limj→∞ ϱH(Ec
j , U

c) = 0 使得对任意 j > 1,

Px(Ej) 存在.

另外,当 (1)成立时,设Mx(T )={µ},则对 (2)中的 E 和 (Uj)j>1,有 µ(E)=limj→∞ Px(Uj).对 (3)

中的 U 和 (Ej)j>1, 有 µ(U) = limj→∞ Px(Ej).

证明 在定理 3.2 中令 µn = 1
n

∑n−1
i=0 δT i(x), 有

Px(Ej) = lim
n→∞

µn(Ej), Px(Uj) = lim
n→∞

µn(Uj),

可得结论.

推论 3.5 (X,T ) 为动力系统, x ∈ X, 如果对每个非空开集 U ⊂ X, 有 Px(U) 存在, 则 x 为拟正

则点.

注 3.6 不变测度是遍历论研究的主要对象.在文献 [8]中,称一个动力系统 (X ′, T ′)是 (X,T )的

扩充, 如果存在 T ′- 不变闭集 E ⊂ X ′ 使得 T 和 T ′|E 拓扑共轭. 文献 [8] 证明了对任何一个不变测度

µ ∈ M(X,T ), 都存在 (X,T ) 的某个扩充中的拟正则点生成它. 特别地, 如果 (X,T ) 满足 specification

性质, 则对任何一个不变测度 µ ∈ M(X,T ), 都存在 X 中的一个拟正则点生成它. 所以, 拟正则点对

不变测度来讲至关重要. 推论 3.4(2) 和 3.4(3) 给出了一个点是拟正则点的拓扑意义下的描述. 该类点

生成的轨道的分布是 “基本上稳定的”. 推论 3.5 要求点的轨道分布在每一个开集里面都稳定, 这样看

起来最简洁, 但它是拟正则点的充分而非必要条件, 以下是反例.

例 3.7 定义整数列 (si)i>0 如下:

si =


1, i = 0,

1, 42n 6 i < 42n+1, n = 0, 1, . . . ,

−1, 42n+1 6 i < 42n+2, n = 0, 1, . . .

在线段 I = [−1, 1] 上, 令

f i(1) =
si

i+ 1
, i = 0, 1, 2, . . . , f(0) = 0,

则 f 是点 1 的轨道闭包 {1, f1(1), f2(1), . . . , 0} 上的连续函数. 根据 Tietze 扩张定理可以将它扩张成

整个线段 I 上的连续函数 f : I → I. 因为 ωf (1) = {0} 为单点集, 所以, 点 1 生成的不变测度只有一

个为 δ0. 但是对开区间 (0, 1), 有

lim
n→∞

1

42n

42n−1∑
i=0

χ(0,1)(f
i(1)) <

1

4
, lim

n→∞

1

42n+1

42n+1−1∑
i=0

χ(0,1)(f
i(1)) >

3

4
,

所以, P1((0, 1)) 不存在.

致谢 对两位审稿人表示衷心的感谢, 他们中肯的意见使得本文进一步完善. 我们在注 2.4 中说明了满足定理 2.2 的

点是稠密不可数的, 一位审稿人指出这个结论可以加强为 X 中的剩余集, 这样就有了定理 2.6. 原来我们在定理 3.2

中证明 (2)⇒(1) 是基于泛函分析的方法, 篇幅上比较长. 另一位审稿人给我们提供了简洁的证明方法, 我们现在看到

的 (2)⇒(1) 中第 2 步证明就是基于审稿人给出的意见.
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Proper quasi-weakly almost periodic points and quasi-regular

points

WANG XiaoYi, HE WeiHong & HUANG Yu

Abstract Let X be a compact metric space and T : X → X be a continuous map. Denote by M(X) the

set of all Borel probability measures on X. For x ∈ X, let Mx(T ) be the set of all limit points of the sequence
1
n

∑n−1
i=0 δT i(x) in M(X), where δx is the atomic probability measure with support {x}. Denote by W (T ) and

QW (T ) the sets of all weakly almost periodic points and quasi-weakly almost periodic points of T , respectively.

We proved that if T has specification property, then there exist x, y ∈ QW (T ) \ W (T ), respectively, with the

properties that ∃µ ∈ Mx(T ), x ∈ Supp(µ) and ∀ ν ∈ My(T ), y /∈ Supp(ν). This answers the open problem

proposed by Zhou and Feng. On the other hand, it is well known that Mx(T ) is a nonempty closed connected

subset of M(X) in the weak∗ topology. If x ∈ QW (T ) \W (T ), Mx(T ) will be uncountable. A natural problem

is how to characterize the point x with Mx(T ) being a singleton. We give a characterization of such x′s.

Keywords invariant measures, proper quasi-weakly almost periodic points, quasi-regular points, specifi-

cation property
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