
反全纯对合与四维流形的近复结构＊
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摘要　　设 σ是近复流形X 上的一个反全纯对合 ,讨论了 Y =X/ σ上近复结构的存

在性问题.
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1　主要结果

设 X 是一个近复流形 , X 上的一个反全纯(全纯)对合是指一个光滑对合 σ:X ※X ,它在

切丛 TX 上诱导的映射σ＊满足 σ＊ J=-J σ＊(σ＊ J=J σ＊),其中 J是 X 上的近复结构.反

全纯对合的一个典型例子是复共轭.在复曲面对应的拓扑流形上寻找有奇异微分结构的例子

是一个很重要的问题.最早的例子由文献[ 1]给出:CP2#9 CP2 拓扑同胚但不微分同胚于 Dol-

gachev曲面 D2 ,3.随后其他一些有奇异微分结构的流形相继被发现.注意到若 σ是复曲面X

上的全纯对合 ,则 X/ σ上有复结构.自然地 ,若 X 是复曲面 , σ是X 上的反全纯对合 ,则可以

讨论 Y =X/ σ上的拓扑 ,特别地 ,Y 上是否还有复结构 ?文献[ 2]通过研究这个问题找到了一

批新的具有奇异微分结构的例子.

设 X 是紧致连通的四维近复流形 , σ是X 上的反全纯对合.记 ΢=fix(σ)是 σ的不动点

集 ,则 ΢是X 的二维子流形
[ 3]
.从而 Y =X/ σ是光滑四维流形.

通过计算 Y =X/ σ的 Donaldson不变量 ,可以证明

命题 1
[ 2] 　设 X 是单连通复曲面 , b+2 (X)≥2 , 如果 ΢=fix(σ)是亏格大于 1的可定向连

通曲面 ,则 Y =X/ σ上无复结构.

文献[ 4]利用 Seiberg-Witten理论证明了

命题 2　设 X 是 Kähler曲面 ,K2X >0 , b
+
2 (X)≥4 ,如果 σ是X 上没有不动点的反全纯对

合 ,则 Y =X/ σ的Seiberg-Witten不变量为 0.

作为命题 2的推论 ,若 X 是单连通复曲面 , fix(σ)= ,则 Y =X/ σ上无复结构.

对于单连通复曲面 ,以下几种情形尚未解决:

(i)fix(σ)不连通;

(ii)fix(σ)是连通的不可定向曲面;

(iii)fix(σ)是连通的定向曲面 ,但亏格是 0或 1;
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　　(iv)b+2 (X)=1或 b
+
2 (X)=3 ,但 fix(σ)= .

例1　X =CP2 , σ是 X 上的复共轭 ,则 fix(σ)=RP2 , Y =X/ σ=S4.

例2　X =CP1×CP1 , σ:([ x1 , y1] , [ x2 , y2]) ※([  x1 , y 1] ,[ x2 , y 2] ),此时 ,

fix(σ)=S
1 ×S

1 , Y =X/ σ=S
4.

　　例3　X =CP
1
×CP

1
, σ:([ x1 , y 1] , [ x2 , y 2]) ※([ x 2 , y 2] , [ x 1 , y 1]),此时 ,

fix(σ)=S
2 , Y =X/ σ=CP2.

　　在这 3个例子中 ,商空间均无复结构 ,甚至没有近复结构.由此启发从近复结构的角度考

虑该问题.本文证明了在 X 满足一定的条件时 ,对 X 上任意反全纯对合σ, Y =X/ σ上均无近

复结构 ,从而也没有复结构.需要说明的是这个结论与命题 1和 2互不包含.

本文的主要结果如下:

定理 1　设 X 是四维近复流形 ,其近复结构为 J , σ是X 上的反全纯对合.若 b
+
2 (X)-

b1(X)≠3(mod 4),则 Y =X/ σ上无近复结构.

由于有理曲面的 b
+
2 等于 1 ,故立刻有:对所有有理曲面 X , Y =X/ σ上无近复结构.

定理 2　设 X 是四维近复流形 ,H1(X ,Z)无二阶元 , σ是X 上的反全纯对合.设 fix(σ)是

空集或可定向曲面 ,若 c1(X)=0 ,则 Y =X/ σ上有近复结构.

定理的证明需要以下熟知的 Ehresmann-Wu关于四维流形上近复结构的刻画.

命题 3
[ 5] 　设 Y 是光滑的定向闭四维流形 , Y 上有近复结构当且仅当存在一个示性类

c ∈H2(Y ,Z),满足 c·c=2χ(Y)+3σ(Y),其中 χ(Y)和σ(Y)分别表示 Y 的 Euler 示性数和符

号差.

2　几个基本关系

设 X , σ如定理 1和 2所述.记 Y =X /σ, ΢=fix(σ).假设 ΢非空 ,则 ΢是一曲面[ 3] .设

p:X※Y 是自然投影 ,给 Y 定向使得p是保定向映射.p 是带分歧点的二重覆盖 ,其不动点集

即为 ΢,故有 Euler数的关系

χ(X)=2χ(Y)-χ(΢). (2.1)

　　由文献[ 3]中定理 22.4的证明 ,近复结构 J诱导了 ΢的切丛到法丛间的同构 J:T΢※N΢,

这个同构是局部反定向的 ,从而有 Euler类的关系 e(T΢)=-e(N΢)(如果 ΢不可定向则采用

局部系数上同调),故在 X 中 ,

χ(΢)=e(T΢)[ ΢] =-e(N΢)[ ΢] . (2.2)

　　另一方面 ,由Atiyah-Singer的G-符号差定理[ 6] ,

e(N΢)[ ΢] =sign(X , σ). (2.3)

　　由于 σ是X 上的保定向对合 ,故 sign(X , σ)可以定义为H2(X , R)上如下的对称双线性型

的符号差:

x · y =(x ∪ σ＊(y))[ X] , 　x , y ∈ H2(X ,R). (2.4)

　　下面计算这个双线性型的符号差.除非特别指明 ,本节中均采用实系数上同调群.

设 ΢=∪ ΢i ,其中 ΢i 是΢的连通分支.记 ΢i 在X 中的闭管状邻域为A
X
i ,它们两两互不

相交 ,记 A
X =∪AX

i , B
X =X-AX ,EX=AX ∩BX , EX =∪EX

i ,则 A
X
i 可以看作 ΢i 上的D

2-丛 , EX
i
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是 A
X
i 的边界 ,是 ΢i 上的S

1-丛.记 A
Y
i =p(EX

i), A
Y =p(AX)=∪ A

Y
i , B

Y =p(BX), EY
i =p

(E
X
i), E

Y
=p(E

X
),则 A

Y
i 是 ΢i 在Y 中的管状邻域 , B

Y
=Y -A

Y
, E

Y
=A

Y
∩B

Y
.p 限制在B

X
上

是二重覆盖.p:X※Y 诱导了以下实系数上同调序列间的映射 ,

※H
1
(Y ,B

Y
)

jY
H
1
(Y)

iY
H
1
(B

Y
)
δY
H
2
(Y ,B

Y
)

jY
H
2
(Y)

iY
H
2
(B

Y
)
δY
H
3
(Y ,B

Y
)※

 ↑p＊1 ↑p＊2 t＊←↑p＊3  ↑p＊4 ↑p＊5 t＊←↑p＊6  ↑p＊7 (2.5)

※H
1
(X ,B

X
)

jX
H
1
(X)

iX
H
1
(B

X
)
δX
H
2
(X ,B

X
)

jX
H
2
(X)

iX
H
2
(B

X
)
δX
H
3
(X ,B

X
)※

其中 p
＊
j 由覆盖p 诱导 , t ＊:H＊(BX ,Z)※H＊(BY ,Z)是覆盖空间的转换同态 ,它满足[ 7]

p
＊
t
＊(x)= x +σ＊(x), 　 x ∈ H＊(BX ,Z),

t
＊
p
＊(y)=2y , 　　　　　 y ∈ H＊(BY ,Z).

(2.6)

　　从而在相差一个二阶元的意义下 , p＊:H＊(BY ,Z)※H＊(BX ,Z)是单射.特别地 ,现在讨论

实系数同调群 ,故 p
＊
3 , p

＊
6 是单射 , t

＊满.除了 t
＊外 ,以上图表是交换的.对合 σ＊作用在下

面一行正合序列上 ,与 iX , jX , δX 交换.下面一行序列中每一项均可分解成 σ
＊
的+1或-1特

征子空间的直和.

由交换图表

H3(Y , BY)
 Y
H3(AY , EY)

ψY
H1(A

Y)

　　↑p
＊
7 　　　　　↑p

＊
8 　　　　　　←p

＊
9

H3(X ,BX)
 X
H3(AX , EX)

ψX
H1(A

X)

(其中  是切除映射 , ψ是Poincaré-Lefschetz对偶(如果 ΢不可定向 ,则相应的同调群用局部系

数)),知  X ,  Y , ψX , ψY 都是同构.p:A
X ※AY 是同伦等价 ,因而 p

＊
9 是同构 ,所以 p

＊
8 , p

＊
7 均是

同构.类似地 p
＊
4 , p

＊
1 亦为同构.

引理 1　p
＊
5 是单同态 ,并且 H

2(X)=H2+(X) H
2
-(X)=p

＊
5 H

2(Y) H2-(X), 其中

H2+(X),H
2
-(X)分别是H

2(X)的+1和-1特征子空间.

证　假设对某个 y ∈H
2
(Y), p

＊
5 (y)=0 ,则 p

＊
6  iY(y)=iX p

＊
5 (y)=0.由 p

＊
6 单 ,故

iY(y)=0.从而存在某个 z ∈H2(Y ,BY),使得 jY(z)=y .下面证明 z ∈ imδY ,从而可推出y =0.

由于 jX p
＊
4 (z)=p

＊
5  jY(z)=p

＊
5 (y)=0 ,故 p

＊
4 (z)∈ kerjX=imδX ,故存在 u ∈H

1
(BX),使得 δX

(u)=p＊4 (z).考虑 t
＊(u)∈H1(BY),注意到 p

＊
4 是同构 ,故 H

2(X , BX)属于 σ＊的+1特征子

空间 , 所 以 p
＊
4  δY (t

＊ (u))= δX  p
＊
3 (t

＊ (u))= δX (u + σ
＊ (u))=

δX(u)+σ
＊ δX(u)=2δX(u)=2p

＊
4 (z).

由 p
＊
4 是同构 ,推出 z=δY t

＊(u/2)∈imδY ,从而 y =jY(z)=0 ,故 p
＊
5 单.

下面证明 p
＊
5 H

2(Y)=H2+(X).p
＊
5 H

2(Y) H2+显然.反之 ,任取 x ∈H2+ ,则 σ
＊(x)=x .

σ＊ iX(x)=iX σ
＊(x)=iX(x),所以 iX(x)∈H

2(BX)的+1特征子空间.由于 t
＊满 , p＊6 单 ,

故H
2
(B

X
)=imp

＊
6  kert

＊
,但由(2.6)式 ,ker t

＊
是H

2
(B

X
)的-1特征子空间 ,故iX(x)∈ imp

＊
6 .

从而存在 y ∈H2(BX),使得 p
＊
6 (y)=iX(x).所以

δX  p
＊
6 (y)=δX  iX(x)=0 =p

＊
7  δY(y).
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　　由 p
＊
7 是同构 , 故 δY(y)=0 ,即 y ∈kerδY=im iY .取 z ∈H2(Y),使得 iY(z)=y ,则有

iX(x)=p
＊
6 (y)=p

＊
6  iY(z)= iX  p

＊
5 (z).

　　由此知 x-p＊5 (z)∈keriX=imjX ,所以

x -p
＊
5 (z)= jX(u)

对某个 u ∈H2(X , BX).注意到 p
＊
4 是同构 ,故存在 v ∈H2(Y , BY),使得 p

＊
4 (v)=u.因此

x =p
＊
5 (z)+jX(u)=p

＊
5 (z)+jX p

＊
4 (v)=p

＊
5 (z)+p

＊
5  jY(v)=p

＊
5 (z +jY(v)),

即 x ∈imp＊5 .

3　定理的证明

定理 1的证　设 u1 , …, un , v1 , …, vm是对应于引理 1中 H
2(X)的直和分解的一组基 ,其

中 ui , vj 分别为+1和-1特征子空间的基.注意 σ保定向 ,故 σ
＊诱导 H4(X)的恒等映射.

所以 u i∪ vj=σ
＊(u i∪ vj)=σ

＊(u i)∪σ
＊(vj)=u i ∪(-vj),即 u i ∪ vj=0.所以对称双线性型

(2.4)式的矩阵为

u
2
1 u1u2 … u1un

… … … … 0

unu1 unu2 … u
2
n

-v
2
1 -v1v2 … -v1 vm

0 … … … …

-vmv1 -vmv2 … -v
2
m

=∶
(

M1　　0

0　　-M2 )
,

其符号差 sign(X , σ)=σ(M1)-σ(M2),其中σ(Mi)是矩阵 Mi的符号差.注意到σ(M1)恰好是

Y 的符号差 ,故

sign(X , σ)=σ(Y)-σ(M2). (3.1)

　　但
(

M1 0

0 M2 )
恰好是 X 上通常的二次型矩阵 ,故

σ(X)=σ(M1)+σ(M2)=σ(Y)+σ(M2). (3.2)

由(2.2)、(2.3)、(3.1)和(3.2)式得

σ(Y)=(σ(X)+sign(X , σ))/2 =(σ(X)-χ(΢))/2. (3.3)

　　假如 Y 上有近复结构 ,由 Ehresmann-Wu的定理 ,存在示性类 c ∈H2(Y ,Z),使得

c · c =2χ(Y)+3σ(Y).

　　由于 c 是示性类 ,故 c·c=σ(Y)mod 8 ,因而 2χ(Y)+3σ(Y)=σ(Y)mod 8.将(2.1)和(3.3)

式代入 ,得

χ(X)+σ(X)=0 mod 8 ,

即

1-b1 +b
+
2 =0 mod 4

或
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b
+
2 -b1 =3 mod 4.

　　为证明定理 2 ,需要以下引理.

引理 2　设 X ,Y , σ如定理 1 , p:X※Y 是投影 ,则 x ∈H2(X ,Z)满足 σ＊(x)=x 的充分必

要条件是 x ∈ p
＊
H
2
(Y , Z).

证　充分性显然.

必要性:先设 fix(σ)= ,此时 p:X ※Y 是二重覆盖.因为 x ∈H2(X ,Z)满足 σ＊(x)=x ,

从而存在第一陈类为 x 的X 上的复线丛L ,以及 L 上的等变映射σ
＊
,使得以下图表交换:

L
σ＊

L

π↑　　↑π

X
σ

X

把 X 中的 x 与σ(x)等同 ,同时利用 σ
＊
等同 x 上的纤维Lx 与σ(x)上的纤维 Lσ(x),得到 Y 上的

一个复线丛  L ,其局部平凡性由二重覆盖 p:X ※Y 及复线丛 π:L ※X 的局部平凡性给出.从

而 p
＊e( L)=e(L)=x ,故 x ∈ p＊H2(Y ,Z).

若 fix(σ)≠ ,设 x ∈H2(X ,Z)并且 σ＊(x)=x ,注意到(2.5)式的交换图对整系数同样成

立 ,并且 p
＊
1 ,p

＊
4 和 p

＊
7 还是同构 ,但 t

＊
不一定满 , p

＊
3 和 p

＊
6 不一定单.

因为 σ＊ iX(x)=iX σ
＊(x)=iX(x),并且 p6:B

X ※B
Y 是二重覆盖 , 由已证明过的

iX(x)∈imp
＊
6 ,即存在 y ∈H2(BY ,Z),使得 p

＊
6 (y)=iX(x).同引理 1中证明 p

＊
5 H

2(Y)=H2+的

后一部分完全相同 ,有 x ∈ imp＊5 (那里的 p
＊
5 即这里的 p

＊).

定理 2的证　设 c1(X)=0.由上节的计算可知 , χ(Y)=(χ(X)+χ(΢))/2 ,σ(Y)=

(σ(X)-χ(΢))/2.要证明 Y 上有近复结构 ,只要找到 c ∈H2(Y ,Z),满足 c=w2(Y)mod 2 ,并

且

c · c =2χ(Y)+3σ(Y)=(2χ(X)+3σ(X)-χ(΢))/2 =

(c1(X)·c1(X)-χ(΢))/2 =-χ(΢)/2. (3.4)

　　考虑交换图表

H2(Y ,Z)
r
H2(Y ,Z2)

p＊↑　　　　　↑p＊

H2(X ,Z)
　
H2(X ,Z2)

其中 r 是模 2运算.由文献[ 8]中定理 1的推论 2知 ,w2(X)=p
＊w2(Y)+ (1),其中 是以下

同调群同态的复合 ,1 ∈H0(΢)是生成元 ,

H0(΢)
T
H2(AX , EX)

i
H2(X ,BX)

j
H2(X),

这里 T 是 Thom同构 ,它把 1映为 ΢上法丛的 Thom类 , A
X
, E

X
, B

X
如上节 ,分别是 ΢在X 中

的闭管状邻域 ,其边界及余集的闭包 , i 是切除同构 , j是包含映射诱导的同态.由Thom类的

定义 ,知  (1)=[ ΢] X mod 2.因此有w2(X)=p
＊w2(Y)+[ ΢] X mod 2.因为 p＊([ ΢] ∩[ X])=

p＊([ ΢] X)=[ ΢] ∈H2(Y ,Z),这里[ ΢]表示 ΢在Y 中的同调类 , p＊(p
＊[ ΢] Y ∩[ X])=[ ΢] Y

∩ p＊[ X ] =[ ΢] Y ∩2[ Y] =2[ ΢] ∈H2(Y ,Z),所以 p＊((p
＊[ ΢] Y -2[ ΢] X)∩
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[ X] )=0.又由 σ＊ [ ΢] X =[ ΢] X , 知存在 a ∈ H2(Y , Z), 使得 [ ΢] X =p
＊(a), 故

p＊(p
＊([ ΢] Y -2a)∩[ X] )=0.

考虑交换图

p
＊H2(Y ,Z)

∩ [ X]
p
＊H2(Y ,Z)∩ [ X]

　　　←p＊　　　　　　↑p＊

　H
2
(Y ,Z)

∩ 2[ Y ]
H2(Y ,Z)

因为 p
＊
和∩ 2[ ΢]模挠元是单的 ,而∩[ X]是同构 ,故 p＊模挠元是单的.由此可见[ ΢] Y-2a

是挠元.故 a =([ ΢] Y+t)/2 ,其中 t ∈Tor H2(Y ,Z).因而有

w2(X)=p
＊w2(Y)+[ ΢] X(mod 2)=

p
＊ w2(Y)+

1
2
([ ΢] Y +t)(mod 2) ,

这里[ ΢] Y 表示΢在Y 中的上同调类.

因为 Y 是可定向闭四维流形 ,故存在 u ∈H
2
(Y ,Z),使得 r(u)=w2(Y).从而

r p＊ u +
1
2
([ ΢]Y +t) =p＊ r u +

1
2
([ ΢] Y +t) =

p
＊ w2(Y)+

1
2
([ ΢] Y +t)(mod 2) =w2(X)=0 ,

故 p
＊

u+
1
2
([ ΢] Y+t)是 H2(X , Z)中的偶元 , 即存在一个 x ∈ H2 (X , Z), 使得

p
＊

u+
1
2([ ΢] Y +t) =2x.显然 σ

＊
(x)=x.由引理 2 ,存在 v ∈H

2
(Y ,Z),使得 p

＊
(v)=x .

从而 p
＊

u+
1
2
([ ΢] Y+t)-2v =0.由引理 1 , p＊在实上同调上是单射 ,故它限制在 H2(Y ,

Z)的自由部分是单射 ,由此可知 , u+
1
2([ ΢] Y+t)-2v ∈Tor H

2
(Y ,Z).令 c=u-2v , 则 c ∈

H2(Y ,Z), c=u=w2(Y)mod 2.注意到 c+1
2
([ ΢] Y+t)是挠元 ,故 c+1

2
([ ΢] Y+t)·[ ΢] Y

=0 ,并且 c+
1
2
([ ΢] Y+t)· c+

1
2
([ ΢] Y+t) =0.由此两式知 c·c=[ ΢] Y·[ ΢] Y/4=

[ ΢] X ～·[ ΢] X/2 ,这里“·”表示 Y 中上同调的上积而“ ～·”表示 X 中的上积.由(2.2)式 ,立刻

有

c · c =-χ(΢)/2 ,

即(3.4)式成立.从而定理 2在 ΢非空时得证.当 ΢是空集时 ,证明完全类似 ,只需将涉及 ΢

的地方换成零即可.

例4　考虑CP3 中的超曲面 S2d={(z0 , z1 , z2 , z3)∈CP
3 z2d0 +z

2d
1 +z

2d
2 +z

2d
3 =0}.定义 σ:

CP3※CP3 为 σ(z)= z , 则 σ限制在 S2d 上是到自身的反全纯对合 , 它没有不动点.

c1(S 2d)=(4-2d)h S
2d
, 其中 h ∈H

2
(CP

3
,Z)对偶于超平面CP

2
 CP

3
(见文献[ 9] ).由定理 2 ,

知当 d=2时 S2d/ σ上有近复结构.此时 S4 是一个 K3 曲面.由 S4 单连通知 , π1(S4/ σ)=

Z2 .由(2.1)和(3.3)式易知b2(S 4/ σ)=10 ,符号差σ(S4/ σ)=-8.由p
＊c1(S4/ σ)=
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p
＊w2(S4/ σ)mod 2=w2(S 4)=0 ,故 p

＊
c1(S4/ σ)是 H

2(S4 ,Z)中的偶元 ,由引理 2及 p
＊在 H2

(S4/ σ,Z)的自由部分是单射 ,知 c1(S4/ σ)与H
2(S 4/ σ,Z)中的某个偶类至多相差一个挠元 ,故

S4/ σ的相交形式是偶的 ,因此 S 4/ σ的相交形式是
0　1

1　0
+(-E8).
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