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摘要    基于单个刀位下刀具包络曲面的三阶近似模型, 提出了非球头刀宽行五轴数控加工自

由曲面的刀位规划新方法. 该方法通过优化刀具的前倾角和侧倾角使得在刀触点处刀具包络曲

面与设计曲面达到三阶切触, 适用于任意的回转刀具, 并且可以自然地处理无干涉约束、机床工

作空间约束以及刀具路径光顺性约束. 圆环刀加工螺旋面的仿真实例表明该方法可以显著增大

加工带宽, 提高加工效率.  
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五轴数控加工已成为工业中复杂高性能零件高

效加工的重要手段. 采用非球头刀加工, 可以在刀具

运动过程中通过调整其位置和姿态, 使得在刀触点轨

迹线附近的带状区域内刀具包络曲面充分逼近理论设

计曲面, 从而显著提高给定精度下的加工带宽, 因此

在大型、平坦、敞口类曲面零件制造中有着广泛的应

用. 五轴数控加工的成形原理为单参数面族包络原理, 

真实的加工误差为刀具包络面相对于工件曲面的法向

误差. 由于只有在所有刀位都确定之后才能计算刀具

包络面[1,2], 因此如何在单个刀位规划的时候考虑刀具

包络面与工件曲面之间的偏差是个非常关键的问题, 

它直接关系到刀位计算的精度. 由于操作上的难度及

复杂性, 多数文献都采用了近似的简化处理[3~11], 将

刀位规划转化为单个刀位下, 刀具曲面与工件曲面间

的优化逼近问题, 给出的各种刀位优化模型并不能真

实地反映实际加工过程. 并且现有的方法多是“一把

钥匙开一把锁”, 仅仅适合某种曲面或某种刀具的刀

位计算, 在通用性、可操作性、稳定性或加工精度方

面还有许多需要改进的地方.  

王小椿, Rao, Gong 等人[12~14]相继从刀具包络面

与设计曲面在刀触点处高阶切触的角度研究了刀位

规划问题. 但这些工作存在以下不足. 1) 王小椿和

Rao 的方法仅适用于平底铣刀, 不能拓展到其他类型

的回转刀具, 并且 Rao 的方法仅考虑了二阶切触条件; 

Gong 的方法虽然适用于一般的回转刀具, 但仅能实

现刀具包络面与工件曲面的二阶切触. 这些方法的理

论模型也互不兼容. 2) 上述工作均是将切触条件转

化为等式方程, 从而严格计算出满足切触条件的刀

位. 但在实际应用中, 由于刀具和设计曲面的复杂性, 

以及无干涉约束、机床工作空间约束和刀具路径光顺

性约束的存在, 往往无法实现精确的高阶切触加工. 

本文将在前期工作[15]中建立的单个刀位下刀具包络
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曲面的三阶近似模型的基础上, 提出非球头刀宽行

五轴数控加工自由曲面的刀位规划新方法. 该方法

通过优化刀具的前倾角和侧倾角使得在刀触点处刀

具包络曲面与设计曲面达到三阶切触, 适用于一般

的回转刀具, 并且可以自然地处理各种几何学和运

动学约束.  

1  回转刀具五轴数控加工自由曲面的位置
和姿态描述 

1.1  刀具相对于设计曲面的姿态 

如图 1 所示 , 在设计曲面上建立局部坐标架

{ }; , , ,O T B N  其中 O 为刀触点, T 为进给方向单位矢

量(即刀触点轨迹线的单位切矢), N 为设计曲面的单

位法矢, .= ×B N T  为描述刀具相对于该局部坐标

架的位置和姿态 , 建立同刀具固联的坐标架

{ }; , ,t t t tO X Y Z , 其中 tO 为刀具参考中心点, tZ 为刀

具轴线单位矢量, tX 为 tO 到刀触点所在母线的径向

单位矢量, t t t= ×Y Z X .  

刀具曲面与设计曲面在刀触点 O 处相切. 刀具

在局部坐标架{ }; , ,O T B N 中的姿态可以用其绕 B 轴

旋转的角度-前倾角λ 和绕 N 轴旋转的角度-侧倾角ω
来描述. 如图 2 所示, 前倾角λ表示刀触点处曲面法

矢 N 与刀具轴线 tZ 的夹角, 而侧倾角ω 则表示刀触

点处刀具进给方向 T 与刀具母线的切方向 K 的夹角. 

因此, 刀具固联坐标架与曲面局部坐标架之间有如 
 
 

 

图 1  曲面上刀触点处局部坐标架与刀具固联坐标架 

下旋转变换 

 [ ] [ ] ,t t t =X Y Z T B N Q  (1) 

其中 Q 为旋转矩阵,  
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将(2)式代入(1)式得 
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(3)
 

1.2  刀具相对于设计曲面的位置 

对于一般回转刀具, 其母线可以表示为固联坐

标架中 t t−X Z 平面的参数曲线 

( )u =p [ ]T
( ) 0 ( ) ,x u z u  

其中 ( )x u 和 ( )z u 分别表示母线上一点的回转半径和

轴向距离.  

回转刀具与 t t−X Z 平面的截面如图 3 所示. O 为

刀具回转面上的刀触点, N 为该点处的单位法矢, q 为

该点处的法线与刀具轴线的交点. 刀具坐标架原点

的位置可以表示为 

 ,t ta b= + −O O N Z  (4) 

其中 a 为 O 点到 q 点的距离, b 为 q 点到 tO 点的距离. 

刀具母线上刀触点 O 处的法向 N 与刀具轴向 tZ 的夹

角即为前倾角λ, 因此有 
 

 

图 2  回转刀具的前倾角和侧倾角 
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图 3  回转刀具与 xt-zt平面的截面 

 
( )

tan ,
( )

z u

x u
λ

′
′

=  (5) 

 

( )
,

sin
( )

( ) .
tan

x u
a

x u
b z u

λ

λ

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ = +
⎪⎩

 (6) 

给定前倾角λ, 由(5)式可求得对应的 u, 代入(6)式即

可求出对应的 a 和 b.  

由(3)~(6)式可知, 给定曲面上的刀触点 O 和刀

具前倾角λ、侧倾角ω, 可确定刀具在局部坐标架中表

示的刀位 

 ,
.

( ) cos sin

( )sin sin ( ( ) ( )cos )

cos sin sin sin cos

t

t

b

b a b

λ ω λ
λ ω λ λ λ λ
ω λ ω λ λ

= −⎧
⎪ − + +⎨
⎪ = + +⎩

O O T
B N

Z T B N
 (7) 

1.3  圆环刀相对于设计曲面的位置和姿态 

如图 4 所示, 在圆环刀上建立刀具固联坐标架

{Ot;Xt,Yt,Zt}, 其中 Ot 为圆环的环心. 设圆环的环心

圆半径为 R, 母圆半径为 r, 刀具坐标架原点的位置

为 

 .t tr R= + −O O N X  (8) 

由(3)和(8)式知, 给定曲面上的刀触点 O 和刀具前倾

角λ、侧倾角ω, 可确定圆环刀在局部坐标架中表示的

刀位 

 ,
.

cos cos

sin cos ( sin )

cos sin sin sin cos

t

t

R

R r R

ω λ
ω λ λ

ω λ ω λ λ

= −⎧
⎪ − + +⎨
⎪ = + +⎩

O O T
B N

Z T B N
 (9) 

1.4  平底刀相对于设计曲面的位置和姿态 

如图 5 所示, 在平底刀上建立刀具固联坐标架 

 

图 4  圆环刀加工自由曲面的位置与姿态 

 

图 5  平底刀加工自由曲面的位置与姿态 

{ }; , ,t t t tO X Y Z , 其中 tO 为端圆的圆心, tX 为 tO 到刀

触点 O 的径向单位矢量. 刀具前倾角λ为刀尖轨迹圆

平面与刀触点处设计曲面的切平面之间的夹角, 侧

倾角 π 2,ω β= −  其中β 为刀触点处平底刀端圆切

方向 S与刀具进给方向 T之间的有向夹角. 设平底刀

端圆半径为 R, 刀具坐标架原点的位置为 

 .t tR= −O O X  (10) 

由(3)和(10)式知, 给定曲面上的刀触点O和刀具

前倾角λ、侧倾角ω, 可确定平底刀在局部坐标架中表

示的刀位 

 ,
.

cos cos

sin cos sin

cos sin sin sin cos

t

t

R

R R

ω λ
ω λ λ

ω λ ω λ λ

= −⎧
⎪ − +⎨
⎪ = + +⎩

O O T
B N

Z T B N
 (11) 

1.5  圆柱刀相对于设计曲面的位置和姿态 

如图 6 所示, 在圆柱刀上建立刀具固联坐标架
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{ }; , , ,t t t tO X Y Z  其中 tO 为端圆的圆心. 对于圆柱刀, 

由(5)式知其前倾角λ为常数π/2, 因此无法由(6)式求

出刀具中心点的位置. 刀具可以沿其轴线移动, 参考

中心点的位置是移动距离的函数. 由于圆柱刀的半

径沿其轴线是恒定的, 因此刀具(中心点)沿轴线的移

动对刀具曲面和设计曲面间的接触状态无影响. 为

简化计算, 可将(7)式中的 a设置为柱刀半径R, b设置

为常数 b0. 因此给定曲面上的刀触点 O 和刀具侧倾

角ω, 可确定圆柱刀在局部坐标架中表示的刀位 

 
,

.
0 0cos sin

cos sin
t

t

b b Rω ω
ω ω

= − − +⎧
⎨ = +⎩

O O T B N
Z T B

 (12) 

1.6  圆锥刀相对于设计曲面的位置和姿态 

如图 7(a)所示, 在圆锥刀上建立刀具固联坐标架

{ }; , ,t t t tO X Y Z , 其中 tO 为端圆的圆心. 设圆锥刀的

端圆半径为R, 半锥角为ϕ. 圆锥刀与圆柱刀类似, 其

前倾角λ为常数π/2−ϕ. 刀具可以沿其轴线移动, 参考

中心点的位置是移动距离的函数. 参考图 7(b), 可得 

 
2

2

sin
,

coscos

tan .
cos

h R
a

h
b R

ϕ
ϕϕ

ϕ
ϕ

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ = +
⎪⎩

 (13) 

 
因此给定曲面上的刀触点 O 和刀具侧倾角ω、刀

具上刀触点的高度 h, 可确定圆锥刀在局部坐标架中

表示的刀位 

 ,
.

( ) cos cos

( )sin cos ( ( ) ( )sin )

cos cos sin cos sin

t

t

b h

b h a h b h

ω ϕ
ω ϕ ϕ

ω ϕ ω ϕ ϕ

= −⎧
⎪ − + +⎨
⎪ = + +⎩

O O T
B N
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 (14) 

 

 

图 6  圆柱刀加工自由曲面的位置与姿态 

 

图 7  圆锥刀加工自由曲面的位置与姿态 

在实际应用中, 由于锥刀移动不能超出待加工

曲面的空间范围, 同时考虑到全局干涉的影响, 刀具

的移动范围(即 h 值的变化范围)有很大的限制.  

2  三阶切触加工自由曲面的刀位规划 

2.1  一般回转刀具三阶切触法加工自由曲面的刀
位优化模型 

记刀具曲面为 (0)r , 刀具包络曲面为 (1)r , 设计曲

面为 (2)r , 刀触点为O, O点处的进给方向为T, O点处

刀具包络面特征线的切方向为 S 与进给方向 T 之间

的有向角为β. 由 1.1 和 1.2 节的讨论知刀具的位置和

姿态由前倾角λ和侧倾角ω决定, 且三阶切触刀位规

划可以表述为如下约束优化问题 

P1.  

(0) (2)

( , )

3( , )

(0) (2)

( , )

( )
min ( , ) ,

sin ( , )

s.t.       ( ) 0.

n n

n n

c β λ ω

λ ω

β λ ω

κ κ
λ ω

β λ ω

κ κ

−
=

− =
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其中等式约束表示二阶切触条件, 若该问题无可行

解, 可通过求解如下无约束优化问题得到近似的二

阶切触刀位 

P2.      

(0) (2)

( , )

2( , )

( )
min ( , ) .

sin ( , )

n n
d β λ ω

λ ω

κ κ
λ ω

β λ ω

−
=  

2.2  平底刀三阶切触法加工自由曲面的刀位优化
模型 

平底刀的刀具包络面为刀尖轨迹圆空间运动生

成的圆纹面, 其三阶局部重建模型不同于一般的回

转面刀具. 平底刀的三阶切触刀位规划可以表述为

如下约束优化问题 

P3.  

(2) (2)

π /2 π /2
3 3( , )

(2)

π /2

3 cos
min ( , ) ,

cos cos

sin
s.t.       .

g n

n

c
R

R

ω ω

λ ω

ω

τ λ κ
λ ω

ω ω

λκ

+ +

+

= +

=

 

给定侧倾角ω, 由约束条件可以直接求出对应的前倾

角λ. 同样, 若不存在可行解, 可通过求解如下无约

束优化问题得到近似的二阶切触刀位 

P4.  
(2)

π /2
2 2( , )

sin
min ( , ) .

cos cos

n
d

R
ω

λ ω

κλλ ω
ω ω

+= −  

2.3  圆柱刀切触法加工自由曲面的刀位优化模型 

对于圆柱刀, 在刀位优化时只能调整侧倾角ω, 

通过求解如下无约束优化问题得到近似的二阶切触

刀位 

P5.  

(0) (2)

( )

2

( )
min ( ) .

sin ( )

n n
d β ω

ω

κ κ
ω

β ω

−
=  

2.4  圆锥刀切触法加工自由曲面的刀位优化模型 

对于圆锥刀, 在刀位优化时可以调整侧倾角ω和
轴向位移 h, 通过求解如下约束优化问题得到近似的

三阶切触刀位 

P6.  

(0) (2)

( , )

3( , )

(0) (2)

( , )

( )
min ( , ) ,

sin ( , )

s.t.       ( ) 0.

n n h

h

n n h

c h
h
β ω

ω

β ω

κ κ
ω

β ω

κ κ

−
=

− =

 

若该问题无可行解, 可通过求解如下无约束优化问

题得到近似的二阶切触刀位 

P7.  

(0) (2)

( , )

2( , )

( )
min ( , ) .

sin ( , )

n n h

h
d h

h
β ω

ω

κ κ
ω

β ω

−
=  

2.5  一般回转刀具三阶切触法加工自由曲面的刀
位规划算法 

上述优化问题 P1~P7 表达式很复杂, 直接应用

数值优化算法求解比较困难. 以优化问题 P1 为例, 

我们提出如下半离散搜索算法, 其原理也适用于其

它的优化问题.  

输入.  设计曲面 (2)r 及其上的刀触点 O 和进给

方向 T, 刀具坐标系中表示的回转刀具曲面 (0)r .  

输出 .  刀触点 O 处的近似三阶切触刀位

( , )opt optλ ω .  

步骤. 

i) 计算刀触点 O 处 (2)r 沿 T 方向的法曲率 (2)
nκ T 和

测地挠率 (2) .gτ T  

ii) 固定刀具的前倾角 iλ λ= , 对每一给定的侧

倾角ω可确定刀具的位置和姿态, 计算 (0)r 沿 T 方向

的法曲率 (0)
nκ T 和测地挠率 (0) ,gτ T  由参考文献[15]中的

(40)式计算特征线切方向 S 及其与进给方向 T 的夹角

β, 并进一步得到 (0) (2)( ) .n n β
κ κ−  用数值法搜索得到满

足二阶切触条件 (0) (2)( ) 0n n β
κ κ− = 的刀具侧倾角 iω 以

及相应的切方向 Si 与 T 间的夹角 .iβ  

iii) 计算在摆角参数 ( , )i iλ ω 确定的刀位下 (0)r 和

(2)r 沿 iβ 角方向的法曲率导数 (0)
nκ 和 (2)

nκ , 以及相应

的目标函数 ( , )i ic λ ω .  

iv) 令刀具前倾角λ取不同值 , 1, ,i i nλ = , 重复

上述步骤 ii和 iii, 得到一系列满足二阶切触条件的刀

具 摆 角 组 合 ( , )i iλ ω 及 相 应 的 目 标 函 数 值

( , ), 1, ,i ic i nλ ω = .  

v) 取使目标函数取得最小值的摆角参数 opt( ,λ  

opt )ω 作为近似的三阶切触刀位.  

在第  v) 步中, 可以将不满足几何学和运动学约

束的二阶切触刀位排除在外[16], 仅在满足要求的二

阶切触刀位中筛选出近似的三阶切触刀位.  
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3  仿真算例 

例 1.  以圆环刀加工螺旋面为例来验证三阶切

触法的正确性和有效性. 该螺旋面的参数方程为 

cos sin

( , ) .
sin cos

a u
u v a u v

a u

u v
a u

u v a u v
a u

pv

⎡ ⎤⎛ ⎞+⎢ ⎥− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎛ ⎞+

+ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟−⎢ ⎥⎝ ⎠
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

S  

 6 8u− ≤ ≤ ,  0 1.v≤ ≤  (15) 

螺旋面参数的取值为 a=10, p=100. 选定由 u=−2

指定的参数线作为刀触点曲线, 参数 u=−2, v=0.5 指

定的点为感兴趣的刀触点, 设计曲面及其上的刀触

点轨迹线和刀触点如图 8 所示.  

圆环刀的环心圆半径为 10 mm, 圆角半径为 2.5 

mm. 刀位优化计算结果如图 9 所示, 其中上图为满

足二阶切触条件的所有刀位, 下图为不同刀位下的

目标函数值(未取绝对值). 图中选定的两组刀具摆角

值分别对应于目标函数值为 0 和−0.016 的刀位. 显然

三阶切触刀位是使目标函数值为零的刀位, 即摆角

值(46.30°, −35.46°)所确定的刀位. 如果在该刀位下

会发生全局干涉, 则可在上图中将发生全局干涉, 以

及不满足机床运动学约束和刀具路径光顺性约束的

刀位点去除, 在剩余的可行刀位点中选取使目标函

数取得最小值的那一个作为近似的三阶切触刀位.  

如图 10 所示, 曲线(1)为与进给方向垂直的法截 

 

图 8  螺旋面及其上的刀触点轨迹线 

面与设计曲面的交线, 曲线(2)、(3)为由图 9 所示的两

个刀位重建的刀具包络曲面与该法截面的交线, 曲

线(4)为 5.5 mmR = 的球头刀具包络曲面与该法截面

的交线(当采用球头铣刀加工该螺旋面时, 为了避免

局部干涉, 刀具半径被限制为<5.77). 限定加工误差

δ 为 0.005, 0.01 时, 上述三种加工方式的加工带宽如

表 1 所示. 可以看出三阶切触加工实现了刀具包络曲

面与设计曲面的局部最佳逼近, 即使与二阶切触加

工相比也显著提高了加工效率.  

表 1  加工带宽比较 

 球头刀 
(R=5.5 mm) 

环刀二阶密切 
(λ=25°) 

环刀三阶密切 

δ=0.005 0.69 2.48 5.28 

δ=0.01 0.98 3.12 6.14 

 

 

图 9  满足二阶切触条件的所有刀位及其对应的目标函

数值 

 

图 10  垂直于进给方向的法截面与设计曲面和刀具包络曲

面的交线 
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例 2.  下面给出圆锥刀三阶切触法侧铣加工自

由曲面的算例. 该例子取自文献[14], 设计曲面的参

数方程为 

[ ]T

( , ) ( , ) 5 ( , ),

, [20,60], [0,1],

( , ) 0.974 cos 0.974 sin 11 0.224 .

u v

u v

u v u v u v

u v

u v u v u v v u

⎧ = +⎪
⎪ ×⎪ = ∈ ∈⎨ ×⎪
⎪

= +⎪⎩

S r n
r r

n
r r

r

 

(16) 

选定由 u=35 指定的参数线作为刀触点轨迹线, 参数

u=35, v=0.5 指定的点为感兴趣的刀触点, 设计曲面

及其上的刀触点轨迹线和刀触点如图 11 所示.  

选用的圆锥刀参数为: 底圆半径 R=10 mm, 高度

H= 40 mm, 半锥角ϕ=11.31°. 刀位优化计算结果如图 12 

 
 

 

图 11  设计曲面及其上的刀触点轨迹线 

 

图 12  满足二阶切触条件的所有刀位及其对应的目标函

数值 

所示, 三阶切触刀位是由轴向位移 12.44 mm, 侧倾

角 85.31°确定的刀位. 文献[14]中采用的是由轴向位

移 24 mm, 侧倾角 85.855°确定的二阶切触刀位.  

4  结论 

基于单个刀位下刀具包络曲面的三阶近似模型, 

提出了非球头刀宽行五轴数控加工自由曲面的刀位

规划新方法. 该方法通过优化刀具的前倾角和侧倾

角使得在刀触点处刀具包络曲面与设计曲面达到三

阶切触, 适用于任意的回转刀具, 并且可以自然地处

理无干涉约束、机床工作空间约束以及刀具路径光顺

性约束, 应用于较平坦的敞口曲面的五轴数控加工, 

可以显著增大加工带宽, 提高加工效率.  

致谢 作者就有关几何学模型与宫虎博士进行过有益的探讨, 博士生郑刚为仿真算例编写了程序, 在此表示感谢.  
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