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1 ��

�������������	�������, ����������������

��
����������������������. ��	��	�,�������

���
���������������. ��
�����	
�	�������

	�����
� [1]. ��, �	����������������	��������

��	������ [2, 3]. ��, ����
��
�����. ����
������

�, �������������, �������������	� [4], �������

����.

��, 
��������������������. ����� K ⊂ V ���


��, ��
�� x, s ∈ int(K) (K ���), ����������� A, 
� A(x) = s �

A(K) = K, �� V ���
�����������
. ��	
, ���� (�n
+)���

� (Ln
+)�
������� (Sn

+) 
�
�����. ��, 
������������

���������, ��������� (� �n
+ 	�����)�����������

���������������.
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�������
������������������

��������� [5−10], ���
���	���������������, 


�����������	��
������ [11−15]. ��, ���������	�	


������ [16] �
������ [17, 18], 	�

���������������

�� [19, 20]. 
���: �	����������	
�	�������	�����


�. ������������	
��
	��
�������


����	
������. 	 V ���
��� 〈·, ·〉 � n ����
, K ⊂ V �

��
��. ��������
 V × V → V , 
� “◦”,
�
�	� x, y, z ∈ V �

x ◦ y = y ◦ x; 〈x ◦ y, z〉 = 〈x, y ◦ z〉; LxLx2 = Lx2Lx,

�� x2 := x ◦ x, Lx : V → V ������	, �
� Lxy := x ◦ y, ∀y ∈ V , 	 (V, ◦, 〈·, ·〉)
������ Jordon ��. �� {x2 : x ∈ V } ���� Jordon �� (V, ◦, 〈·, ·〉) ����.

����: ����
��	��	������ Jordon������. ��, ��
��

���������: �	 x, s ∈ V , 
�

x � 0, s = F (x) � 0, x ◦ s = 0, (1.1)

��� � �	 K ⊂ V (K ����� Jordon �� (V, ◦, 〈·, ·〉) ����) ���, �: x � 0

�� x ∈ K (���, x � 0 �� x ∈ int(K)), F : V → V ��������. 	�
���

�� SCCP. 

��� u, v ∈ V � 〈u − v, F (u) − F (v)〉 � 0 �
, 	��� F ����.


 F ����, 	� (1.1) ������
������.


������	 SCCP(1.1)�����. �������, �����������

	�. 	��������	�����������:

�� 1.1 SCCP(1.1) �	���.

	����: ��	��	�, �����	� (1.1) ��������	.

2 ����

������ Jordon����
��. �	
��
����� [21].

�� V ����

, �: �����
	 e ∈ V , 
�
��� x ∈ V 
� x ◦ e =

e ◦ x = x �
. 
	 c ∈ V ����
, �� c ◦ c = c. ��
 c ��
��, ������

����		��������
��. 
�	 x ∈ V , � m(x) �
� {e, x, . . . , xm(x)} �
�����
���. �
 V ��� Rank(V ) := max{m(x) : x ∈ V }. �� Rank(V ) = r;


 I := {1, . . . , r}. �����
��� {c1, . . . , ck} ��
������, ��
�	

i, j ∈ {1, . . . , k} � i 
= j 
� ci ◦ cj = 0 �
∑k

i=1 ci = e �
. ����
������

{c1, . . . , cr} ��� Jordon�, ������
	�
��.

�� 2.1 (��	��, �� I[21, �� III.1.1]) 
 x ∈ V , ������������

λ1(x), λ2(x), . . . , λk(x) �����
������ {c1, . . . , ck}, 
� x = λ1(x)c1 + · · · +

λk(x)ck.

�� 2.2 (��	��,�� II[21, �� III.1.2]) 	 (V, ◦, 〈·, ·〉)��� Rank(V ) = r ��

� Jordon ��. 	
�	� x ∈ V , �� Jordon � {c1, . . . , cr} ��� λ1(x), . . . , λr(x), 


� x =
∑r

i=1 λi(x)ci. �� λ1(x), . . ., λr(x) (�������) 	 x ����.

�� λi(x)(i ∈ I) �� x ������, ��� x ����� [6]. �
 Tr(x) :=

2
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∑r
i=1 λi(x), �� Tr(x) �� x ��. ��� 2.2 �


 x ∈ V , x �����	 x ���

��, �� x �	���� Jordon�.


 x2 = y � x � 0, 	 x ��	� y1/2. �
	 x ∈ V ����, ��
�� k <

∞ ��� γi �� y =
∑k

i=0 γix
i, 
� y ◦ x = e, 
 x ��� x−1. 	� x ∈ V 
�

x =
∑r

i=1 λi(x)ci, �� {c1, . . . , cr} ��� Jordon �, λ1(x), . . . , λr(x) � x ����, 	

x2 =
∑r

i=1 λ2
i (x)ci. 

��� i ∈ I � λi(x) � 0 �
, 	 x1/2 =

∑r
i=1 λ

1/2
i (x)ci; ����


��� i ∈ I 
� λi(x) > 0�
, 
� x ����� x−1 =
∑r

i=1 λ−1
i (x)ci. ���, ��

���� g 	� Jordon ���
	����	�
, ����� Jordon ��	��
 G,

�: G(x) :=
∑r

i=1 g(λi(x))ci, �� x ∈ V 
���	 x =
∑r

i=1 λi(x)ci.


�	� x, y ∈ V , �
 x � y ���� 〈x, y〉 := Tr(x ◦ y), 	� V 	 x �	����

�	�� ‖x‖ :=
√〈x, x〉 =

√
Tr(x2) =

√∑r
i=1 λ2

i (x). ������
���, 	����

����.

�� 2.3 (i) 
�	� u, v ∈ V , 
 u � 0, v � 0, 	 〈u, v〉 � 0.

(ii) ���� {uk} ⊂ V , �	 k → ∞ � ‖uk‖ → ∞. 	 û ��� {uk/‖uk‖} ����
�, 	 ‖û‖ = 1. ���, ��
�� k � uk � 0 �
, 
� û � 0.

(iii) 
 u, v ∈ V , 
 u � 0, v � 0, � 〈u, v〉 = 0, 	 v = 0.

��	 SCCP �����������, ������	����

���.

�� 2.4 F0 := {(x, s) ∈ V × V : x � 0, s = F (x) � 0} 
= ∅.
���������	 2.4 �
�����	 1.1 ��.

�� 2.5 �� F �����������	 2.4 �
, 	 (1.1) ��	����
.

�� 	
 (1.1) ��	�����	�� [22, �� 4.1] ��, ������� (1.1)

��	� S ��
�. �	 S ��
�, 	���� {(xk, sk)} ⊂ S, �	 k → ∞ �

‖(xk, sk)‖ → ∞, 	������	�. ��
��� k �

xk � 0, sk = F (xk) � 0, xk ◦ F (xk) = 0. (2.1)

� (x0, s0) ∈ F0, 	

x0 � 0, s0 = F (x0) � 0. (2.2)

	
 F ����, ��
�	� k 
� 〈x0 − xk, F (x0) − F (xk)〉 � 0 �
. �� (2.1) �

(2.2) �����: 
��� k �

〈x0, sk〉 + 〈xk, s0〉 � 〈x0, s0〉. (2.3)

	�� 2.3(i) 	�
�

〈x0, sk〉 � 0, 〈xk, s0〉 � 0, 〈x0, s0〉 � 0. (2.4)

	
	 k → ∞ � ‖(xk, sk)‖ → ∞, �� {‖xk‖} � {‖sk‖} ����������
�. �


�� {‖xk‖} ��
�. �������	��, 	�
���� limk→∞ xk

‖xk‖ = x̄. ��,

	�� 2.3(ii) �
 x̄ � 0 � ‖x̄‖ = 1. 	���, 	 (2.3) � (2.4) �����
��� k �〈
xk

‖xk‖ , s0

〉
=

〈xk, s0〉
‖xk‖ � 〈x0, s0〉

‖xk‖ ,

� 〈x̄, s0〉 � 0, ��� 〈x̄, s0〉 = 0. 	�� 2.3(iii) ����� x̄ = 0, ���� ‖x̄‖ = 1 	�,

������.
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	�
�: ���	
�������
������������������

3 ����


�
������:

φ(μ, x, s) = x + s −
√

(x − s)2 + 4μe, ∀(μ, x, s) ∈ �+ × V × V. (3.1)

��������� φ � �++ × V × V 	����
�.

�� 3.1. 	 x, s, u, v ∈ V, μ > 0, h ∈ �, �� φ 	 (3.1) ��
.

(i) �� (x − s)2 ���	�

(x − s)2 =
r∑

i=1

λici, (3.2)

�� {c1, . . . , cr} ��� Jordon�, �� λ1, . . . , λr (�����) 	 (x − s)2 ����, 	

Dμφ(μ, x, s)h = −
r∑

i=1

2h√
λi + 4μ

ci

� Dμφ(·, ·, ·) � �++ × V × V 	��.

(ii) 
 c :=
√

(x − s)2 + 4μe, 	

Dxφ(μ, x, s)u = u − L−1
c [(x − s) ◦ u]; Dsφ(μ, x, s)v = v − L−1

c [(x − s) ◦ (−v)],

	� Dxφ(·, ·, ·) � Dsφ(·, ·, ·) � �++ × V × V 	��.

�� 	 φ ��
�

φ(μ + th, x, s) − φ(μ, x, s) =
√

(x − s)2 + 4μe −
√

(x − s)2 + 4(μ + th)e.

	 (3.2) ��
∑r

i=1 ci = e, ����

(x − s)2 + 4μe =
r∑

i=1

(λi + 4μ)ci;

(x − s)2 + 4(μ + th)e =
r∑

i=1

(λi + 4μ + 4th)ci.

	
 (x − s)2 � 0, ��
��� i ∈ I 
� λi � 0 �
, ��,√
(x − s)2 + 4μe =

r∑
i=1

√
λi + 4μci;

√
(x − s)2 + 4(μ + th)e =

r∑
i=1

√
λi + 4μ + 4thci.

��,

lim
t→0

φ(μ + th, x, s) − φ(μ, x, s)
t

= lim
t→0

√
(x − s)2 + 4μe − √

(x − s)2 + 4(μ + th)e
t

= lim
t→0

∑r
i=1[

√
λi + 4μ −√

λi + 4μ + 4th]ci

t

=
r∑

i=1

lim
t→0

(λi + 4μ) − (λi + 4μ + 4th)
t[
√

λi + 4μ +
√

λi + 4μ + 4th]
ci

= −
r∑

i=1

2h√
λi + 4μ

ci.

��
�� φ(·, x, s) 
�� μ��
�� Dμφ(μ, x, s)h = −∑r
i=1

2h√
λi+4μ

ci. �	����,


��� Dμφ(·, ·, ·) ����. �������� (i). 	���, �� (ii) ����
��

[16,�� 1 � 2] ����, 	���


�. ���������.
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������
� SCCP (1.1) ��� φ �
� (���� [6, �� 6 � 7]).

�� 3.2 	 x, s ∈ V, μ ∈ �++, �� φ 	 (3.1) ��
. 	,

(i) x � 0, s � 0, x ◦ s = 0 	��	 x � 0, s � 0, 〈x, s〉 = 0;

(ii) φ(0, x, s) = 0 	��	 x � 0, s � 0, x ◦ s = 0;

(iii) φ(μ, x, s) = 0 	��	 x � 0, s � 0, x ◦ s = μe.

���, �	��������, x � s 
��	����.

�
�� H : � × V × V → �× V × V ��:

H(μ, x, s) :=

⎛
⎜⎜⎜⎝

μ

s − F (x)

φ(μ, x, s) + μx

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (3.3)

��, ��� 3.2 ����: H(μ, x, s) = 0 	��	 μ = 0 	� (x, s) � (1.1) ��	. �

�� 3.1 ��
���: 
�	� (μ, x, s) ∈ �++ × V × V , 
 F ����
�, 	�� H

�����
�. ��, ������ Newton������������	 H(μ, x, s) = 0,

	�
� H(μ, x, s) → 0, ���� (1.1) ����	.

�������	 (1.1) ������, 	�
���������. 	�� E ���


�	, J �����������, �: J := {0, 1, 2, . . .}. 
�	 (μ, x, s), (μk, xk, sk) ∈
�+ × V × V , 	�
�
�
� z := (μ, x, s) � zk := (μk, xk, sk).

�� 3.3 (������) �� 0. �� δ, σ ∈ (0, 1), μ0 > 0, x0, s0 ∈ V . � z0 :=

(μ0, x
0, s0). �� β > 1,
� ‖H(z0)‖ � βμ0. �� p := (1, 0, 0) ∈ �× V × V , C0 := ‖H(z0)‖

� Q0 := 1. �� ηmin � ηmax 
� 0 � ηmin � ηmax < 1. � k := 0.

�� 1. �� ‖H(zk)‖ = 0, 	��.

�� 2. 	����	�� �zk := (�μk,�xk,�sk) ∈ � × V × V ,

DH(zk) � zk = −H(zk) + (1/β)Ckp, (3.4)

��

DH(zk) � zk =

⎛
⎜⎜⎜⎝

�μk

�sk − DF (xk) � xk

(Dμφ(zk) + xk) � μk + (Dxφ(zk) + μkE) � xk + Dsφ(zk) � sk

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (3.5)

�� 3. � αk � 1, δ, δ2, . . . �
����
����:

‖H(zk + αk � zk)‖ � [1 − σ(1 − 1/β)αk]Ck. (3.6)

�� 4. � zk+1 := zk + αk � zk. � ηk ∈ [ηmin, ηmax]. � Qk+1 := ηkQk + 1, Ck+1 :=

(ηkQkCk + ‖H(zk+1)‖)/Qk+1 � k := k + 1. �
�� 1.

��� 3.3�,���	 Zhang� Hager[23]���������. 
���: Ck+1 � Ck

� ‖H(zk+1)‖������. 	
 C0 = ‖H(z0)‖,�� Ck � ‖H(z0)‖, ‖H(z1)‖, . . . , ‖H(zk)‖
������. ηk ���������������.���,�� ηk = 0 
��� k 
�


, 
����������	�� Armijo �����. 	���� 3.3 �������


��
�������.

� 3.4 	 {Ck} � {zk = (μk, xk, sk)} �	�� 3.3 	����. ������
:

5



	�
�: ���	
�������
������������������

(i) �� {Ck} ������.

��	, � (3.6) �� Ck+1 � Qk+1 ��
����: 
��� k ∈ J �

Ck+1 �
ηkQkCk + Ck − σ(1 − 1

β )αkCk

Qk+1
= Ck − σ(1 − 1

β )αk

Qk+1
Ck � Ck, (3.7)

����������.

(ii) 
��� k ∈ J 
� ‖H(zk)‖ � Ck �
.

��	, 	 k = 0 �������
�; ����
 k = l ��
, 	�������


k = l + 1 ��
. �	�

‖H(zl+1)‖= Ql+1Cl+1 − ηlQlCl � Ql+1Cl+1 − ηlQlCl+1

= (Ql+1 − ηlQl)Cl+1 = Cl+1,

��� 1 ����	 Cl+1 ��
���; ����		���� (i) ���;������

�	 Ql+1 ��
���, ����������.

(iii) 
��� k ∈ J 
� Ck � βμk �
.

��	, �
�����
� C0 = ‖H(z0)‖ � βμ0. ��
�� l ∈ J � Cl � βμl �


, 	

μl+1 − (1/β)Cl+1 = (1 − αl)μl + αl(1/β)Cl − (1/β)Cl+1

� (1/β)(Cl − Cl+1),

�����	 (3.4) ��� 1 ���� μl+1 = μl + αl � μl ��, ���	 μl � (1/β)Cl �

�. ��, ��	���� (i), 
��������.

(iv) 
��� k ∈ J 
� μk > 0 �
, 	��� {μk} ������.

��	,	 (3.4)��� 1���
���� 1���,	���� 2���.�� (3.4)

��� 1 �����	�� (iii) ����: 
��� k ∈ J �
μk+1 = (1 − αk)μk + αk(1/β)Ck � (1 − αk)μk + αkμk = μk,

��
���� {μk} ������.

(v) ��� (3.6) �����.

��	, ��
 R(zk) := H(zk + α � zk) − H(zk) − αDH(zk) � zk, 
�	 (3.4) ��

‖H(zk + α � zk)‖ = ‖R(zk) + H(zk) + αDH(zk) � zk‖
� ‖R(zk)‖ + [1 − α(1 − 1/β)]‖H(zk)‖
� ‖R(zk)‖ + [1 − α(1 − 1/β)]Ck, (3.8)

����������	
�	�� (ii). 	

�	� z ∈ � × V × V � μ > 0, ��

H ����
�, ��	�� R ��
��	�� (iv) ����: 
��� k ∈ J 
�
‖R(zk)‖ = o(α) �
. �� (3.8) �����������.

���� Newton �����	�, 	�������� (���� [10, �� 2.6(vi)]).

�� 3.5 
�	� a, b, u, v ∈ V ,�� a � 0, b � 0, a◦b � 0, 〈u, v〉 � 0,� a◦u+b◦v = 0

�
, 	 u = v = 0.


��� Newton �� (3.4) ��	�.

6
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�� 3.6 �	�� H 	 (3.3) �
. 	
�	� (μ, x, s) ∈ �++ × V × V , 	 (3.5) �

	��� H � Jacobi ����.

�� �	

DH(μ, x, s)(�μ,�x,�s) = 0, (3.9)

	���� (�μ,�x,�s) = 0. � (3.5) � (3.9) �����

� μ = 0,

− DF (x) � x + �s = 0, (3.10)

Dμφ(z) � μ + x � μ + Dxφ(z) � x + μ � x + Dsφ(z) � s = 0.

	
�� F ����, ��
��� u ∈ V 
� 〈u, DF (x)u〉 � 0 �
, ��, � (3.10) �

�� 2 �����

〈�x,�s〉 = 〈�x, DF (x) � x〉 � 0. (3.11)

���� 3.1,	 (3.10)��� 1�� 3�����Dμφ(z)�μ+x�μ = 0� (1+μ)�x+�s−
L−1

c ((x − s) ◦ (�x −�s)) = 0,�� c :=
√

(x − s)2 + 4μe. ��, Lc ((1 + μ) � x + �s)−(x−
s) ◦ (�x −�s) = 0, ��

((1 + μ)c − (x − s)) ◦ �x + (c + (x − s)) ◦ �s = 0. (3.12)

� c ��

���

(1 + μ)c − (x − s) � 0, c + (x − s) � 0, (3.13)

�

((1 + μ)c − (x − s)) ◦ (c + (x − s)) = μc ◦ (c + (x − s)) + (c − (x − s)) ◦ (c + (x − s))

= μc ◦ (c + (x − s)) + 4μe. (3.14)

� x − s =
∑r

i=1 λici � x − s ���	, 	

c =
r∑

i=1

√
λ2

i + 4μci, c + (x − s) =
r∑

i=1

(√
λ2

i + 4μ + λi

)
ci,

��,

c ◦ (c + (x − s)) =
r∑

i=1

[√
λ2

i + 4μ
(√

λ2
i + 4μ + λi

)]
ci � 0.

��, (3.14) ���

((1 + μ)c − (x − s)) ◦ (c + (x − s)) = μc ◦ (c + (x − s)) + 4μe � 4μe � 0. (3.15)

�� (3.11)–(3.13)� (3.15) ����� 3.5, ��� �x = 0 � �s = 0, ��, ����.

��� 3.4(iv) � (v) ��� 3.6, 	����� 3.3 ����.

4 �����


����� 3.3 ������.

�� 4.1 
�	� (μ, a, b, c) ∈ � × V × V × V , �� μ ∈ �++, 
�

φ(μ, a, b) = c ⇐⇒ a − 1
2
c � 0, b − 1

2
c � 0,

(
a − 1

2
c

)
◦

(
b − 1

2
c

)
= μe.
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�� 	 φ(μ, a, b) = c 	��	(
a − 1

2
c

)
+

(
b − 1

2
c

)
−

√[(
a − 1

2
c

)
−

(
b − 1

2
c

)]2

+ 4μe = 0,

� φ(μ, a − 1
2c, b − 1

2c) = 0. ��, 	�� 3.2(iii) ���� φ(μ, a − 1
2c, b − 1

2c) = 0 	��	

a − 1
2c � 0, b − 1

2c � 0 � (a − 1
2c) ◦ (b − 1

2c) = μe, �����
.

�� 4.2 �� F ������
�����, �� {zk} �	�� 3.3 	��. ��

�	 1.1 �
, 	�� {zk} ��
�.

�� 	
�	 1.1 �
, ���� SCCP ���	, 
� (x∗, s∗) ∈ V × V , 
�

x∗ � 0, s∗ = F (x∗) � 0, 〈x∗, s∗〉 = 0. (4.1)

	�������� 3 ��:

� 1 ��. ���� {μk} ��
�. ����
����� {μk} ��������
����	�� (��� 3.4(iv)).

� 2 ��. ���� {xk} ��
�. �	�� {xk} ��
�, 	����	�. 	�

�������� {(uk, vk)}:
uk :=

1
μk

(sk − F (xk)), vk :=
1
μk

(φ(zk) + μkxk), ∀ k ∈ J . (4.2)

�� 3.4(ii) � (iii) ����: 
��� k ∈ J 
� ‖H(zk)‖ � Ck � βμk �
, ����

max{‖uk‖, ‖vk‖} �
√

β2 − 1, ��, �� {uk} � {vk} ����
�.


�	�������	���� {(x̂k, ŝk)}:
x̂k := xk +

1
2
μkxk − 1

2
μkvk, ŝk := sk +

1
2
μkxk − 1

2
μkvk, ∀ k ∈ J . (4.3)

		�� 4.1 � (4.2) �� vk ��
�

x̂k � 0, ŝk � 0, x̂k ◦ ŝk = μke, ∀ k ∈ J . (4.4)

��, � (4.1) � (4.4) �����

rμk = Tr(μke) = 〈x̂k, ŝk〉 � 〈x̂k, ŝk〉 − 〈x∗, ŝk〉 − 〈x̂k, s∗〉 = 〈x̂k − x∗, ŝk − s∗〉,
��,

rμk � 〈xk − x∗, sk − s∗〉 +
〈

xk − x∗,
1
2
μkxk − 1

2
μkvk

〉

+
〈

1
2
μkxk − 1

2
μkvk, sk − s∗

〉
+

〈
1
2
μkxk − 1

2
μkvk,

1
2
μkxk − 1

2
μkvk

〉
(	 (4.3) � x̂k, ŝk��
)

= 〈xk − x∗, F (xk) − F (x∗) + μkuk〉 +
〈

xk − x∗,
1
2
μkxk − 1

2
μkvk

〉

+
〈

1
2
μkxk − 1

2
μkvk, F (xk) − F (x∗) + μkuk

〉
+

〈
1
2
μkxk − 1

2
μkvk,

1
2
μkxk − 1

2
μkvk

〉
(	 (4.2) �uk��
)

= 〈xk − x∗, F (xk) − F (x∗)〉 + 〈xk − x∗, μkuk〉 +
〈

xk − x∗,
1
2
μkxk − 1

2
μkvk

〉

+
1
2
μk〈xk − vk, F (xk) − F (vk)〉 +

〈
1
2
μkxk − 1

2
μkvk, F (vk) − F (x∗) + μkuk

〉
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+
〈

1
2
μkxk − 1

2
μkvk,

1
2
μkxk − 1

2
μkvk

〉

� μk〈xk − x∗, uk〉 + μk

〈
xk − x∗,

1
2
xk − 1

2
vk

〉

+ μk

〈
1
2
xk − 1

2
vk, F (vk) − F (x∗) + μkuk

〉
+ μ2

k

〈
1
2
xk − 1

2
vk,

1
2
xk − 1

2
vk

〉
(	 F ����� μk > 0
�	� k ∈ J
�
)

= μk

{(
1
2

+
1
4
μk

)
‖xk‖2 + g(μk, xk, uk, vk)

}
, (4.5)

���� g �
��:

g(μk, xk, uk, vk) :=〈xk − x∗, uk〉 +
〈

xk,−1
2
vk

〉
+

〈
− x∗,

1
2
xk

〉
+

〈
x∗,

1
2
vk

〉

+
〈

1
2
xk − 1

2
vk, F (vk) − F (x∗) + μkuk

〉

+ μk

〈
1
2
xk,−1

2
vk

〉
+ μk

〈
− 1

2
vk,

1
2
xk

〉
+ μk

〈
1
2
vk,

1
2
vk

〉
. (4.6)

���, (4.5) ��� (
1
2

+
1
4
μk

)
‖xk‖2 + g(μk, xk, uk, vk) � r. (4.7)

	
�� {(μk, uk, vk)}��
�, �� μk > 0
��� k ∈ J �
,	 (4.6)��	 k → ∞
� ‖xk‖ → ∞, ������ { g(μk,xk,uk,vk)

‖xk‖ } ��
�. ��	 ‖xk‖ → ∞ �, (4.7) ��


���		
 ∞, ��� (4.7) �	�. ��, �� {xk} ��
�.

� 3 ��. ���� {sk}��
�. 	
�� {xk}��
�, ��	�� F ����

���� {F (xk)} ��
�. ���� {(μk, uk)} ��
��� sk = F (xk) + μkuk ���

��� {sk} ��
�.

��� 1–3 ��, �����.


�	�	��� 3.3 ����.

�� 4.3 �� F ������
�����, �� {zk} �	�� 3.3 	��. ��

�	 1.1 �
, 
��� {zk} ��
�	��� {(xk, sk)} ��	��� SCCP ���	.

�� 	�� 4.2 �����
�� {zk} ��
�, ����������� 2 ��

�. ��, ����� limk→∞ ‖H(zk)‖ = 0 (��������	��), ��������

�
, 
�	����������������������.

�� 3.4 (i)–(iv), ����

0 � ‖H(zk+1)‖ � Ck+1 � Ck � βμk � βμ0 < ∞, (4.8)

��, �� {Ck} ������ {‖H(zk)‖} ��
�. 	
 {zk} ��
�, ���� {zk}
������	�, �����, 	���
� {zk}. 
��	������� J̄ . � z∗ :=

(μ∗, x∗, s∗) ��������, 	 limJ̄ �k→∞ ‖H(zk)‖ = ‖H(z∗)‖. 
 C∗ := limJ̄ �k→∞ Ck.

�� C∗ = 0, 
��
 ‖H(z∗)‖ = 0, ��������. ���� C∗ > 0 � ‖H(z∗)‖ > 0,

	����	�. 	������������:

� 1 ��. ��
��� k ∈ J̄ 
� αk � c > 0 �
, �� c �����. ���, 	
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(3.7) ���
�	� k ∈ J̄ (
���� ik ∈ J ) �

Ck+1 = Cik+1 � Cik+1 � Cik
− σ(1 − 1

β )c

Qik+1
Cik

= Ck − σ(1 − 1
β )c

Qik+1
Ck,

		�� {Ck} ��
�����
∞∑

k=0

σ(1 − 1
β )c

Qik+1
Ck < ∞. (4.9)

	���, 	 Qk ��
����
� ηmax ∈ [0, 1), ����

Qk+1 = 1 +
k∑

i=0

i∏
j=0

ηk−j � 1 +
k∑

i=0

ηi+1
max �

∞∑
i=0

ηi
max =

1
1 − ηmax


��� k ∈ J 
�
. 
	 (4.9) ��� limJ̄ �k→∞ Ck = 0, �� C∗ > 0 	�.

� 2 ��. �	�� J̄ ���	�, �����, ��
� J̄ , 
� limJ̄ �k→∞ αk = 0,

	
���� k ∈ J̄ , �� α̂k := αk/δ �
���� (3.6), �

‖H(zk + α̂k � zk)‖ > [1 − σ(1 − 1/β)α̂k]Ck (4.10)


���� k ∈ J̄ �
. �
�
������
:

(a) μ∗ > 0. ��	 (4.8) �
���.

(b) {�zk}k∈J̄ ����. ��	, 	
 μ∗ > 0, ��
��� k ∈ J̄ , DH(zk) ����

�������	, ��, 	� (3.4) ����������. 
 �z∗ := limJ̄ �k→∞ �zk.

(c) C∗ = ‖H(z∗)‖. ��	, � (4.8) ��� C∗ � ‖H(z∗)‖; �� (4.10) ��� C∗ �
‖H(z∗)‖.
	 (4.10) ����� ‖H(zk + α̂k � zk)‖ > [1 − σ(1 − 1

β )α̂k]Ck. 	
 Ck � ‖H(zk)‖, �
�	������� (‖H(zk + α̂k � zk)‖ − ‖H(zk)‖)/α̂k > −σ(1 − 1/β)Ck. 		����

(a) �� ‖H(·)‖ � z∗ 	����
�, ��, � k → ∞, 		�������� (b) �
1

‖H(z∗)‖〈H(z∗), DH(z∗) � z∗〉 � −σ

(
1 − 1

β

)
C∗. (4.11)

	�, 
� (3.4) ��	���� (b) � (c) �
1

‖H(z∗)‖〈H(z∗), DH(z∗) � z∗〉 = −‖H(z∗)‖ +
C∗

β‖H(z∗)‖〈H(z∗), p〉

� −‖H(z∗)‖ +
C∗‖H(z∗)‖
β‖H(z∗)‖

= −‖H(z∗)‖ +
C∗

β

=
(
− 1 +

1
β

)
C∗. (4.12)

��, 	 (4.11) � (4.12) �� C∗ > 0 �� −1 + 1
β � −σ(1 − 1

β ), �� σ ∈ (0, 1) �� β > 1

	�.

��	��������.

5 �� 3.3 �����

�	��,	������ 3.3���� SCCP���	.
�,�� 3.3���	��

������
�
����	���

. 	��������	�, �� 3.3 ���	

� SCCP �������	.
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�	 (x̄, s̄)� SCCP��	��	,�: x̄ � 0, s̄ = F (x̄) � 0, x̄◦ s̄ = 0,	 x̄� s̄�	��

�, ��, ��
������ Jordon� {c1, . . . , cr} � x̄ =
∑r

i=1 λi(x̄)ci, s̄ =
∑r

i=1 λi(s̄)ci.


���

λi(x̄) � 0, λi(s̄) � 0, λi(x̄)λi(s̄) = 0, i = 1, . . . , r.

� (λ(x̄), λ(s̄)) := ((λ1(x̄), . . . , λr(x̄))T, (λ1(s̄), . . . , λr(s̄))T)� (x̄, s̄)������ (�	 x̄�

s̄ �������������� Jordon����	����������).

� SCCP ���	 (x̄, s̄) �������	, �� (x̄, s̄) �������������

SCCP ���		���� (���	��
	�����	������, ����
�

���). ��, �� SCCP �	, 	����������	.

���� (x̄, s̄) � SCCP �������	, 	�
 x̄ � s̄ �	���, ������

���� Jordon�, 
� {c̄1, . . . , c̄r}, �

(x̄, s̄) =
( r∑

i=1

λi(x̄)c̄i,

r∑
i=1

λi(s̄)c̄i

)
. (5.1)

	�� 4.3,��������	��, ���� limk→∞(xk, sk) = (x∗, s∗),�� (x∗, s∗)

� SCCP ���	. 
��� k ∈ J , � uk � vk � x̂k � ŝk ��� (4.2) � (4.3) ���


, 	
���

lim
k→∞

(x̂k, ŝk) = lim
k→∞

(xk, sk) = (x∗, s∗). (5.2)

� (4.4) �
� x̂k � ŝk ������ Jordon�, ��, ����

(x̂k, ŝk) =
( r∑

i=1

λi(x̂k)ck
i ,

r∑
i=1

λi(ŝk)ck
i

)
. (5.3)

	
 V ���	
	���������
��
	�, �� (5.2) ���: 
�	 i ∈ I
�

lim
k→∞

(λi(x̂k), λi(ŝk)) = (λi(x∗), λi(s∗)), (5.4)

�� λi(x∗)� λi(s∗)��� x∗� s∗����.� σ(x∗)� σ(s∗)���� x∗� s∗����

������; r̄(x∗)� r̄(s∗)���� σ(x∗)� σ(s∗)�
	���; Ī(x∗) = {1, . . . , r̄(x∗)};
Ī(s∗) = {1, . . . , r̄(s∗)}. 


σ(x∗) = {γ1(x∗), . . . , γr̄(x∗)(x∗)};
σ(s∗) = {γ1(s∗), . . . , γr̄(s∗)(s∗)};
Nj(x∗) = {i ∈ I : γj(x∗) = λi(x∗)}, ∀ j ∈ Ī(x∗);

Nj(s∗) = {i ∈ I : γj(s∗) = λi(s∗)}, ∀ j ∈ Ī(s∗).

		�� I ���	����

(x∗, s∗) =
( r̄(x∗)∑

j=1

γj(x∗)b∗j (x
∗),

r̄(s∗)∑
j=1

γj(s∗)b∗j (s
∗)

)
, (5.5)

�� {b∗1(x∗), . . . , b∗r̄(x∗)(x
∗)}� x∗ �����
�����, {b∗1(s∗), . . . , b∗r̄(s∗)(s

∗)}� s∗ �

����
�����, 	� (5.4) � (5.5) ���� 2.1 
���: 
�	� j ∈ Ī(x∗) �

lim
k→∞

λi(x̂k) = γj(x∗), ∀ i ∈ Nj(x∗); lim
k→∞

( ∑
i∈Nj(x∗)

ck
i

)
= b∗j(x

∗), (5.6)
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��
�	� j ∈ Ī(s∗) �

lim
k→∞

λi(ŝk) = γj(s∗), ∀ i ∈ Nj(s∗); lim
k→∞

( ∑
i∈Nj(s∗)

ck
i

)
= b∗j (s

∗).


�	�	�����	�, �� 3.3 ���	� SCCP �������	.

�� 5.1 �� F ������
�����, �� {zk} �	�� 3.3 	��, ��

	 1.1 �
. �� (x̄, s̄) � SCCP �������	, 	�
���	 (5.1). �	
�	�

k ∈ J , (x̂k, ŝk) 
���	 (5.3), (x∗, s∗) 
���	 (5.5). ��

(A) 
�	� i0 ∈ {i ∈ I : λi(x̄) > 0} 
� limk→∞ λi0 (x̂k) = γi∗(x∗), 
� 〈b∗i∗(x∗), x̄〉

= 0; ��
�	� j0 ∈ {i ∈ I : λi(s̄) > 0} 
� limk→∞ λj0(ŝk) = γj∗(s∗), 
� 〈b∗j∗(s∗), s̄〉

= 0,


�	�� 3.3 ���	 (x∗, s∗) � SCCP �������	.

�� ���� g �	 (4.6) ��
���� x̄ �
 x∗. ��
 (4.5) ����, �

���: 
��� k ∈ J 
� 〈x̂k − x̄, ŝk − s̄〉 � μkg(μk, xk, uk, vk) �
, ������

〈x̂k, s̄〉+ 〈x̄, ŝk〉 = −〈x̂k − x̄, ŝk − s̄〉+ rμk � μk(|g(μk, xk, uk, vk)|+ r). 	 (5.1)� (5.3)���
r∑

i,j=1

λi(x̂k)λj(s̄)〈ck
i , c̄j〉 +

r∑
i,j=1

λi(x̄)λj(ŝk)〈c̄i, c
k
j 〉 � μk(|g(μk, xk, uk, vk)| + r). (5.7)

�� x̂k, ŝk, x̄, s̄ � 0, ����������
����. ���� 〈ck
i , c̄j〉 � 0 
���

i, j ∈ I 
�
, ��� (5.7) �
��	�����
����.

��, 
�	� i0 ∈ {i ∈ I : λi(x̄) > 0} 
� limk→∞ λi0 (x̂k) = γi∗(x∗) ����
��

� i ∈ Ni∗(x∗) �

λi(ŝk)〈ck
i , x̄〉 = λi(ŝk)

〈
ck
i ,

r∑
j=1

λj(x̄)c̄j

〉
= λi(ŝk)

r∑
j=1

λj(x̄)〈ck
i , c̄j〉

� μk(|g(μk, xk, uk, vk)| + r), ∀ k ∈ J , (5.8)

��������� (5.7)�. �� (4.4)������� λi(x̂k)λi(ŝk) = μk,���� (5.8)

���

λi(x̂k) � 〈ck
i , x̄〉

|g(μk, xk, uk, vk)| + r
, ∀ k ∈ J , ∀ i ∈ Ni∗(x∗),

��, ∑
i∈Ni∗(x∗)

λi(x̂k) �
〈∑

i∈Ni∗(x∗) ck
i , x̄

〉
|g(μk, xk, uk, vk)| + r

, ∀ k ∈ J . (5.9)

	�� g ��
, ������ {g(μk, xk, uk, vk)} 
����, 
� g(0, x∗, u∗, v∗), 	

|g(0, x∗, u∗, v∗)| + r > 0. 
 Ni∗(x∗) ��
	��� ri∗(x∗), 	� k → ∞, 	 (5.6) �

(5.9) ��� λi0 (x∗) � 〈b∗i∗ (x∗),x̄〉
ri∗ (x∗)(|g(0,x∗,u∗,v∗)|+r) . �� b∗i∗(x

∗) ���
�� x̄ � 0, 	��

2.3(i) ���� 〈b∗i∗(x∗), x̄〉 � 0, �����	 〈b∗i∗(x∗), x̄〉 
= 0, �� 〈b∗i∗(x∗), x̄〉 > 0, ��

λi0 (x∗) > 0.

			���: 
��� i0 ∈ {i ∈ I : λi(x̄) > 0} 
� λi0 (x∗) > 0 �
. ������

�: 
��� j0 ∈ {i ∈ I : λj(s̄) > 0} 
� λj0(s∗) > 0 �
. ���� (x∗, s∗) � SCCP �

	�� (x̄, s̄) � SCCP�����	,�� (x∗, s∗)� SCCP �������	.��,	�

�������.
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�� 5.2 �	��� (A) ��� 5.1 �����

�. �� x∗ � x̄ �� s∗ � s̄

���	���, 		�� 3.3 ���	 (x∗, s∗) � SCCP �������	.

�� ��	,�� x∗ � x̄�	���,	��
������ Jordon� {c∗1, . . . , c∗r},

�
�	� i0 ∈ {i ∈ I : λi(x̄) > 0} 
� limk→∞ λi0 (x̂

k) = γi∗(x∗), ���� 〈c∗i0 , x̄〉 =

λi0(x̄)〈c∗i0 , c∗i0〉 = λi0 (x̄)‖c∗i0‖2 > 0,�� 〈b∗i∗(x∗), x̄〉 > 0,�: �� 5.1 ��	 (A) �� 1 ��

�
�. ��������� 5.1 ��	 (A) �� 2 ���
�. ��, ��������

��� 5.1 ��.

6 ��


�������	�� SCCP �
������������ (�: �� 3.3). 	�

���� SCCP�	������	�,�� 3.3������. ����	��� K = �n
+

����
�������������	��. ��	��������	�, �� 3.3

���	� SCCP�������	. ��������, ��������	�����,

���
�
����
���������	������������� K = �n
+ �

����
�	�. 	����������
���������������	��

�����������	. � K = �n
+ ����, �� [24] 	����

.

�� ���������	����������	�.
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