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摘要 本文讨论了 Sasaki 几何中的能量泛函 Ek, 推导出其 Euler-Lagrange 方程, 进而证明其临界度

量的唯一性定理. 另外, 我们得到了具有常横截 σk 曲率的 Sasaki 度量的唯一性结论.
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1 引言

对于一个奇数维 Riemann流形 (M, g), 如果其锥流形 (C(M), g̃) = (M ×R+, r2g+ dr2)是 Kähler

流形, 则称 (M, g) 为一个 Sasaki 流形. 众所周知, 如果 (M, g) 是 Sasaki-Einstein 流形, 则 (C(M), g̃)

必定是 Calabi-Yau锥.由于 Sasaki流形提供了许多新的奇数维 Einstein流形的例子 [1],近年来 Sasaki

几何越来越受到理论物理学家和数学家的关注. 特别是近年来发现 Sasaki-Einstein 度量在超弦理论

中的重要性 [2–5]. 长期以来, 我们相信 Sasaki 几何中任意典则度量 (例如 Sasaki-Einstein) 应该是拟正

则的, 即: 它可以看成是紧致 Kähler 轨形上的一个圆周丛. 最近, 第一个非拟正则的 Sasaki-Einstein

流形的例子被理论物理学家在研究著名的 CFT/ADS 对偶猜想时所发现, 随后, 人们发现许多维数超

过 3 的奇数维紧致流形上存在着非拟正则的 Sasaki-Einstein 结构, 具体参见文献 [3–9]. 由此可见, 仅

利用圆周丛逼近来研究典则 Sasaki 结构是不够的. 所以, 借鉴 Kähler 几何中的研究方法来研究典则

Sasaki度量的存在性和唯一性是非常有趣的. 近来,关于典则 Sasaki度量的存在唯一性已有一些结果.

例如: Gauntlett 等 [10] 研究了 Sasaki-Einstein 度量新的障碍; Futaki 等 [11] 证明了在紧致 Toric Sasaki

流形上横截 Kähler-Ricci 孤立子的存在性; Guan 和本文第二作者 [12] 研究了 Sasaki 度量空间中的测

地方程,得到了具有常数量曲率的 Sasaki度量的唯一性结论;本文第二作者 [13] 证明了 Sasaki-Einstein

度量的存在性与某类能量泛函的正则性之间的等价关系. 在文献 [14] 中, Boyer 等研究了 Sasaki 几何

中的 Calabi 泛函, 即在一个适当的 Sasaki 度量空间中, 考虑数量曲率函数的 L2 范数. 在本文中, 我

们研究 Sasaki 几何中的 Ek 泛函. Chen 和 Tian [15, 16] 在 Kähler 几何的情形中引入了 Ek 泛函, 并用

其得到在具有正的双全纯截面曲率的 Kähler-Einstein 流形上正规化的 Kähler-Ricci 流的收敛性结果.

因为 E0 就是 Mabuchi 泛函的情形, 所以上述 Ek 泛函可看作 Mabuchi 能量泛函的推广. 受他们文章

的启发, 我们将考虑 Ek 泛函的临界 Sasaki 度量, 得到临界度量的唯一性和具有常横截 σk 曲率的唯

一性结论.
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由于 Sasaki 流形有许多结构, 所以它可以从许多不同的观点来研究. 一个 Sasaki 流形 (M, g) 具

有切触结构 (ξ, η,Φ), 并且具有一维的叶状结构 Fξ, 称为 Reeb 叶状结构, 该叶状结构具有横截 Kähler

结构. 这里, Killing 向量场 ξ 称为特征向量场, 或者 Reeb 向量场, η 称为切触 1- 形式, Φ 是 (1, 1) 型

张量场, 其在切触子丛 D = kerη 上定义了一个复结构. 在本文中, Sasaki 流形记作 (M, ξ, η,Φ, g), 流

形 M 上的 Sasaki 结构记为 (ξ, η,Φ, g). 我们从横截 Kähler 几何的观点来研究紧致 Sasaki 流形, 通过

固定 Reeb 叶状结构与其横截全纯结构, 来研究 Sasaki 结构的变换. 给定 M 上一个横截全纯结构, 可

以定义横截 Levi-Civita 联络、横截全纯双截面曲率与横截 Ricci 曲率 RicT , 具体见下一节. 记 ρT 为

相关的 Ricci 形式, 容易看出, ρT 是闭的基本 (1, 1)- 形式, 其基本上同调类 1
2π [ρ

T ]B = CB
1 (M,Fξ) 则

是基本第一 Chern 类. 一个 Sasaki 度量 (ξ, η,Φ, g), 如果存在某个常数 µ, 使得 ρT = µdη = 2µωT 成

立, 则该 Sasaki 度量称为横截 Kähler-Einstein (或 η-Einstein 的).

把 (M, ξ, η,Φ, g) 上全体光滑基本实函数 φ (即 ξφ ≡ 0) 所构成的空间记为 C∞
B (M, ξ). 令

H(ξ, η,Φ, g) = {φ ∈ C∞
B (M, ξ) : ηφ ∧ (dηφ)

n ̸= 0}, (1.1)

其中

ηφ = η +
√
−1

1

2
(∂̄B − ∂B)φ, dηφ = dη +

√
−1∂B ∂̄Bφ. (1.2)

空间 H(ξ, η,Φ, g) 是可缩的, 我们把它简记为 H. 对于任何 φ ∈ H, 容易验证 (ξ, ηφ,Φφ, gφ) 也是 M 上

的 Sasaki 结构, 其中

Φφ = Φ− ξ ⊗ (dcBφ) ◦ Φ, gφ =
1

2
dηφ ◦ (Id⊗ Φφ) + ηφ ⊗ ηφ. (1.3)

(ξ, ηφ,Φφ, gφ)和 (ξ, η,Φ, g)在 ν(Fξ)上具有相同的横截全纯结构, 且在锥 C(M)上具有相同的全纯结

构 (参见文献 [11, 命题4.2] 以及文献 [17]). 显然, 这些 Sasaki 结构的横截 Kähler 形式是在相同的基

本 (1, 1)类中. 我们称这样的类为 Sasaki流形 (M, ξ, η,Φ, g)的基本 Kähler类. 值得注意的是, 在这样

的形变下切触丛 D 会发生变化.

对于任意 φ ∈ H, 其对应 Sasaki 度量 (M, ξ, ηφ,Φφ, gφ) 的横截 Ricci 形式记为 ρT (dηφ), 横截

σk(dηφ) 曲率定义为

Ck
n(ρ

T (dηφ))
k ∧

(
1

2
dηφ

)n−k

∧ ηφ = σk(dηφ)

(
1

2
dηφ

)n

∧ ηφ. (1.4)

对于 k = 0, . . . , n, 泛函 Ek,dη(φ) 定义为

Ek,dη(φ) = − 1

V

n−k−1∑
i=0

∫
M

φ(dηφ)
i ∧ ρT (dη)k+1 ∧ (dη)n−i−k−1 ∧ η

− 1

V

k∑
i=0

∫
M

log

(
(dη)n ∧ η

(dηφ)n ∧ ηφ

)
ρT (dηφ)

i ∧ (dηφ)
n−k ∧ ρT (dη)k−i ∧ η

+
(n− k)µk

V (n+ 1)

n∑
i=0

∫
M

φ(dηφ)
i ∧ (dη)n−i ∧ η, (1.5)

其中 V 和 µk 分别由下式定义,

V =

∫
M

(dηφ)
n ∧ ηφ =

∫
M

(dη)n ∧ η, (1.6)
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µk =

∫
M

ρT (dηφ)
k+1 ∧ (dηφ)

n−k−1 ∧ ηφ∫
M
(dηφ)n ∧ ηφ

. (1.7)

与 Kähler几何情形一样,容易验证 V 和 µk 不依赖于 φ ∈ H 的选取,事实上, ( 12 )
nV 是 (M, g)的体积

形式. 当 k = 0 时, E0 恰好就是 Mabuchi 能量泛函, 在文献 [11] 中, 该能量已经在 Sasaki 情形得到了

推广.

能量泛函 Ek 的临界 Sasaki 度量 (ξ, ηφ,Φφ, gφ) 满足方程

1

2
△φσk(dηφ)− σk+1(dηφ) + 2k+1µkC

k+1
n = 0. (1.8)

当 k = 0 时, σ1 = 常数, 即 E0 的临界点是常数量曲率的 Sasaki 度量. 当 k = n 时, 临界点度量满足

曲率 σn(dηφ) 为常数. 所以很自然的要问, 是否存在 Ek 的临界点 Sasaki 度量, 它不是横截 Kähler-

Einstein 的呢? 我们知道, 一个 Sasaki 度量 (ξ, η,Φ, g) 是横截 Kähler-Einstein 的必要条件是: 存在某

个常数 λ, 使得基本第一 Chern 类为 CB
1 (M,Fξ) = 2πλ[dη]B . 在这个必要条件下, 我们得到 Ek 临界

Sasaki 度量的唯一性和具有常横截 σk 曲率的 Sasaki 度量的唯一性结论. 我们得到下面定理.

定理 1.1 设 (M, ξ, η,Φ, g)是一个 Sasaki流形, 存在常数 λ > 0 (或者 λ < 0)使得 CB
1 (M,Fξ) =

2πλ[dη]B . 如果 (M, ξ, η,Φ, g)是 Ek 能量泛函的临界度量,且 ρT ∈ Γk+1 (−ρT ∈ Γk+1),则 (M, ξ, η,Φ, g)

必定是横截 Kähler-Einstein 的. 另外, 如果 σk(ρ
T ) ≡ C, k = 1, . . . , n, 则 (M, ξ, η,Φ, g) 必定也是横截

Kähler-Einstein 的.

上面 Γk 锥的定义详见第 4 节. 在 Kähler 情形, 在 Ricci > 0 条件下, Tosatti [18] 得到在标准

Kähler 类中 Ek 能量泛函的临界 Kähler 度量的唯一性结果. 对于 k = n, Maschler [19] 证明了在标准

Kähler 类中 En 的临界 Kähler 度量 (即 σn ≡ c) 必定是 Kähler-Einstein 的. 在 Kähler 情形, 定理 1.1

给出了在标准 Kähler 类中具有常数 σk 的 Kähler 度量必定是 Kähler-Einstein 的. 所以定理 1.1 是上

述结论在 Sasaki 几何中的推广和改进. 此外, 我们考虑除去假设 CB
1 (M,Fξ) = λ[dη]B 的唯一性结论.

在文献 [20] 中, 本文第二作者证明了任意具有常数量曲率的 Sasaki 度量, 其横截全纯双截面曲率是拟

正定的, 则该 Sasaki 度量必定是横截 Kähler-Einstein 的. 在本文中, 我们将证明具有常横截 σk 曲率

的 Sasaki 度量也有类似的唯一性结论. 我们得到下面定理.

定理 1.2 令 (M, ξ, η,Φ, g) 是一个 Sasaki 流形, 具有拟正定的横截全纯双截面曲率. 假设

σk(ρ
T ) ≡ C, 则 (ξ, η,Φ, g) 必定是横截 Kähler-Einstein 的.

对于 Kähler 情形, 上述唯一性定理已经得到证明 [21]. 本文分为以下几部分: 第 2 节给出一些关

于 Sasaki 几何的预备结果; 第 3 节介绍 Ek 泛函并导出其 Euler-Lagrange 方程; 第 4 节证明定理 1.1

和 1.2.

2 Sasaki 几何中的预备结果

令 (M, ξ, η,Φ, g)是 2m+1维 Sasaki流形, Fξ 是由 ξ生成的特征叶状结构 (characteristic foliation).

记叶状结构 Fξ 的商丛为 ν(Fξ) = TM/Lξ. 度量 g 给出了 ν(Fξ) 和切触子丛 D 之间的丛同构 σ. 在

此同构下, (D,Φ|D, dη) 给出了 M 的一个横截 Kähler 结构, 具有横截 Kähler 形式 ωT = 1
2dη, 度量 gT

由 gT (·, ·) = 1
2dη(·,Φ·) 定义.

在 Sasaki 流形 (M, g) 上的 p- 形式称为基本的 (basic), 如果满足

iξθ = 0, Lξθ = 0, (2.1)
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其中 iξ 是指与 Killing向量场 ξ 作缩并, Lξ 是指对 ξ 的 Lie导数. 容易看出,外微分保持基本形式. 即,

如果 θ是基本形式,则 dθ也是基本形式. 记 ∧p
B(M)为基本 p-形式的芽层, Ωp

B(M) = Γ(M,∧p
B(M))为

所有 ∧p
B(M)的光滑截面的集合.基本上同调 (basic cohomology)可由通常的方法来定义 (见文献 [22]).

令 DC 是子丛 D 的复化, 且关于 Φ|D 的特征空间可分解为两部分, 即

DC = D1,0 ⊕D0,1. (2.2)

类似地, 可以得到 M 上基本 1- 形式的复化丛 ∧1
B(M) 的分解

∧1
B(M)⊗ C = ∧1,0

B (M)⊕ ∧0,1
B (M). (2.3)

令 ∧i,j
B (M) 记为 (i, j) 型的基本形式丛. 从而, 有下面的分解

∧p
B(M)⊗ C =

⊕
i+j=p

∧i,j
B (M). (2.4)

分别定义 ∂B 和 ∂B 为

∂B : ∧i,j
B (M) → ∧i+1,j

B (M);

∂B : ∧i,j
B (M) → ∧i,j+1

B (M).
(2.5)

令 dcB = 1
2

√
−1(∂B − ∂B), dB = d|∧p

B
, 容易验证:

dB = ∂B + ∂B , dBd
c
B =

√
−1∂B∂B , d2B = (dcB)

2 = 0.

基本上同调群 Hi,j
B (M,Fξ)是 Sasaki结构的基本不变量,其与 Kähler结构中的 Dolbeault上同调的性

质类似 [17]. 在 Sasaki 流形中, 下面基本形式的 ∂∂- 引理成立.

引理 2.1 [22] 令 θ 和 θ′ 是紧致 Sasaki流形 (M, ξ, η,Φ, g)上的两个 (1, 1)型实的闭基本形式. 如

果 [θ]B = [θ′]B ∈ H1,1
B (M,Fξ), 则存在实的基本函数 φ 使得下式成立,

θ = θ′ +
√
−1∂B∂Bφ.

根据横截度量 gT , 我们可定义 D 上横截 Levi-Civita 联络 ∇T 为

∇T
XY =

 (∇XY )p, X ∈ D,

[ξ, Y ]p, X = ξ,
(2.6)

其中 Y 是 D 的截面, Xp 是 X 到 D 上的投影. 容易验证横截 Levi-Civita 联络是无挠的, 且与度量是

相容的. 由上面横截联络所决定的横截曲率记为 RT (V,W )Z, 对所有的 V,W ∈ TM 和 Z ∈ D, 有

RT (V,W )Z = ∇T
V ∇T

WZ −∇T
W∇T

V Z −∇T
[V,W ]Z. (2.7)

定义横截 Ricci 曲率为

RicT (X,Y ) = ⟨RT (X, ei)ei, Y ⟩g, (2.8)

其中 ei 是 D 的标准正交基, X,Y ∈ D. 容易验证: 对所有的 X,Y ∈ D, 有

RicT (X,Y ) = Ric(X,Y ) + 2gT (X,Y ), (2.9)
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和

ST = TrgTRicT = S + 2n, (2.10)

这里的 Ric, S 分别指通常 Riemann 联络所对应的 Ricci 曲率和纯量曲率.

令 ρT = RicT (Φ·, ·), ρT 称为横截 Ricci 形式. 容易验证 ρT 是闭的基本 (1, 1)- 形式, 且基本上同

调类 1
2π [ρ

T ]B = CB
1 (M,Fξ) 就是基本第一 Chern 类.

定义 2.2 Sasaki 流形 (M, ξ, η,Φ, g), 若对于某个常数 c, 成立

RicT = cgT , 或 ρT = c

(
1

2
dη

)
,

则该流形称为横截 Kähler-Einstein 的.

Sasaki 流形 (M, ξ, η,Φ, g), 如果其度量 g 是 Riemannian Einstein 度量, 则该流形称为 Sasaki-

Einstein 流形, 即对某个常数 c, 满足 Ricg = cg. 容易看出必有 c = 2m. 由 (2.9), 易证 (ξ, η,Φ, g) 是

Sasaki-Einstein 的, 当且仅当 ρT = (m + 1)dη. 根据定义, (M, ξ, η,Φ, g) 为横截 Kähler-Einstein 的必

要条件是 CB
1 (M,Fξ) = c[dη]B .

在 Dx ⊂ TxM 中给定两个 Φ- 不变平面 Σ1,Σ2, 横截全纯双截面曲率 HT (Σ1,Σ2) 定义为

HT (Σ1,Σ2) = ⟨RT (X,JX)JY, Y ⟩g, (2.11)

其中 X 是 Σ1中单位向量, Y 是 Σ2中单位向量. 容易验证 ⟨RT (X, JX)JY, Y ⟩只依赖于 Σ1和 Σ2,不依

赖于 X 和 Y 的选取. 在 x ∈ M 点处,横截全纯双截面曲率是正定的 (半正定)是指对于在 Dx ⊂ TxM

中的任意两个 Φ- 不变平面 Σ1,Σ2, HT (Σ1,Σ2) 是正定的 (非负的). 如果横截全纯双截面曲率是处处

半正定的, 且至少一点处是严格正定的, 我们称其为拟正定的. 由定义容易看出, 在任意 Sasaki 流形

上, 横截全纯双截面曲率的正定性隐含了横截 Ricci 曲率的正定性.

最后, 我们回顾一下 Sasaki 流形上特殊的局部坐标系. 在文献 [23] 中, 已经证明每一个 Sasaki 度

量局部可以由 2n 个自由变量的实函数生成. 该函数与 Kähler 几何中的 Kähler 势函数类似. 更确切

地, 令 (M, ξ, η,Φ, g) 是 Sasaki 流形, 对于 M 中的任意点 p, 可以选取 p 的一个小邻域 U 上的局部坐

标系 (x, z1, z2, . . . , zn) ∈ R× Cn, 使得

ξ =
∂

∂x
;

η = dx−
√
−1(hjdz

j − hjdz
j);

Φ =
√
−1{Xj ⊗ dzj −Xj ⊗ dzj};

g = η ⊗ η + 2hijdz
idzl,

(2.12)

其中 h : U → R 是局部定义的基本函数, 即

∂h

∂x
= 0, hi =

∂h

∂zi
, hij =

∂2h

∂zi∂zj
,

且

Xj =
∂

∂zj
+

√
−1hj

∂

∂x
, Xj =

∂

∂zj
−
√
−1hj

∂

∂x
.
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上面我们令 2dzidzj=dzi⊗ dzj+dzj ⊗ dzi. 在这样的局部坐标系下, D⊗C 由 Xi 和 Xi 张成,容易验证

ΦXi =
√
−1Xi, ΦXi = −

√
−1Xi,

[Xi, Xj ] = [Xi, Xj ] = [ξ,Xi] = [ξ,Xi] = 0,

[Xi, Xj ] = −2
√
−1hijξ.

(2.13)

显然, {η, dzi, dzj} 是 { ∂
∂x , Xi, Xj} 的对偶基, 且

dη = 2
√
−1hijdz

i ∧ dzj , (2.14)

横截度量可表达为

gT = 2gT
ij
dzidzj = 2hijdz

idzj , (2.15)

其中 gT
ij
= gT (Xi,Xj) = hij . 度量 g 的 Laplace 算子可以局部地表示为

△f = ∇df(ξ, ξ) + 2hij̄∇df(Xi, Xj), (2.16)

其中 hik̄hjk̄ = δij . 特别地, 当 f 是 M 上的一个基本函数时, 我们有

△f = 2hij̄ ∂2f

∂zi∂z̄j
. (2.17)

由 (2.13), 可得 ∇T
∂
∂x

Xi = ∇T
∂
∂x

Xj = 0. 对于 A,B,C = 1, 2, . . . , n, 1, 2, . . . , n, 定义 ΓA
BC 为

∇T
XB

XC = ΓA
BCXC , (2.18)

其中 Xj = Xj . 由于 ∇T 是无挠的, 与度量相容的, 且 ∇TJ = 0. 由 (2.13), 类似于 Kähler 情形, 容易

验证只有 Γi
jk 和 Γi

jk
可能不为零, 其中 i, j, k = 1, 2, . . . , n. 此外

Γi
jk = Γi

kj = hil
∂hjl

∂zk
. (2.19)

注 2.1 对于固定点 P ∈ M , 我们总能选取以 P 为中心的局部坐标系 (x, z1, . . . , zn) 满足

{ ∂
∂zi |P } ∈ Dc 或等价于对任意 j, 有 hi(P ) = 0. 事实上, 我们只需变换坐标系为 (y, u1, . . . , un), 其中

y = x−
√
−1hi(P )zi +

√
−1hj(P )zj ,

uk = zk 对所有 k = 1, . . . , n, 变换势函数为 h∗ = h− hi(P )ui − hj(P )uj . 进一步, 和 Kähler 情形中的

方法一样, 我们还可选取坐标系 (x, z1, . . . , zn) 使得 hi(P ) = 0, hij(P ) = δij , 且 d(hij)|P = 0. 即对所有

的 i, j, k, 有 Γi
jk|P = 0. 该局部坐标系也称作 Sasaki 流形上的法坐标系.

取上述的局部坐标系 (x, z1, . . . , zn), 我们有

RT
ij̄kl̄ = gT (RT (Xi, X̄j)Xk, X̄l)

= −
∂2hij

∂zk∂z̄l
+ hsm̄ ∂him

∂zk
∂hsj

∂z̄l
, (2.20)

和

RT
ij
= RicT (Xi, Xj) = − ∂2

∂zi∂zj
log det(hmn). (2.21)
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所以, 在这样的局部坐标系中, 横截全纯双截面曲率是非负定的等价于

RT
īijj̄ > 0 (2.22)

对所有的 i, j 成立, 并且横截 Ricci 形式可以表示成

ρT = −
√
−1

∂2

∂zi∂zj
log det(hmn)dz

i ∧ dz̄j . (2.23)

3 Sasaki 度量空间中的 Ek 泛函

令 φ ∈ H, 为了记号的简单, 记

bdη(φ) =
n∑

i=0

∫
M

φ(dηφ)
i ∧ (dη)n−i ∧ η, (3.1)

和

ak,dη(φ) =
n−k−1∑
i=0

∫
M

φ(dηφ)
i ∧ ρT (dη)k+1 ∧ (dη)n−i−k−1 ∧ η

+
k∑

i=0

∫
M

log

(
(dη)n ∧ η

(dηφ)n ∧ ηφ

)
ρT (dηφ)

i ∧ (dηφ)
n−k ∧ ρT (dη)k−i ∧ η. (3.2)

则我们有以下表示式,

Ek,dη(φ) = − 1

V
ak,dη(φ) +

(n− k)µk

V (n+ 1)
bdη(φ). (3.3)

令 φ(t) ∈ H 是 Sasaki 度量空间中的一条光滑道路, 且记 ∂φ
∂t = φ̇, 则

d

dt
bdη(φ) =

n∑
i=0

∫
M

φ̇(dηφ)
i ∧ (dη)n−i ∧ η +

n∑
i=0

∫
M

φ
d

dt
(dηφ)

i ∧ (dη)n−i ∧ η

=
n∑

i=0

∫
M

φ̇(dηφ)
i ∧ (dη)n−i ∧ η +

n∑
i=1

∫
M

iφ(
√
−1∂B ∂̄Bφ̇) ∧ (dηφ)

i−1 ∧ (dη)n−i ∧ η.

且

d

dt
ak,dη(φ) =

n−k−1∑
i=0

∫
M

φ̇(dηφ)
i ∧ ρT (dη)k+1 ∧ (dη)n−i−k−1 ∧ η

+
n−k−1∑
i=1

∫
M

iφ(
√
−1∂B ∂̄Bφ̇) ∧ (dηφ)

i−1 ∧ ρT (dη)k+1 ∧ (dη)n−i−k−1 ∧ η

−
k∑

i=0

∫
M

1

4
△φφ̇ρ

T (dηφ)
i ∧ (dηφ)

n−k ∧ ρT (dη)k−i ∧ η

−
k∑

i=1

∫
M

i log

(
(dη)n ∧ η

(dηφ)n ∧ ηφ

)√
−1∂B ∂̄B

(
1

4
△φφ̇

)
∧ (dηφ)

n−k ∧ ρT (dη)k−i ∧ ρT (dηφ)
i−1 ∧ η

+
k∑

i=0

∫
M

log

(
(dη)n ∧ η

(dηφ)n ∧ ηφ

)
(n− k)ρT (dηφ)

i ∧ (
√
−1∂B ∂̄Bφ̇) ∧ (dηφ)

n−k−1 ∧ ρT (dη)k−i ∧ η.
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由分部积分, 得到

d

dt
ak,dη(φ) =

n−k−1∑
i=0

∫
M

φ̇(dηφ)
i ∧ ρT (dη)k+1 ∧ (dη)n−i−k−1 ∧ η

+

n−k−1∑
i=1

∫
M

iφ̇(
√
−1∂B ∂̄Bφ) ∧ (dηφ)

i−1 ∧ ρT (dη)k+1 ∧ (dη)n−i−k−1 ∧ η

−
k∑

i=1

∫
M

i(ρT (dηφ)− ρT (dη))

(
1

4
△φφ̇

)
∧ (dηφ)

n−k ∧ ρT (dη)k−i ∧ ρT (dηφ)
i−1 ∧ η

−
k∑

i=0

∫
M

(
1

4
△φφ̇

)
ρT (dηφ)

i ∧ (dηφ)
n−k ∧ ρT (dη)k−i ∧ η

+
k∑

i=0

∫
M

φ̇(n− k)(ρT (dηφ)− ρT (dη)) ∧ ρT (dηφ)
i ∧ (dηφ)

n−k−1 ∧ ρT (dη)k−i ∧ η

= (n− k)

∫
M

φ̇(dηφ)
n−k−1 ∧ ρT (dη)k+1 ∧ η

+ (n− k)

∫
M

φ̇(dηφ)
n−k−1 ∧ (ρT (dηφ))

k+1 ∧ η

− (n− k)

∫
M

φ̇(dηφ)
n−k−1 ∧ ρT (dη)k+1 ∧ η

− (k + 1)

∫
M

1

4
(△φφ̇)ρ

T (dηφ)
k ∧ (dηφ)

n−k ∧ η

= (n− k)

∫
M

φ̇(dηφ)
n−k−1 ∧ (ρT (dηφ))

k+1 ∧ η

− (k + 1)

∫
M

1

4
(△φφ̇)ρ

T (dηφ)
k ∧ (dηφ)

n−k ∧ η,

和
d

dt
bdη(φ) = (n+ 1)

∫
M

φ̇(dηφ)
n ∧ η. (3.4)

由此得到

d

dt
Ek,dη(φ) =

k + 1

V

∫
M

1

4
(△φφ̇)(ρ

T (dηφ))
k ∧ (dηφ)

n−k ∧ η

− n− k

V

∫
M

φ̇(dηφ)
n−k−1 ∧ (ρT (dηφ))

k+1 ∧ η

+
(n− k)µk

V

∫
M

φ̇(dηφ)
n ∧ η

=
k + 1

V

∫
M

1

4
(△φφ̇)(C

k
n)

−12−kσk(dηφ)(dηφ)
n ∧ η

− n− k

V

∫
M

φ̇(Ck+1
n )−12−(k+1)σk+1(dηφ)(dηφ)

n ∧ η

+
(n− k)µk

V

∫
M

φ̇(dηφ)
n ∧ η

=
(k + 1)!(n− k)!

n!V
2−k

∫
M

φ̇

(
1

4
△φσk(dηφ)

)
(dηφ)

n ∧ η

− (k + 1)!(n− k)!

n!V
2−(k+1)

∫
M

φ̇σk+1(dηφ)(dηφ)
n ∧ η
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+
(n− k)µk

V

∫
M

φ̇(dηφ)
n ∧ η

=
(k + 1)!(n− k)!

n!V
2−(k+1)

∫
M

φ̇

(
1

2
△φσk(dηφ)− σk+1(dηφ)

+ 2k+1µkC
k+1
n

)
(dηφ)

n ∧ η.

所以, Ek 的临界度量 (ξ,Φφ, ηφ, gφ) 满足方程

1

2
△φσk(dηφ)− σk+1(dηφ) + 2k+1µkC

k+1
n = 0. (3.5)

当 k = 0 时, σ1 = C, 即 k = 0 时的临界点度量是常数量曲率的 Sasaki 度量. 对于 k = n, 临界度量满

足: σn(dηφ) ≡ C.

4 Sasaki 度量的唯一性定理

对于固定整数 k ∈ [1, n] 和 v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn, v 的 k- 阶基本对称多项式定义为

σk(v) =
∑

16i1<···<ik<···6n

vi1 · · · vik .

令

Γk = {v ∈ Rn | σi(v) > 0, i = 1, . . . , k},

称其为 Rn 中 k- 正定锥 (它是 Rn 中的开凸锥).

令 (ξ, η,Φ, g) 为流形 M 上的 Sasaki 结构, 对任意实的基本 (1, 1) 形式 θ ∈ Λ1,1
B (M,Fξ), 定义

σk(θ)(dη)
n ∧ η = Ck

n2
kθk ∧ (dη)n−k ∧ η. (4.1)

另一方面, 对于每一基本 (1, 1) 形式 θ, 可以由下式来诱导对应于横截 Kähler 度量 ωT = 1
2dη 的张量

场 θ∗ ∈ End(D1,0),

ωT (θ∗(X), Ȳ ) = θ(X,Φ(Ȳ )). (4.2)

则 σk(θ) 就是 θ∗ 特征值的 k- 阶基本对称多项式. 在局部 Sasaki 坐标系 (x, z1, . . . , zn) 下, 有

det(δji + tθik̄h
jk̄) =

n∑
k=1

σk(θ)t
k, (4.3)

其中

θ =
√
−1θij̄dz

i ∧ dz̄j , dη = 2
√
−1hij̄dz

i ∧ dz̄j ,
n∑

i=1

hjk̄hik̄ = δji .

定义 4.1 对于 Sasaki 流形 (M, ξ, η,Φ, g) 上的任意实的基本 (1, 1) 形式 θ, 若对于所有的 i =

1, . . . , k, 有 σi(θ) > 0, 则称 θ ∈ Γk; 若对于所有的 i = 1, . . . , k, 有 σi(θ) > 0, 则称 θ ∈ Γk.

为了更进一步的讨论, 我们需要用下面 Huisken 和 Sinestrari 的论文 [24] 中的引理.

引理 4.2 Rn 中集合 Γk 与集合 {v ∈ Rn, σk(v) > 0} 的包含正锥的的连通分支一致. Γn 则与正

锥一致.
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定理 1.1 的证明 令 (M, ξ, η,Φ, g) 是 Sasaki 流形, 且对某个常数 λ ̸= 0, 有 [ρT ]B = λ[dη]B . 由

∂∂̄- 引理, 可以假设存在一个光滑实基本函数 f , 使得 ρT = λdη +
√
−1∂B ∂̄Bf . 令 Sk = (Ck

n)
−1σk 为

规范 k- 阶基本对称多项式函数. 若 ρT ∈ Γk, 则我们有下面的 Maclaurin 不等式,

S
1
k

k (ρT ) 6 · · · 6 S
1
2
2 6 S1(ρ

T ). (4.4)

不妨假设 λ > 0, 若 λ < 0, 我们只要把 ρT 换成 −ρT , 就可用相同方法讨论. 首先, 我们假设

(ξ, η,Φ, g) 是能量泛函 Ek 的临界度量, 且 ρT ∈ Γk+1, 即有

σk+1(ρ
T )− 1

2
△φσk(ρ

T ) = 2k+1µk · Ck+1
n . (4.5)

由于 [ρT ]B = λ[dη]B , 这里 λ > 0, 所以对于 0 6 k 6 n− 1 有 µk = λk+1. 令 p ∈ M 为 σk(ρ
T ) 的极小

值点, 则有

σk+1(ρ
T )|p > 2k+1λk+1 · Ck+1

n ,

即 Sk+1(ρ
T )|p > 2k+1λk+1 > 0. 由假设 ρT ∈ Γk+1, 容易看出至少在点 p 处, 有 ρT ∈ Γk+1. 所以, 在 p

点处利用 Maclaurin 不等式, 得到

(Sk(ρ
T ))

1
k |p > (S

1
k+1

k+1 )
1

k+1 |p > 2λ. (4.6)

由于 p 是 Sk(ρ
T ) 的极小值点, 所以处处有 Sk(ρ

T )
1
k > 2λ. 则在 M 上处处有

S1(ρ
T ) > (S2(ρ

T ))
1
2 > · · · > (Sk(ρ

T ))
1
k > 2λ.

又因为 ρT = λdη +
√
−1∂B ∂̄Bf , 我们得到

√
−1∂B ∂̄Bf ∧ (dη)n−1 ∧ η > 0, (4.7)

即 △f > 0. 所以势函数 f 为常数, 则有 ρT = λdη, 即 (ξ, η,Φ, g) 是横截 Kähler-Einstein 度量. 从而,

我们证明了定理 1.1 的第一部分.

假设 σk(ρ
T ) 是常数, 则有

Sk(ρ
T ) = (Ck

n)
−1σk(ρ

T ) = 2k · λk > 0.

另一方面, 在 f 的极小值点, 有

ρT = λdη +
√
−1∂B ∂̄Bf > 0, (4.8)

即 Ricci 形式在该点是正定的. 运用引理 4.2, 得到 ρT ∈ Γk, 再运用 Maclaurin 不等式, 得到 S1(ρ
T ) >

2λ. 和上面的讨论一样, 我们得到势函数必定是常数, 即 (ξ, η,Φ, g) 是横截 Kähler-Einstein 的.

定理 1.2 的证明 由假设, (M, ξ, η,Φ, g) 是具有拟正定的横截全纯双截面曲率的 Sasaki 流形,

σk(ρ
T ) ≡ C. 对于任意点 p ∈ M , 在 p 处选取 Sasaki 法坐标系 (x, z1, . . . , zn), 不妨假设 ρT

αβ̄
|p = λαδ

β
α

(只需通过常系数线性变换改变坐标系 zi). 下面的计算与文献 [21] 中的计算相仿.

令 ρβα = ρTαγ̄h
βγ̄ , 注意到 F = σ

1
k

k 是 M 上的基本函数. 在点 p 处, 有

0 =
1

2
∆σ

1
k

k = hαβ̄ ∂2

∂zα∂z̄β
(σ

1
k

k ) = hαβ̄ ∂

∂zα

(
∂σ

1
k

k

∂ρδγ
·
∂ρδγ
∂z̄β

)
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= hαβ̄ ∂2σ
1
k

k

∂ρδγ∂ρ
τ
ξ

·
∂ρδγ
∂z̄β

·
∂ρτξ
∂zα

+ hαβ̄ ∂σ
1
k

k

∂ρδγ
·

∂2ρδγ
∂zα∂z̄β

= hαβ̄ ∂2σ
1
k

k

∂ρδγ∂ρ
τ
ξ

·
∂ρδγ
∂z̄β

·
∂ρτξ
∂zα

+
∂σ

1
k

k

∂ρδγ
hαβ̄

(
∂2ρT

γj̄

∂zα∂z̄β
hδj̄ + ρTγj̄

∂2hδj̄

∂zα∂z̄β
+

∂hδj̄

∂zα
·
∂ρT

γj̄

∂z̄β
+

∂hδj̄

∂z̄β
·
∂ρT

γj̄

∂zα

)

= hαβ̄ ∂2σ
1
k

k

∂ρδγ∂ρ
τ
ξ

·
∂ρδγ
∂z̄β

·
∂ρτξ
∂zα

+
∂σ

1
k

k

∂ρδγ
hδj̄ ∂2ST

∂zγ∂z̄j
+

∂σ
1
k

k

∂ρδγ

(
hαβ̄ρTγj̄

∂2hδj̄

∂zα∂z̄β
− hδj̄ρTαβ̄

∂2hαβ̄

∂zγ∂z̄j

)

=
∑
α

∂σ
1
k

k

∂λα
· ∂2ST

∂zα∂z̄α
+

∂σ
1
k

k

∂λγ
λγR

T
γγ̄αᾱ −

∂σ
1
k

k

∂λγ
λαR

T
αᾱγγ̄ +

∑
γ,ξ,α

∂2σ
1
k

k

∂λγ∂λξ
·
∂ρTγγ̄
∂z̄α

·
∂ρT

ξξ̄

∂zα

=
∑
α

∂σ
1
k

k

∂λα
· ∂2ST

∂zα∂z̄α
+

1

2

∑
γ,α

RT
γγ̄αᾱ

(
∂σ

1
k

k

∂λγ
−

∂σ
1
k

k

∂λα

)
(λγ − λα) +

∑
γ,ξ,α

∂2σ
1
k

k

∂λα∂λξ
·
∂ρTγγ̄
∂z̄α

·
∂ρT

ξξ̄

∂zα
.

由函数 σ
1
k

k 的凸性, 上述等式右边的第二项和第三项是非正定的 (见文献 [21]). 所以有

∑
α

∂σ
1
k

k

∂λα
· ∂2ST

∂zα∂z̄α
> 0. (4.9)

又因为 σ
1
k

k 是单调的, 由强极值原理, 有 ST ≡ C. 根据文献 [20]中定理 1.1的结果, 得到 (ξ, η,Φ, g) 必

定是横截 Kähler-Einstein 的, 或者是 η-Einstein 的. 2
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Energy functionals and canonical metrics in Sasakian geometry

WANG Yue & ZHANG Xi

Abstract In this paper, we introduce Ek functionals in Sasakian geometry, and deduce their Euler-Lagrange

equations. Then, we prove the uniqueness results for critical metrics of these functionals. We also obtain some

uniqueness results for Sasakian metrics with constantly transverse σk curvature.
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