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摘 要

本文给 了一个求解变系数椭圆型方程的无 限元方法
.

在解具有奇性时可获得很

准确的奇性数值解
,

而且计算量小
,

不需要事先知道方程解的奇性阶及特解的解析表

达式
.

最后殆了一个数值例子
,

将它与有 限元方法做 了比狡
.

关键词 : 无限元方法
,

椭圆型方程
,

奇性
,

内边界

自从无限元方法问世以来
,

它已应用到很多椭圆型问题上
.

首先有 L aP l a c e 方程 以,及线

性弹性问题
〔习 ,

后来又有 s t o k e s 方程 〔3 ,
, ` ,及 H e lm h o l : z 方程

L4
,
5 ,等

.

当这些方程的解在某些点

具有奇性
,

或者在无界区域上求解时
,

用无限元方法都可 以得到很准确的解
.

与求解同类问题

的其他方法比较
,

它有一个优点
: 在求解时

,

不需要知道方程的特解的解析表达式
.

因此
,

当

特解十分复杂
,

很难写出解析表达式时
,

它就显得特别有效
.

以前的无限元方法有一个局限性
,

它强烈地依赖于方程的一个性质
:
在取定一个比例因

子后
,

作 自变量的相似变换
,

则方程不变
.

这样
,

对于变系数问题
,

或者方程有一些低阶项时
,

应用无限元方法就有困难
,

至少不能把无限阶代数方程精确地归结为一个有限阶问题
.

文献

〔4 1中处理的 H e lm h ol t : 方程是一个例外
,

但那里的方法依赖于解对于一个参数的解析性
,

不

易推广
,

计算时也不如原方法那样简洁
.

本文的 目的是给出一个无限元方法
,

它可用于一般的

椭圆型方程
.

虽然我们在叙述时以一个二阶线性 方 程 的

iD
r ic hl e t 边值问题为例

,

但是这个方法也可以用于高阶方

程
.

在求解非线性问题时
,

每一步逼近只要是解一个线性

司题
,

也可以用本方法
.

本方法还有希望推广到求解发展

型方程上去
.

线把它分割为有限个多边形子区域

一
、

解 的 奇 性

我们以一个凹角及内边界问题为冽
,

以 x 记平面 R
,

上

的点
,

设 。 是 R ,

上一个多边形区域
.

在 。 中又有有限条折

口 , ,

l 一 l
,

…
, L (图 z )

.

设 a 、 , (二 )
, 1 毛 i ,

i ( z ,

是
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.

1 ) 应隆安
、

魏万明
,

轴对称 S t o k e 。 流的无限 元逼近 ( 二 )
,

待发表
.



第 应隆安 :解椭圆型问题的无限元方法

C`

(口 )中函数
, 。 2 1

伽 ) ~ a ; 2

伽 )
,

满足椭圆型条件

艺
a ; , (二 )夸

、
夸, ) 。

l夸j
, , v 夸。砰

,

i
,

了= l

其中常数
a
> 0

,

设函数 风劝 在每一子区域 口 , 上取正的常数值
,

函数 a 。 (劝在口上有界
、

非

负
,

f ` 尸 ( 口 )
.

考虑如下变分问题
:
求

u 〔 HK口 )
,

使

!
。

(鑫
d “ 口夕

a i矛P
一二 ~ 一

~

不厂
-

O价 口芍

十一 )
、

一 !
。 ,· `一 V · 〔 H ; (“ ,

,

( 1
.

1 )

本文采用通常的 s ob ol ve 空间的记号
,

即以 尸 (口 )
,

川 ( 口 ) 记空间
,

以 }卜}}
,

记范数
.

由 aL
x -

M i l g r a m 定理容易证明问题 ( 1
.

1) 有唯一解
.

。 可 能在以下各种点上有奇性
:
内边界线交点

、

内边界线转折点
、

内边界线与区域边界

口口 的交点
、

边界 口口 上内角大于 、 的点
.

在这些点附近
,

解的一阶微商可能无界
.

以后我们

将这些点统称为奇点
.

关于上述问题解的奇性
,

如今理论已十分完整
.

但是为了下面求解的需要
,

我们用稍微不

同的形式进行叙述
.

人所共知
,

解 “ 在每一子区域 口 , 上满足方程

一

息最(
一 (` ,” ( 、

口“
X少万一 一 a 。 (二 )。 一 f (二 )

,

( 1
.

2 )

在边界 a 口 上满足条件

二
}
。 。

~ ( 1
.

3 )

在内边界上满足条件
“ 在内边界上连续

,

,

补
\

器
“ 内边界上连续

,

( 1
.

4 )

其中
。 ` 表示内边界上单位法 向量的分量

.

以 丫`
, m 一 l

,

…
,

M
,

表示奇点
,

我们以 口` 表示包含 x( ` 且不包含其他 奇点的一个邻

域
,

记 口*
~

定理 L

“
\ U 口叫

,

则有

u 在每一个 口 *

门口 ,
上属于 万 , ,

在 口`” 上
, 。

一 + 留
. , 。 衬 ,

( 口
“ , ,

一

肩念(
一 (一 ,“ (· ,

箭)
一 0 ,

,

满足方程

( 1
.

5 )

以及与 ( 1
.

3 )式相应的边界条件
.

tt, 在每一个 口 ` n 口
,
上属于 H

, .

证
.

我们用文献中的结果
.

在文献 6[ 〕中已证
“ 在 口* 门口 , 上属于 尸

.

下面在一个子

区域 口` 中讨论
.

由文献 〔6〕
,

只要适当取 彭` ,

就有一个一一的 C `

映射 F :x * y
,

将 口 , 映为 y平面上零

点的一个邻域
,

y ( x(
, ,
) 一 o

.

F 在除了 x( ` 点以外属于 口
,

而且二阶导数一致有界
.

每条

由 扩` 出发的内边界线与边界线都映为 y 平面上的直线
.

在此变换下
,

u( 抓力 ) 一
, ,

(刃 +

, ;

( , )
. , ; 〔 衬

, ,

是方程

一 v ( p (
x (梦) ) 7

, 1

) ~ o ( 1
.

6 )
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的 弱解
.

,
1

(刃在每个子区域上属于 尸
.

令 G : x
一

” y 为 F 在 x (叫 点的 F r ce he t 微商
,

则因为 ` 是线性映射
,

它也映上述内边界线与

边界线为直线
,

并 且在 y 一 。 处两族直线的斜率一致
,

于是这些直线重合
,

即映射 F 与 ` 将

口 ` , ’
n 夕

, 映为相同的子区域
.

由文献 〔6〕
,

变换 F 将方程 ( 1
.

2 )在边界线及内边界线上变为方程 ( 1
.

6 )
,

由于变换 ` 为上述

变换的线性主要部分
,

不难看出
,

它将方程 ( 1
.

5 )在整个区域上变为方程 ( 1
.

6 )
.

于是函数 , : 。 G

在 少
” ’ 上满足方程 ( 1

.

5)
.

因为 哟
。 F 在每个子区域上都属于 尸

,

为证明本定理
,

我们只要证

明
,

在每个子区域上 约 。 F 一 : ,: 。 G 也属于牙 就够了
.

由文献 [ 6〕
,

在极坐标下
, 。 ,

是形如 ar 。 (乡) 的函数的有限和
,

其中
a < l

,

。 ( 日)是相应的

tS ur m
一

iL ou vi n e 问题的解
,

它是分段充分光滑的
.

又因为
, : 〔 lH

,

所 以
。 > 0

.

我们计算二

阶微商

口2 , _
,

一二万一 t, :又卢 仁劣 ) ) ~
` a 芍

d
Zy决

口x i
d句

口
2

a x i
口x ,

, t

( G (劣 ) ) 一

买念
丁会

一

会
十

军会
万爵翁老

一

会
,

其中 y ~ F (幻
, z 一 G 咬劝

.

由 F 的光滑性

, , 一 `簇 ` · ’ ,

{黔
一

g升{“
一

再利用 。 :

的表达式得

口
2夕 l

d y , 口y
z

、 。 , 一
2 ,

{夕丛一 {、
。 ; 4一 :

1 d z * d z z {

}
_

” , “ ;

一 ” , , ;

1 d y受d y z d z 女口2 2
毛 C ; a一 ,

Jy 一 : J
。

于是

口2 , 。 / 、 、

口
, , _ , 、 、

】

石牙历不
“ ` \ r 又x , ’ 一 丽瓦

“ `又。 又劣
川 气 C r ` 一’

它属于 乙 2 .

定理证毕
.

二
、

无 限 元 方 法

本节叙述求问题 ( 1
.

1) 数值解的无限元方法
.

以线性三角形单元为例
.

取每一个奇点的

邻域 口 , ’ 为多边形
,

并且 口、 关于 x( , 点是星形的
,

即联结 口 ` ’

内每一点与 x( 、 的直线段都

整个地在 口 , ’ 内
.

以 口口
” ’
记 口 、 的边界

.

在 口 、 中
,

按照定理 l 的启发
,

作两种剖分
.

其

一为无限元剖分
,

它给出方程 ( 1
.

匀的解
。

一个近似 (图 “ )
.

在 “ `
一
叭 日 穿 `

的一个近似
,

其二为通常的有限元剖分
,

它给出 。 的

上作通常的有限元剖分
.

我们要求这些剖分互相协
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刘分是正规的
.

以 y。 ,

一
,

八
,

… 记各多边形上节点值作成的向量
,

则利用方程
,

当 y。 给定以后
,

八
,

… 都被它唯一确定
.

在计算中
,

起关键作用的是两个矩阵一个是组合刚度矩阵

对称半正定的
,

当 y。 给定后
,

在 口 , ’
上的

“

应变能
”

就是

是转移矩阵 x ,

它的作用表现在如下关系式中
:

y * ~ X 乏y。 ,

友一 l
,

2
, ·

合
, 了̀

·
y0

,

其中 T 表示转置
·

叭
,

…
,

K
: ,

它是

另一个

( 2
.

1 )

已有很多工作研究了 K
:

与 X 的求法
,

读者可 以参看文献 〔2
,

7
,

8]
.

对于 穿`
,

我们作两个 lH (口
, ,
) 的有限维子空间 V ` ” ` )

与 w “
,

V( ` 对应于无限元剖

分
,

其中节点值 y
。

为任意
,

入
,

友~ 1
,

2
,

…
,

由 ( 2
.

1) 式确定
,

评叫 是对应于有限元剖分的常规

有限元子空间
.

在区域 夕*

上也作有限元子空间 U 水
.

最后
,

我们作 峨 ( 。 ) 的有限维子空间 U 。 ,

当
u 〔 U * ,

则 、 在 口 *

上的限制属于 U * ,

在 口 `切 , 上
, “ ~

。
十 留

, 。 〔 V `加 , , 。 〔 W`m , .

无限元解 , 、 〔 U 。 满足

( /石 口。 。

口。
.

\
, f , J 、 , _ , , , , 。 、

} (又
a 、 ,户兰丝攀 + a o u 、 ,

) d
x 一 丁

。
f
o d x ,

V 。 。 U 、 .

( 2
·

2 )
J 。 \乍

1
`

“ 口x ,

口x ,
一 一

/

容易证明
,

它也有唯一解
.

下面证明无限元方法的收敛性
.

为此
,

引进加权的 S ob ol ve 空间
.

令

乙( 劣 ) 一 n l x 一 x “̀ , !
.

空间 “ , `口 ,
( 口 ) (

, < 2 ) 的定义为

。 ,
:

2
一 `” 2

一“ ·

{
` ”

< + OO

}
,

习é+{
· ; . ,· !}

2 (

一 l
}}· }:{

,

·

一 } 己
2 0

1
, 、 . . 一

一
乙` J l 月 为 ~ 月 } ’

a + 月= 2 { 口 x ` 口 x 2 .

设有一族剖分
,

它们的单元最大直径 h 趋于零
,

并且区域 口叫 与剖分无关
.

分是正规的
,

即所有单元内角有公共下界 日。
> 0

.

以 c 记通用常数
,

则有

定理 2
.

在上述假设条件下
,

无限元解的误差有如下估计
:

{1
“ 一 u 。 11

;
.

。 毛 C h {{f }】
。 .

0 .

证
.

首先我们证明
,

对于问题 ( 1
.

1) 的解
u ,

存在 二 ` ( 0
,

2 )
,

使

{}u l{
2( 。 、 , 。

毛 C 11f }1
。

.
; ,

我们假设剖

( 2
.

3 )

( 2
.

4 )
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并且在每个区域 口`
.

丘
,

由定理 1确 定的函数 阳 满足

{}̀ }{
2

, 。 “ , , n 。 , ( C }{f {{
。 ,

。 .

( 2 5 )

先证明 ( 2 4 )式
.

由文献 [ 6 ]
, , 一 。 ,

+ , 1 ,

其中 。 ;

满足

}}。
;

}{
2

.

。 , 成 C {{f }}
。 .

。 ,

( 2
.

6 )

因此我们只要估计
, : .

按文献 [6 ]
, , ,

属于一有限维空间
,

并且

}}L , , }}
。 ,

。 成 C }}了{1
0

.

。 ,

( 2
.

7 )

其中 L 是由问题 ( 1
.

1) 确定的二阶椭圆型算子
.

在每一个奇点处
, , t

的二阶导数有奇性阶

!
x 一 x( , , }

“ 一 ` ,

因此只要取 0 <
。 < 、

,

就有
。 , 〔 尸

“” ’

( 。 )
.

又
,

有限维空间上范数皆等价
,

所

以从 ( 2
.

7 )式得

}} ,
,

】!
2 (。 ) 二 成 C l! f {}

。
.

0 .

( 2
.

8 )

于是 ( 2
.

4 )式已经得到了证明
.

我们再证明 ( 2
.

匀式
.

由定理 l , 留 由两部分组成
,

其中一部分

为 留 : ,

它的估计已由 ( 2
.

6 )式给出
,

另一部分为
。 , “ F 一 价。 G

,

由 ( 2
.

5) 式得

,},
l o F 一 。 l o G !{

。 .

。 ( , ,

毛 C !1,
t
}}
2 (。 )

,

。 毛 C }]f l{
。 , 。 。

但
, 1

属于有限维空间
,

由有限维空间上范数的等价性即得

!1,
; o F 一 , : o

G I}
2
,

。 “̀ 。。 。 , 簇 C ilf ll
。 .

0 .

( 2
.

5) 式也已经得到了证明
.

我们在 平“ 中作 u, 的插值函数 u, , ,

则有 9[]

}] , 一 留川
: , 、 (. ,门。 ,

成 c h }} , }!
2
,

、 ( , ,
`

; , .

( 2
·

9 )

再在 。穿` 上作
。
的插值函数

,

得到一个节点值向量 y
。 ,

然后利用 ( 2
.

1) 式确定 八
,

于是可得一

函数
, , 〔 V( `

.

在文献 [ 10] 中已经证明

}}t, 一 t,
川

, 。 ` , 、

钱 C h l}。 {}
2 (。 )

. 。 、` , 。

( 2
.

10 )

令
“ ,

一 , , 十 哟
.

在 口 *

上也作插值 函数
。 , ,

也有

}1“ 一 , 川
卜 、 ,

( C h }t。 }】2
,

。 * 。

( 2
.

1 1 )

不难看出
, u ; 〔 u 。 ,

由 ( 2
.

4 )
,

( 2
.

5 )
,

( 2
.

9 )一 ( 2
.

1 1 )式得

}!。 一 。川
1

. 、
毛 C h j! f l}

。 .

。 。

( 2
.

1 2 )

无限元方法的抽象误差估计与有限元方法一样
〔91

}l , 一 u 、 }}
:

,

。 簇 C 川 f }}“ 一 , {}
, . 。 。

( 2
.

13 )
, 贬U 几

合并 ( 2
.

1 2 )
,

( 2
.

1 3 )式即得 ( 2
.

3 )式
.

证毕
.

对于 zL 模
,

还有如下估计
:

定理 3
.

在定理 2 的条件下
,

有

}{“ 一 , 、 !1
。

, 。
成 C h ,

}】f }1。
,

。 。

( 2
.

1 4 )

它的证明方法是经典的对偶分析
汇9] ,

并且利用估计式 ( 2
.

4 )
,

( 2
.

, )
,

此处从略
.

三
、

刚度矩阵的计算

在求解 ( 2
.

2 )式时
,

一般需要计算一些数值积分
.

有些被积函数不是光滑的
,

甚至不是连

续的
,

在奇点附近还是无界的
.

因此
,

能否准确地计算这些积分
,

是无限元方法的一个重要间

题
。
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为叙述方便
,

我们仅讨论 ( 2
.

2 )式的主要部分

( 石
一

加 加
·

J
。 `· ,

启
“ ` ,尸

瓦瓦
“ x ’

u , 夕 ( V (娜 ) + W ( , )

它又可 以分解为四种情况
:

(
a
)

“ 〔 V ` , , , , 〔 V “ , ;

(
。
)

“ 〔 W ( , , , t, 〔 v “̀ , ;

我们逐一说明它们的计算方法
.

( b )
“ 。 F ` , ) ,

( d )
“ 〔 W` “ ,

夕 〔 W ( , )

沙 〔 W ( , )

对于 (
a
)

,

可 以写成

口 ( . ) 艺
a ` ,

正
,

护= l

(
二 ( , )

) , 李粤
J : 十

o x ` o x 步
口 ( . )艺 (

a ; , (` ) 一
。 ; , (

: (· ,
) ) ,李擎 *

,

o x ` o x i

其中第一项就是组合刚度矩阵 K
: ,

它的计算方法是已知的
.

第二项中有一个因 子 内 i恤 ) 一

。 `
尺x( , ’

)
,

它使被积函数在 。 ` , ’ 上有界
.

可 以用通常的数值积分公式
.

对于 ( b)
,

由于 , 〔 W
(` ,

可 以按有限元剖分的单元逐一计算
,

以 K 记一个单元
,

则 由 rG
e e n

公式得

石
_

。 u a ,

_

2
」 a矛护P 下一 下一 a x

K 石歹马 o x ` o x 户

一 !
二

鑫
其中我们利用了 ,

,

器
均为常值

·

。 a ; ;
a , , .

( 石
_

。 , ,

.

下 一 P “ 下一 a x 十 } Z
J a i夕P “ n i 下一 a s -

a x ` o x 矛 J d K 注,

了匀 U x 护

右端两个积分的被积函数都是连续有界的
,

可 以用通常

的数值积分公式
.

(
c
)与 ( b )是一样的

,

由对称性
,

可 以不计算
.

( d) 就是通常的有限元方法的

刚度矩阵计算
.

计算单元刚度矩阵时
,

因为 iaj 是光滑的
,

区域形状也很简单
,

用少许几个点

即可得很精确的结果
.

四
、

数 值 例 子

我们在一个 L 形区域上 (图 3 )求下列边值问题的数值解 :

一 v (
a (劣 ) 7 u

) ~ f
,

u 】。 。 ~ 9
.

以 (一“ ,̀ 己极坐标
,

取
· ( · ) 一 ` +

普
,

则 一 v (
·
( 0 , 7 ,

一
△

·

再取

一
,

S ·̀

普
” 十

「 厂厂厂议议 ///
///// \
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音
/ ,X ,

,

其中第一项是 L · p h C · 方程的一个奇性解
,

它在零点的邻边上等于零
,

当 r
一 。 ,

它的

微 商与
; 一会同阶

.

第二项是我们有意识地添加上去的
,

使 “ 不是 L a p l a c 。 方程的解
.

这时

1 三 4乡 r z
/二

r Z 、 x毕x 号
I 一 一一

r , c o s

一 一 一 1 1 十 一 J一 一
。

6 3 4 \ 8 / 8

由对称性
,

只需计算 口 的一半
.

我们作无限元与有限元两套网格如图 4 ,

其中取 夸~ 0
.

7
.

我们在 SX 一 3 86 微机上进行了计算
,

得 到无限元解为 (按节点顺序 )
:

0
,

0
.

1 7 9 6 , 0
.

3 8 3 8 , 0
.

3 8 2 2 , 0
.

4 4 4 0
,

0
.

5 5 0多
,

0
.

7 0 5 2
,

O
,

0 , 0
,

0
.

1 79 3
,

0
.

弓7 1 2
,

0
.

3 73 9
,

0
.

4 2 0 0 , 0
.

, 3 3 3 ,

0
.

6 7 9 7
,

0
.

1 9 0 0 , 0
.

2 5 6 2
,

0
.

4 0 1 8

把两套网 格上的解迭加以后
,

在 1 7
,

1 8
,

19 三点与精确解比较
,

误差为 (精确解减近似解 ) :

0
.

0 0 1 8 , 0
.

0 04 6
,

一 0
,

0 1 7 3

精确
ha

变化区间为

{
0

,

2` 十

剖
一 〔”

,

`
·

, 8` 9 ,
·

将最大误差与最大模比
,

相对误差仅 `
·

2 %

左右
.

在误差最大的第 19 节点处
,

精确解为 2一告十
一

上 * 0
.

80 1 5
,

局部的相对误差也仅 2外
12 8

左右
.

注意到我们计算时仅用了 扮 个节点
,

这个精度是很高的
.

在计算数值积分时
,

用梯形公式逐次加密的办法
,

控制误差为 10 一
` ,

控制迭代次数为 7 次
.

这样
,

仍然有一些积分的误差没有达到 l 。一 ` ,

最大的误差为 1
,

89 x lo
一 , .

如果数值积分的计

算进一步精涌化
,

解的精度还可 望进一步提高
.

为了作出对比
,

用图 4 的有限元网格同时作了计算
.

由于解有奇性
,

网格又十分粗
,

在 1 7
,

18
,

19 三点的误差很大
,

甚至达到与解同样的数量级
,

分别为

一 0
t

1 18 8
,

一 0
.

J l l 6
,

一 0
.

0 0 2 5 1
。

最大的相对误差达 62 多
.

按相对误差比较
,

无限元方法在这三点上的精度约为有限元方法的

3 1 倍
·
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