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摘要  力学性能失配较大的多层结构自高温状态冷却收缩时会积聚很大的应力, 其应力失稳
模式可表现为多种有序的应力花样, 可用于微纳米结构的自组装, 其中支撑面的几何结构对其
上的应力分布点阵具有决定性的影响. 本文介绍了在球形和圆盘形内核/壳层上通过应力工程
形成的三角铺排和菲波纳契螺旋花样, 探讨了以相互排斥粒子的最小能量构型为模型的特征
应力花样与其支撑结构的几何之间关系的普适性, 并将此模型用于解释自然界中花叶序的多
样性与特征不变性. 
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薄板、薄壳体在负载作用下或因其他原因会在体

内形成应力, 且当内应力超过临界应力后, 原有的结
构不再稳定 , 原来平整的平板或壳体会发生屈曲
(buckling)形变 . 应力引起的屈曲现象广泛存在 , 并
且得到了大量研究[1]. 人们很早就发现, 屈曲形变在
特殊的几何结构和边界条件下会产生高度有序结构.  

如何实现给定花样、高度有序、形状尺寸均一的

微纳米结构的生长, 是纳米科技中的一大重要问题. 
科学家们想尽各种方法要实现此目的 , 薄膜发生屈
曲形变最终可形成有序褶皱花样的性质便引起了此

领域研究人员的关注 . 最近的大量研究证实了沉积
在软弹性衬底上的硬质薄膜在收缩应力作用下自发

形成有序屈曲花样的可行性 , 并且发展了一些方法
来控制所形成的有序花样[2~9]. Bowden等人发现, 当
一层金属薄膜沉积在厚的人造橡胶PDMS弹性基底
上时 , 两者之间大的热膨胀系数差异导致体系在降
温时产生等双轴应力. 当到达某一临界温度时, 薄膜
发生弹性屈曲形变; 进一步冷却, 屈曲幅度增大, 但
屈曲模式的波长不变. 在此过程中, 薄膜仍保持附着
在基底上[2]. 类似的现象也可在表面经过氧化[3]或修

饰[5]的薄膜中看到. 研究表明只要基底是平面的, 最
常出现的褶皱结构是折线型的迷宫结构[10]或鲱鱼骨

状结构 [11,12]. 除了通过形成有序结构作为模板应用
于器件的制造外 [13,14], 这种在压应力下形成褶皱的
性质还可应用于可伸缩性的结构互联 [15,16], 以及材
料力学性质的测量[17].  

已有大量的实验及理论工作研究这种弹性衬底

上束缚硬质薄膜体系屈曲褶皱的形成机制 , 以及如
何去操控使其形成高度有序结构的问题 . 通过选择
性地处理基底, 如改变基底表面的弹性模量[5]、拓扑

结构[2]或添加钉扎等方法, 使基底得以实施不同的约
束, 薄膜的屈曲模式将表现出更多奇特的结构[18]. 理
论计算表明, 当平面膜受到等双轴压应力时, 在众多
模式中, 鲱鱼骨型屈曲模式具有最小的应变能 [11,12], 
而迷宫型模式则依赖于各向异性的薄膜应力 [19~21]. 
实验上, 在一些无机体系中已获得了这些不同结构[2], 
这就表明可以通过控制在膜-基底体系形成不同取向
的压应力, 从而获得不同的屈曲结构. 关于褶皱形成
问题, 已有一般性的理论讨论[6,22].  

然而 , 之前的大量研究主要集中在平面几何结
构上的屈曲形变 , 而基底曲率对褶皱结构的影响则
鲜有涉及 . 薄壳体的屈曲形变对壳体的曲率高度敏
感 [23,24]. 就我们所知 , 弯曲基底上薄膜自发屈曲驱
动自组装的问题尚没有人研究 . 基底曲率对屈曲花
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样如何影响 , 以及在增加薄膜应力时结构如何演化
等问题都还不清楚 . 另外 , 封闭表面上的屈曲行为
也不同于带有自由边界表面上的行为 , 因为两者的
拓扑是不同的: 如球面这样的 2维闭合表面, 其亏格
数是 0; 而带自由边界的表面不论是平面还是曲面, 
亏格数都是 1. 因此, 在球面上的屈曲花样将显示一
些主要受拓扑约束的结果 . 除球面外 , 其他形式的
曲面上应力的分布形式如何? 菲波纳契花样为何频
繁地在大自然中出现 , 且支撑表面只需约是一锥形
表面? 对这些问题的研究将有利于我们理解在植物
花托、胶体团簇以及液滴等弯曲表面上的花样形成

机制.  
本文配合数值模拟 , 通过应力工程实验研究具

有球形、帽形和锥面外观的内核/壳层微结构上的应
力点阵花样 , 研究不同形状的曲面结构对应力分布
花样的影响以求找出几何结构同其上应力点阵之间

普适性的关系 , 并籍此增进对植物体上花叶序形成
机制的理解.  

1  内核/壳层微结构的实验制备与球形结构
上屈曲模式的计算模拟 
1.1  制备方法 

通过高温热蒸发法制备 Ag 内核/SiO2 壳层微结

构以研究曲面双层结构的应力分布点阵花样 . 盛有
高纯 SiO 与 Ag2O 粉末混合物的 Al2O3坩埚置于封闭

的反应腔内, 反应腔首先被抽真空到气压小于 10 Pa, 
接着冲入 90% Ar+10% H2的混合气体至压强为 3×104 
Pa. 取条状 Al2O3衬底置于蒸发表面上方约 1.0 cm处
以接收蒸发产物. 首先, 加热坩埚至 1535 K, 并将衬
底温度保持在约 1270 K, 这一温度刚好高于 Ag的熔
点(1234.8 K)而远低于 SiO2的熔点(1996 K), 这样有
利于通过偏析过程形成 Ag 内核/SiO2壳层的微结构. 
蒸发物在到达衬底前可形成半径为 1.0~50 μm的小液
滴. 因为 SiO2和 Ag的互溶度低, SiO2析出到达表面, 
小液滴最终形成 Ag内核/SiO2壳层的结构, 即在相对
柔软的  Ag 内核外面均匀地包覆一层厚度约 150 
nm(通过扫描电子显微镜观测一些破裂的核壳结构所
得)的 SiO2膜. SiO2膜的厚度可通过调节混合粉末前

驱物的组分来控制. 保持系统在以上给定温度约 15 
min(可调节), 之后使系统以约 4~5 K/s 的速度降温
(过快的降温速度会使球壳破裂). 那些刚到达衬底的
内核 /壳层微结构可能因收缩出现应力的点阵分布 . 

在降温环节 , 残余的蒸发物会在应力点阵上选择性
地聚集, 从而达到修饰的效果. 利用扫描电子显微镜
(工作电压为 5.0 kV), 观察微结构表面上可能形成的
应力点阵结构. 由于电子显微镜具有较多的景深, 所
以我们可以看到弯曲表面上清晰的起伏结构 , 并且
通过扫描电子显微镜自带的能量色散  X-射线谱仪可
确定所形成的微结构料的化学成分.  

1.2  球形结构上屈曲模式的计算模拟 

对于半径为  R 的软弹性球形基底 , 设其杨氏模
量为 Es, 泊松比为νs; 其上沉积一层厚度为 h的均匀
硬质薄膜, 其杨氏模量为 Ε, 泊松比为 ν. 此外, 膜
(壳层)与基底(内核)的热膨胀系数分别为α和αs, 且
αs>α. 这里需强调的是, R和 h是几何量而其他参数
则是材料本身的性质. 当温度降低ΔT 时, 基底收缩
将在界面处施加径向应力 . 由于界面处应力与应变
的连续性 , 根据弹性理论 , 膜中切向压应力可解析
地求得:  
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当R/h→∞时, (1)式将退化为已知的半无限大基
底上平面膜内的应力关系式[11]: 

 f s( / ) ( ) /(1 ).R h E Tσ σ α α∞→ ∞ ≡ = − Δ −ν  (2) 

模型计算采用如下数值: E=75 GPa, ν=0.17, α = 
5×10−6/K, Es=25 GPa, νs=0.37, αs=115×10−6/K, h=150 
nm. 这些数值与下文实验中所采用的 Ag 内核/SiO2

壳层体系相符. 由(1)式可知, σf/σ∞随 R/h非线性增长, 
当 R/h超过 50时, σf/σ∞接近于 1, 此时, 薄膜内应力
对基底曲率的变化相对不敏感.  

我们用有限元法对模型进行数值模拟 , 根据上
面给定的几何参数及材料属性研究薄膜屈曲行为随R, 
h和ΔT的变化. 假定体系具有理想的热导, 系统具有
均匀温度 , 并且在所考虑的温度范围内材料属性不
变[25]. 在薄膜发生屈曲形变前, 由有限元法计算所得
应力与(1)式计算所得结果符合很好, 这也证实了数
值方法的有效性.  

从量纲分析可知, 无量纲化的基底曲率半径R/h, 
才是此问题中的几何控制参量 : 尽管  h 同样是变量 , 
但只要R/h确定, 本文中所有的结论就完全相同. 给定
R/h, 随着ΔT增加, 膜中名义应力σf按(1)式连续增强, 
直到达到临界应力σc时膜开始发生屈曲形变, 此时切
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应力被部分释放. 之后, 继续增加ΔT, 屈曲幅度增加, 
变形花样朝总应变能减小的趋势演化. 当材料参数确
定, 可得到一组随无量纲化基底曲率和名义应力变化
的屈曲花样的. 图  1 中, 白色显示凸凹衬度的屈曲花
样, 各球半径已做调整以显示成相同大小(在黑白显
示模式中黑区意味着该处径向位移要小于某一设定

值). 计算过程中为了诱发屈曲变形, 在开始时引入了
小的随机扰动. 尽管这样做会影响刚超出临界应力时
的屈曲形变过程, 但这并不影响σc的值, 也不影响最
终稳定的褶皱花样, 因为这二者是由整个系统的应变
能决定的, 而对初始的扰动并不敏感[11].  
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图 1  内核/壳层模型结构上的屈曲花样随结构参数和应力

水平变化的图集 
横轴为无量纲化的基底曲率半径, 纵轴为无量纲化的名义应力 

 
在基底曲率相对大的情况下, 当膜内名义应力刚

超出临界应力σc时, 凹坑型(即非连续的、点状的)屈曲
构型出现, 且当σf /σc>1.05 后, 凹坑的集合形成三角
铺排花样. 由于这些凹坑是由凸曲面变形形成, 所以
涉及到弯曲能和拉伸能, 其中后者占主要部分. 继续
增加应力(实验上为继续冷却实验体系), 变形幅度增
加. 为了减小拉伸能量, 一些相邻的凹坑可能合并形
成椭圆形凹坑. 一般而言, 对于大的基底曲率, 凹坑
型屈曲构型总是出现. 对于 R/h = 20~40, 当σf刚超出

σc 时, 总是先出现三角铺排花样的凹坑屈曲模式, 而
进一步增加应力时则外层薄膜被进一步挤压, 小凹坑
合并, 最终体系形成类似迷宫形的褶皱花样. 这些迷
宫褶皱的细部仍随σf /σc变化以减小系统总的应变能.  

对较大的球形结构, 当膜中应力超过临界值时立
刻就会形成迷宫形褶皱花样, 继续增大应力, 薄膜褶

皱仍采取此类构型. 这也符合平面膜(R/h→∞)上总是
出现迷宫形褶皱的事实(对比鲱鱼骨式花样)[19~21]. 因
此, 当σf /σc和R/h都小时, 薄膜屈曲形变会形成三角形
排列的凹坑花样; 否则, 主要是形成迷宫形花样. 在
此模型中, 图  1 所划的线条代表区分这两类褶皱构型

的参数值. 可见, 在三角铺排花样和类迷宫式花样之
间表现出某种相变行为.  

描述屈曲行为的两个重要特征值是屈曲花样的

波长和临界应力. 波长Lc由相邻凹坑底部之间距离的

平均值来表征. 给定R/h, 尽管屈曲花样随σf /σc变化, 
但波长未变. 在图 2中画出Lc/R与R/h的关系, 可见  Lc 

的值随球半径增大而增大, 函数关系符合指数规律, 
Lc/R=a(R/h)b, 在所计算的材料及球体的尺寸范围内, 
a = 3.0, b = −0.8. 在R/h→∞时, 半无限大基底上平面
薄膜的屈曲模式的波长为[11] 

  (3) 2 2 1
c s s( / ) 2π [ / (1 ) /(1 )] .L R h h E E ν ν→ ∞ = − − / 3

这与图 2 中的结果符合得相当好. 由此可知, Lc

受基底曲率影响, 特别是当曲率较大的时候. 而对较
大的球体, Lc变得对 R/h相对不敏感.  

当R/h→∞时, 临界屈曲应力为[11] 

  (4) 0 2 1/3 2 2/
c s s[ /(1 )] [3 /(1 )] /4.E Eσ ν ν= − − 3

图 2中同样画出了归一化临界应力随 R/h变化的
关系. 在所取的范围内, σc/σc

0几乎随 R/h 线性变化. 
对于极限情况 R/h→∞, σc/σc

0将达到 1. 由此证明, 基
底曲率强烈影响临界屈曲应力的值.  

2  内核/壳层微结构上的应力点阵 
2.1  球形结构表面上的屈曲模式 

图  2 分别显示了一大一小两个球形表面上典型

的褶皱花样的扫描电子显微镜照片和有限元数值模

拟的结果 , 其中褶皱花样的形状与波长都符合得很
好, 证实了当基底曲率大时, 薄膜屈曲形变会优先排
成三角铺排形式的凹坑结构 , 而在大球上则易于形
成类迷宫式的褶皱结构.  

尽管已知一些其他表面不稳定性也是导致具有

应力的固体表面形成褶皱的因素 [26~29] , 但在此实验
中观察到如此幅度的褶皱确实是典型的薄膜屈曲模

式. 此外, 基于一阶近似, 平面基底上由表面扩散和
蒸发-凝结驱动的表面失稳而形成的最主要褶皱波长

分别是 24π /(3 )Eγ σ 和 22π /E .γ σ  对于SiO2, 表面能取
1.5 J/m2, 如果取应力σ = σf = σ∞ ((1)式), 则失稳模式 
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图 2  由 FEM所得的无量纲化的临界屈曲波长 Lc/R和临界屈曲应力与 R/h的函数关系 
左右两图分别显示 R=3.0 μm和 7.0 μm的 Ag核/SiO2壳微结构的实际 SEM照片与模拟的屈曲花样 

 
的波长约为 4.7 nm和 7.0 nm. 这两个数值远小于图 2
中所显示的微米量级的波长 , 由此可确认表面能的
影响在此实验中可忽略不计. 

以上通过数值计算和实验研究了基底曲率与膜

内应力对薄膜屈曲花样的影响. 虽然此研究基于 Ag
球基底/SiO2 膜体系, 但主要结果适用于其他类似的
沉积在软弹性衬底上的硬质薄膜体系 . 当基底曲率
改变或由于冷却导致的应力变化时 , 可观察到屈曲
花样的转变 . 在小的球体上倾向于发生三角形排布
的凹坑型薄膜屈曲形变(由强烈的曲率效应所致), 而
较大的球体膜表面主要形成迷宫形的褶皱 . 在小的
及中等尺度的球体同壳层组成的体系中 , 随着外层
薄膜内应力的增加 , 凹坑之间会发生合并以减小拉
伸能, 逐渐演化为迷宫形褶皱. 当基底半径小于 50
倍外层膜厚时 , 基底曲率强烈影响膜内的名义应力
及屈曲波长. 临界屈曲应力也强烈依赖于基底曲率, 
并在增大基底球核的曲率时显著减小 . 当球形内核
的尺寸变得很大时 , 所有数值的结果趋向于与束缚
在半无限大基底上的平面膜体系中求得的值 . 这种
通过改变基底曲率来控制薄膜屈曲形变花样的方法, 
显然在很多领域具有潜在的应用价值.  

在我们所考虑的内核/壳层体系中, 外层壳层中
应力小于临界应力时 , 由弹性理论及对称性可知壳
层内应力均匀分布 , 而一旦冷却过程在壳层内形成
的巨大应力超出临界应力时 , 小的应力扰动就会引
发壳体结构失稳, 原有连续的、凸的薄膜发生屈曲形
变, 一些部位下凹, 一些部位上翘, 此时形成的结构
中不同区域的应变不同 . 整个壳体内的应力发生重
排, 发生下凹的部位凹面处压缩更严重, 应力增大; 

而上翘区域凸面处相对原有的压应变减小 , 应力减
小. 这样, 前面所研究的球形基底上外层膜发生屈曲
形变后应力分布将分别表现为图  1 中的褶皱模式(白
色区域为应力集中区). 此时, 体系虽然从屈曲形变
前的只包括压应变能变为既包含压缩/拉伸能又包含
弯曲形变能, 但最终形成的结构总应变能最低, 为稳
定结构.  

2.2  球形基底上的应力点阵 

在球形基底外层膜上形成褶皱花样的实验研究

中, 我们发现了一些有意思的现象. 由于在实验过程
的降温环节, 接收蒸发物的衬底仍然处在坩埚内, 其
周围的残存气氛继续沉积 . 原沉积产物的表面性质
会影响这些残余气氛中原子及原子团的沉积行为 . 
初级内核/壳结构作为后续原子沉积的基底, 壳层内
应力分布的不均匀将改变壳层上晶核形成的势垒以

及随后在低过饱和度下表面原子迁移的扩散率 [30]. 
由此, 后续在初级内核/壳层结构表面上获得的凝聚
物(事实上, 同样是Ag核/SiO2 结构的小球)的分布则
再现了初级内核/壳层结构之外壳层内的应力分布花
样. 在如图 3 所示的扫描电子显微镜图像上, 我们观
察到在初级内核/壳层结构表面上由小球构成的点阵
排布花样. 图 3(a)~(c)所示为一些典型的直径 10 μm
左右的Ag内核/SiO2 壳层微结构. 整体结构具有近球
形的表面, 而大小、形状均匀的小球以三角铺排花样
排布其上, 显示后续沉积的产物在球形外表面上形成
了形状、尺寸较均一的微纳米自组装结构, 这为有序
微结构的大面积制造提供了一种新的方法. 小球状的
修饰物凸显了初级内核/壳层结构表面上的应力集中
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于点分布, 揭示了大应力下内核/壳层体系的最小能量
构型的应力分布方式 . 这与上文中球形基底薄膜在
σf/σc和R/h都小的条件下, 屈曲形变形成的应力集中
区以三角铺排方式排列的结果相一致. 值得注意的是, 
在图 3 中大球壳表面几乎看不到屈曲形变的情况, 这
些图揭示了另一种在大应力下膜中应力分布改变的方

式, 即由原来的应变呈均匀分布的状态转变为膜内应
变呈如图  3 修饰物(小球)所标示的点阵式有序分布, 即
应力集中区域呈三角铺排的花样排布, 而此时球形基
底外部包覆的薄膜并未发生高低起伏的屈曲形变. 这
样的应力分布同样使得体系总的应变能减小, 结构更
稳定. 这种大应力下结构由均匀应变层失稳形成不同
程度应变区域的长程有序排列的现象在表面重构、薄

膜异质外延中广泛存在[31~34].  
 

 
图 3  近似球形的 Ag内核/SiO2壳层微结构上应力驱动的

三角铺排花样 
(a)和(b)中都出现了七聚体形式的缺陷; 作为比较, (d)中显示 的是
植物 Succisa Pratensis Moench球形花头上小花的密堆积花样 

 
在Ag内核/SiO2壳层的体系中, 球形基底的几何

结构决定了壳层内应力分布的花样 , 体系应变能最
小的稳定构型为三角铺排花样. 但有限的、非平面的
几何约束为应力花样加入了更强的限制 . 由于空间
曲率的存在, 与平面上的完美三角铺排不同, 球面上
的三角铺排需引入五聚体或五边形形式的缺陷 , 当
然还有其他形式的缺陷存在 . 下文中将详述这种应
力释放方式中由于拓扑约束导致出现缺陷的问题 , 
以及消除这些缺陷的策略.  

2.3  锥形结构上的应力点阵—— 菲波纳契螺旋花样 

内核/壳层结构的表面形状可以通过调节其与衬

底的浸润情况来改变. 在短的蒸发时间内, 内核/壳
层直接与衬底 Al2O3 表面接触, 此时接触角小, 形成
的结构呈近似球形, 外表面为闭合的球面. 而在高温
下延长生长时间, 则会在衬底表面沉积一层 Ag 与
SiO2 的混合物, 这为内核/壳层微结构提供了很好的
浸润条件 .  在初级结构与衬底浸润的情况下 ,  将
Al2O3 衬底保持水平放置, 则在重力及表面张力的作
用下, 最终形成的曲面体具有轴对称性, 并且在近顶
点处可近似看作为旋转抛物面. 图 4中, 在初级内核/
壳层结构上标示最大应力位置的修饰性小球明显地

呈螺旋花样排列 . 我们可以很容易辨明这些小球排
列成菲波纳契螺旋花样(即既可以看成是一组顺时针
螺旋, 又可以看成是一组逆时针螺旋, 且螺旋的数目
必定为菲波纳契数列 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 
144…中相邻的两个数). 图 4中的菲波纳契花样是逆
时针螺旋数较少的一类, 可称为右手性的(也有文献
称这种情况为左手性的, 没有统一的规定), 分别标
记为 3×5, 5×8, 8×13和 13×21, 小球数目分别约为 40, 
126, 150和 290个. 此实验中只能得到这 4组螺旋结
构. 根据菲波纳契数列的性质可知, 下一组螺旋数列  

 

 
图 4  Ag核/SiO2壳微结构上形成的右手性的菲波那契 

螺旋花样 
(a) 3×5; (b) 5×8; (c) 8×13; (d) 13×21 
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是 21×34, 粗略地估算要求出现超过 700个应力积聚
点. 而这对于微米尺度的 Ag内核/SiO2壳层结构上是

不可能达到的 , 因为可以形成如此密集的积聚点的
应力早已大到使内核/壳层结构破裂的程度. 

菲波纳契螺旋花样既可形成左手性(大数表示的
螺旋沿逆时针方向盘旋), 又可形成右手性(大数表示
的螺旋沿顺时针方向盘旋), 就像在松果中显示的那
样[35]. 图 4中所有的 4组菲波纳契螺旋花样都是右手
性结构. 除了最后一个, 其他 3 个对应的左螺旋结构
也被制备出来(图  5). 从实验中, 我们并不能找到导
致某个应力点阵具有特定手性偏好的因素 . 在植物
形成的菲波纳契螺旋结构中 , 一般也认为手性是随
机发生的[3].  

 

 
图 5  Ag核/SiO2壳微结构上形成的左手性的菲波那契 

螺旋花样 
(a) 3×5; (b) 5×8; (c) 8×13 

 
而当初级内核/壳层结构的轴对称性发生破缺时, 

体系原有的高度规则排列花样将发生明显偏离 . 在
水平长条衬底的棱边处生长的一些内核/壳层结构显
示了这种偏离情况. 这些初级内核/壳层结构的表面
不再具有轴对称性 , 后续凝结形成的小球尽管仍然
可以排成螺旋结构 , 但与菲波纳契螺旋排列花样明
显不同, 表现为“X”形花样, 如图 6(a).  

3  基底几何结构对点阵花样形成的影响 
对于同一方程 , 在不同的边界条件下往往具有

不同的解. 同样, 在给定的规律下, 一个现象会由于
不同的几何约束表现出不同的花样 [5,6,36] . 对于所研 

 
图 6  非轴对称表面上歪曲了的螺旋花样 

(a) 倾斜 Ag核/SiO2壳层微结构表面上的应力花样; (b) 草莓表面
的“X”形花样 

 
究的曲面内应力分布问题 , 不同形状的约束曲面其
中应力分布形成的花样明显不同; 最重要的是, 在不
同拓扑性质的几何形状下所表现的花样具有特征性. 
球面、锥形面、非对称曲面的应力分布花样具有明显

不同的三角铺排、菲波纳契螺旋和“X”形花样. 这些不
同的花样形式在其他物理系统, 甚至在生命体系中同
样出现 . 相似的花样在不同体系中的大量出现显示
这些花样的形成具有某种普适性 , 同一普适类将形
成相同特征的花样 , 而对其中的一个典型系统进行
研究将揭示同一类中其他系统的性质.  

当Ag内核/SiO2壳层微结构呈现为近似球体时, 
其表面内应力分布为三角铺排形式, 但却不是平面上
的完美三角密堆积, 必然具有特定数量的五重近邻的
节点. 此类问题的原始模型为著名的Thomson问题[37], 
即完全相同的带电粒子在导体球表面的最小库仑势能

构型. 事实上, 我们的近似球形支撑体上的应力花样
与Thomson问题的数值解符合得很好, 可从如图 7所
示的节点数分别为N=46和N=140的实验结果与数值
解的比较看出来. 这显示匀质球表面作为最小弹性能
构型的应力分布可以模型化为相互排斥的全同粒子系

统, 虽然这两种情况下的相互作用差别很大. 尽管缺
少严格数学证明, 但在平面与球面上的最小能量构型
对不同的相互作用形式具有特征不变性(robustness), 
这一事实已被很多物理系统所证实[37~40], 如平面中的
二维电子气、超导体中的磁涡流以及大仙人掌中部的

刺丛, 尽管不同体系具有显著不同的势能形式以及所
发生相互作用的粒子数显著不同, 但所形成的三角密
堆积排布形式却是相同的.  

因为图 7中的三角铺排与图 4和 5中的菲波纳契
螺旋排布源于相同的实验 , 因此我们认为菲波纳契
螺旋也可以模型化为在锥形表面上相互排斥粒子的

能量最低构型. 正如实验中所见, 不同尺寸不同厚度
的锥形内核/壳层结构上都可形成应力驱动的菲波纳
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契螺旋 , 且对于基底的锥度以及完美程度并没有严
格要求 , 这也证实了菲波纳契螺旋花样对于锥形面
具有特征不变性, 就像三角格子对于平面, 三角铺排
对于球面的特征不变性一样. 这告诉我们, 对于以相
互排斥粒子的最小能量构型为模型的普适类 , 所形
成花样的特征是与其所处空间的几何结构相关的 , 
只要支撑体保持其几何特征 , 则所形成的花样排布
的特征就不变. 

Thompson[41]在其著作《生长与形态》(On Growth 
and Form)中曾作出论断: “细胞和组织、壳和骨骼、叶
子和花朵, 它们都是大千世界的一份子, 它们的组成微
粒同样遵循移动、塑性、整合的物理定律, 它们的形态
首先是数学问题, 它的生长更是基本的物理问题.” 有
机体系的形态与无机体纯物理定律支配下的形态结构

的大量相似性表明, 有关生物体的许多生长与形态发
生的现象, 尽管花样繁多, 但在本质上确实只是数学问
题和物理问题. 因此, 对无机体系的相似花样结构的研
究可揭示很多生命体系复杂问题的本质.  

在自然界中, 花托上的花样分布情况, 即如何有
序地在花托上安排小花朵、萼片以及种子等元素, 同
样依赖于花托的几何形貌[42,43]. 完美三角格子, 即六
角密堆积, 出现在大的平面上. 例如, 某些仙人掌中
部刺丛的排布就近似于完美的三角格子 . 在球形花
托上, 三角花样则具有一些五聚体或七聚体的缺陷, 
以满足凸多面体的Euler公式 . 值得注意的是 , 球形
花托上的生长单元一般是同步生长的 , 如蒲公英上
的小花. 而许多植物的花托具有圆盘或锥形表面, 并
且生长单元是依次从一个生长点长出 , 它们通常表
现出菲波纳契螺旋花样, 最常见的例子是向日葵、雏
菊以及菠萝. 对于向日葵, 其花样可以是 13×21直到
89×144. 当然, 自然界中的花样可能与上述花样有些
偏差 , 这要归咎于植物本身的向光性以及其他生长
条件所造成的花托不规则 . 这些引人入胜的排列花
样成为一个谜, 激励着人们对花序、叶序的研究, 并
提出了许多不同的形成机制猜想. 早期, 有人认为这
样符合充分利用空间的高效原理 , 也有人从审美的
角度考虑这些花样的排布. 但就科学家而言, 这种可
精确重复的现象背后必有基本的数学和物理原理 . 
1992 年, Douady和Couder[44]利用磁场中的铁磁流体

液滴运动体系成功地产生了菲波纳契螺旋 , 显示在
植物上形成菲波纳契螺旋花样很可能是一个动力学

自组织过程. 通过变形金属壳和金属环, 作为具有最

小弹性能的体系构型, Steele[45]也产生了一些类菲波

纳契螺旋的花样. 同时, 一再有文献阐述植物中包含
菲波纳契螺旋花样很可能源于减小体系总弹性能的

考虑[46~49]. 其中, 1948年Richards[50]就考虑了植物花

样与支撑体 (花托 )几何结构相关的可能 , 1977 年
Mitchison[51]重新强调了这种几何结构的影响.  

偏离轴对称性支撑上所形成的“X”形分布的应
力花样与成熟草莓表面上种子(瘦果)的排布形式极
相似(图 6). 事实上, 草莓正好演示了花托形状变化
导致其上种子分布花样变化的整个过程: 随着较软
的花托由盘状(类似向日葵的花盘)逐渐生长为青涩
的锥形体, 最后变为非对称的、成熟的浆果, 其上镶
嵌物排布花样也从小花的菲波纳契螺旋最终变为种

子的“X”形花样. 另外, 我们猜想在非匀质的力学系
统中, 只要考虑了局域力学常数后体系表现为锥形, 
即使在几何上为球形或柱形支撑体上也可实现呈菲

波纳契螺旋花样的分布. 对此, 我们还不能给出严格
证明, 甚至数值结果也要等待以后的研究. 此类涉及
曲面的问题极不易处理, 即使是更简单的 Thomson
问题, 自百年前提出以来至今也是进展缓慢. 幸运的
是, 自然界中存在很多有利的证据, 例如, 虽然蒲公
英及大丽花的花头都是近球形的 , 但蒲公英上同时
生长的种子形成三角铺排 , 而依次生长的大丽花的
小花却形成螺旋排布.  

我们认为, 这些植物体系中排列花样的问题与上
文所研究的应力分布花样属于同一普适类, 本质上是
相互排斥粒子形成体系的最小能量构型问题 . 生物
学研究发现, 最终形成小花、种子、鳞片、刺、叶片
等植物后续生长物是由花托上花原基(primodium)、叶
原基等发育形成, 对于相继形成的过程, 老原基对新
原基有抑制作用[52]. 1952年, Turing[53]将此物质称为

成形素, 它通过组织进行扩散, 以其分布形式来解释
植物形态形成的主要现象. 而物理学家Levitov[49]则

运用最小能量原理提出新的原基位点倾向于产生在

潜在能量消耗最小的位置这一新见解 . 而最近
Reinhardt[54]对生长素的研究表明 , 现有的叶原基影
响生长素的分布 , 而生长素在其集聚处促使新的叶
片形成. 这些研究都表明, 发育成小花或种子的原基
之间通过某种方式存在相互排斥作用 , 正是在这种
互相排斥作用下达到的最小能量状态决定了最终的

花样分布.  
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4  缺陷安排策略 
在平面上 , 全同球形粒子的最有效排布花样为

六角密排, 对应每一粒子周围有 6 个最近邻. 但是在
球面上这样的完美周期排布不能存在 , 必须引入最
近配位数不为 6 的缺陷. C60分子中碳原子排布及足

球表面多边形的排布都体现了这一原则: 除 20 个六
边形外 , 还存在  12 个五边形 . 这种特定的排布方式
对应于拓扑学中的 Euler-Poincaré 公式 V+F−E=2−2g
应用于球面的情况. Euler-Poincaré 公式描述在表面
上划分多边形网格时形成的面数(F)、边数(E)、顶点
数(V)之间的关系, 其中 g代表亏格数, 表示所描述的
面具有的空洞数或柄数. 平面对应亏格数 g＝1, 所以
有 V+F−E=0, 可对应完美的六角密排结构. 而在如球
面之类的闭合曲面(g = 0)上划分的多边形网格则必须
满足 Euler 公式 V+F−E=2, 足球表面的 12 个五边形
的存在保证了此拓扑关系. 在 Euler 公式中顶点和面
互为对偶关系, 一个五聚体(六聚体、七聚体)和一个
五边形(六边形、七边形)对铺排问题来说, 拓扑上是
等价的, 所以也可以说在球面上的铺排必须存在 12
个五聚体 . 这些五聚体的存在被看作是完美晶格中
引入的缺陷. 同样, 还可存在四聚体、七聚体等其他
破坏完美周期性的缺陷, 这种配位数不为 6的缺陷称
为向错(disclination), 每个向错点可由其配位数 c 与
对应平面完美排布的配位数 6之差 q(q=6−c)来表示, q
称为该缺陷的向错值. Euler 公式实际表明任意球面
上的三角铺排对应总向错值为 12. 12 的总向错值可
以由很多种方式组成 , 因此决定了球面上互斥粒子
的最小能量排布状态(可称为球面结晶态)并非如平
直空间一样简单.  

作为研究球面结晶态模型的Thomson问题已有
了一系列数值解 , 但由于其数值计算中所使用的全
局最小化算法很难保证所得结果对应的确实是全局

最小值而不是极小值 , 因此数值解往往需要实验结
果验证才能被确认正确 [38]. 球面上形成应力分布的
实验为我们提供了此类问题的实验解. 图 7(a)所示为
一个节点数很少的三角铺排 , 节点数按公式

28π
3

Rn
a

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

估计总共约为 46 个[38,55,56]. 面对读者的

显著位置不仅可见两个五聚体的缺陷 , 且这两个缺
陷共有一个边. 此种共边情况还可在不足 60 个原子

数的碳球中见到(如C50Cl10 以及更少原子数的碳球分

子), 这就推翻了早期人们认为的构造碳球必须满足
的孤立五边形定则 [57]. 而在应力点阵节点总数较多
时(约 200), 在球面三角铺排形成的花样中确实一般
只观察到 12个五聚体缺陷, 并且互相分离.  

 

 
图 7  球面上的三角铺排花样 

(a)和(b)为应力实验的结果 , (c)和(d)分别为带电粒子数N=46 和
N=140 时Thomson问题的数值解 [ 3 8 ] ;  缺陷出现的位置连成了 

Voronoi表示[58] 

 

尽管在封闭曲面上形成的应力结构中, 12 个五
聚体足以满足Euler公式, 但当球面上应力点阵节点
数增多时 , 系统为了达成最小能量构型将会产生额
外的缺陷以释放多余的应力, 其中包括产生五聚体-
七聚体链(五聚体、七聚体成对出现). 因为五聚体-七
聚体对的净向错值为零 , 所以球面上额外形成五聚
体-七聚体对并不违反Euler公式. 另外发现, 这些增
加的向错并非随机分散排布 , 而是易于在某一区域
聚集形成团簇或形成 5-7-5-7-5 链, 宛如在曲面上形
成一道晶界疤痕[55,59,60]. 图 8显示的是半径R≈7.0 μm
的内核/壳层结构表面形成的约含有 600 个节点的应
力点阵花样, 其中除了出现向错值为 1的五聚体和五
边形外 , 还出现了向错值为−1 的七聚体和七边形 . 
因为五边形和七边形分别和五聚体、七聚体的向错值

相同 , 所以他们间的相互替代并不改变整体的拓扑
特征. 不过, 在此应力分布花样中多边形的出现实际
是一假象, 多边形的中心仍然对应应力集中区域, 只
是在这些区域由于后期择优生长的原因未能形成有

效的修饰而已.  
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图 8  内核/壳层结构表面形成的应力点阵花样 

(a) 球表面约 600顶角的应力点阵粒子排布花样; (b) 应力点阵粒
子连线表示. 突出缺陷粒子的类型: M5, 五聚体; M7, 七聚体; G5, 
五边形; G7, 七边形. 可见额外产生的向错型缺陷呈五聚体-七聚 

体链状排布 
 
数值计算已发现 , 增加的缺陷倾向于聚集成链

状, 我们的应力实验确认了此规律. 当基底发生屈曲
变形, 形成大量的应力点阵粒子时, 在球面上总是出
现交错排布成链状的五聚体与七聚体. 图 8中应力粒
子数超过 600, 远高于Bausch等人 [38]提出的临界数. 
而图  9 更是显示了在大的应力作用下发生的屈曲形

变后曲面上形成的 5-7-5链和 5-7-5-7-5链. 虽然由于
较大的应力导致部分球壳被挤压破裂 , 但由大球半
径R≈7 μm和紧邻粒子间距a≈1.2 μm可估计在此表面
上实际只有约 400个应力积聚节点. 这是由于这个内
核/壳层结构有较厚的外壳所致.  

 

 
图 9  球表面上过大应力造成的应力点阵花样 
虽然总顶角数不过约为 400, 但已形成五聚体-七聚体链 

 

球形表面上的密排花样中出现向错是不可避免

的, 但这些缺陷却不利于实际应用, 尤其是在需要严
格规则排布的情况下 . 如在光学传感器阵列以及可
折叠电子器件中 , 缺陷的出现会严重影响器件的性
能 . 在闭合曲面上形成的应力点阵受支撑体几何结
构的限制, 因此其上向错缺陷的出现不可避免, 向错
是内禀缺陷 . 但实际应用的曲面往往对应的是边界
受束缚的部分曲面, 如图  10(a)所示的只有一半的外  

 
图 10  不完全 Ag内核/SiO2壳层表面上的完美三角铺排 

应力点阵 

 
层球壳 , 我们需要研究如何在这样的几何结构上获
得满足总体能量最小原则的应力分布点阵. 

尽管块体 SiO2 的熔点高达 1996 K, 但实验表明, 
当实验温度为 1535 K 时, 在气氛中通过原子聚集形
成凝聚的内核/壳层结构中 Ag内核固然是液态, 开始
时外层极薄的 SiO2 层同样表现出液态膜的性质. 若
由于某种原因(如重力以及与衬底的浸润等)内核/壳
层在接触点被刺破, 则在表面张力作用下, SiO2液膜

将向另一端收缩. 与此同时, 体系降温, 外层膜、内
核相继凝固; 继续降温, 外层壳在热应力下屈曲, 最
终形成符合体系最小能量构型的应力分布结构 . 在
这种非闭合曲面上 , 体系会自发地调节其应力分布
情况 , 使其中心区域仍然能排布成较规则的三角密
排 , 而将曲面由于空间曲率的引入所不可避免的缺
陷尽量在边界处安置. 这种应力自动调结的能力, 显
然有利于在弯曲表面上大面积制造微纳米周期有序

结构.  

5  结语及展望 

各种材料体系中产生的应力往往造成不利后果, 
如过大的应力会导致桥梁的断裂、建筑物的崩塌, 而
在微观世界中 , 应力会造成半导体结中电子的迁移
率高达几个数量级的变化. 但是, 应力同样可以被正
面合理应用以实现特定目的 . 薄膜在大应力下发生
屈曲形变形成褶皱 , 人们已可以通过一系列方法来
调节其最终形成的稳定结构 , 尤其是可以在此类系
统中形成微米及微米以下尺度波长的周期结构或其

他需要的有序结构 . 这些研究丰富了人们在微纳米
尺度上操纵材料的能力.  

同时薄膜形成褶皱的现象又广泛存在于日常生

活中, 如苹果放置时间较长后失水变干, 果皮发皱; 
再如皮肤出现皱纹的现象, 等等. 对于这些现象, 我
们需要研究清楚其形成机制 . 无机体系的研究为相
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关问题提供了很好的认识 . 在初始压缩下产生均匀
应变的薄膜在大应力下不再稳定 , 应变分布发生变
化: 或者通过壳层屈曲形变以释放应力, 或者可以在
不使膜发生屈曲形变的情况下 , 通过改变膜内区域
的应变分布形式形成周期性调节的应变区域分布 . 
总之, 变化后的系统总的应变能会降低. 膜内的应力
释放方式是与基底的几何结构相关的 . 平面基底上
的薄膜通过屈曲形成的褶皱总是形成迷宫形或鲱鱼

骨形的花样 , 这样既可以在各个方向发生压应力弛
豫, 又不至于像棋盘式褶皱那样形成大的拉伸能. 在
弯曲基底上 , 基底的曲率对外壳层的屈曲行为具有
强烈影响 , 其屈曲模式在大的基底曲率下应力分布
是三角铺排花样. 当基底从球面变形为锥形曲面时, 
膜内的应力分布则表现为菲波纳契螺旋 , 而曲面自
锥形失却了轴对称性时 , 对应的螺旋花样也发生了
扭曲 . 这种针对不同几何结构显示不同特征花样的
现象具有普适性 , 是以相互排斥粒子的最小能量构

型为模型的系统的普遍行为.  
相关问题的研究还可以向不同方向延伸. 例如, 

考虑瓜果都是结在梗上而其前端顶着花 , 瓜果的外
形一般可用旋转椭球面加以模型化 . 通过改变有效
皮厚(皮厚同尺寸的比)、形状因子(从球形到长条形)
和应力过载这三个控制因子, 则旋转椭球形内核/壳
层结构的屈曲模式可以再现大自然中南瓜、多种香瓜

的纹路以及丝瓜上的条纹状花纹(ridged pattern)和哈
密瓜上的网格纹(reticular pattern)[61],发现特定的纹路
出现在一定的参数空间的区域内 , 这为花叶序的力
学原理这一历史猜想提供了更强有力的证据. 当然, 
有关方向上还有许多悬而未决的问题, 例如, 什么因
素在生长初期诱发了特定的菲波纳契螺旋的手性? 
菲波纳契螺旋花样真的是锥面上全同粒子的最小能

量构型吗? 数学上如何证明? 这些问题已经在国际
上引起了广泛的兴趣 , 也许不久的将来人们就能得
到结论性的答案. 

注  本文基于以下相关研究成果: Appl Phys Lett, 2008, 93: 034108; Phys Rev Lett, 2008, 100: 036102; Appl Phys Lett, 2007, 
90: 164102; Science, 2005, 309: 909－911; Appl Phys Lett, 2004, 85: 3570－3571. 

致谢    本文涉及的应力花样的有限元计算得自同美国哥伦比亚大学陈曦博士的合作, 特此致谢！本文涉及的内容由中
国民用空间科学项目资助. 
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Stressed patterns on core/shell microstructures 
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Large stress develops in the interface of a mechanically mismatched core/shell microstructures that 
shrink due to cooling from high temperature, and the stress-driven buckling mode can manifest 
various ordered patterns. This procedure can be utilized beneficially for the self-assembly of micro- 
and nanostructures, and the geometry of the supporting surface plays a pivotal role in determining 
the stress patterns eventually available. In this review article, we present the fabrication of triangular 
tessellations and Fibonacci parastichous spirals on the spherical and disc-like core/shell micro-
structures via stress engineering, and make a brief discussion over the universality of the relation 
between the stressed patterns, modeled as least-energy configurations for mutually repulsive parti-
cles, and the geometry of the supporting surfaces. The rationale can be also applied to the explana-
tion of the variety and robustness of phyllotactic patterns in nature. 
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