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摘要    摄动法是求解弱非线性方程的经典定量方法之一, 而 Volterra 级数是一种可表征弱非线性系统

的经典数学模型. 研究表明, 对于受迫多项式非线性系统, 只有当其线性派生系统是阻尼耗散系统, 由

对系统输入进行小参数摄动求得的稳态输出响应才和由 Volterra 级数给出的解完全一致. 结论意味着: 

Volterra 级数并不能表示任意的多项式非线性系统, 而仅适合表征线性派生系统是阻尼耗散系统的多项

式非线性系统. 
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源于计算天体运动的摄动法最早由 Poisson 提出, 

它的基本思想就是在线性系统的解基础上加一个小

的摄动量来逼近非线性系统的解, 也称小参数法. 由

摄动法求得的解是一个关于小参数的渐近级数, 只

有当小参数很小时该级数才是收敛的, 因此, 摄动法

只适用于弱非线性系统. 并且, 用原始摄动法求解非

线性系统响应时, 如果其线性派生系统是保守系统

时, 可能会出现永期项, 从而导致解发散. 为了克服

该问题, 人们提出一些改进的摄动法[1], 如 L-P 法、多

尺度法和 KBM 法等. 如今, 摄动法广泛地应用于各

种领域的非线性问题求解, 如电子工程 [2]、机械工  

程[3]和流体力学[4]等.  

Volterra 级数是一种可表征非线性系统的数学模

型, 它是线性系统的一维卷积理论在多维空间上的

推广[5]. 对一大类在零点附近做稳定运动的非线性系

统, 特别是多项式非线性系统, Volterra 级数都可进

行很好地描述, 对非线性系统一些所特有的现象进

行解释. Volterra 级数核的傅里叶变换常称为广义频

率响应函数, 是线性系统中的频率响应函数在非线

性系统中的自然推广. 给定多项式非线性系统的运

动方程或离散模型, 可用 Billings 等人[6]提出的算法

依次计算出各阶广义频率函数. 由于其无穷级数的

本质, Volterra 级数受到收敛问题的困扰, 因此, 像摄

动法一样, 它也只能处理弱非线性问题. Peng和 Lang

等人[7]证明, 当 Volterra 级数收敛时, 它给出的解是

另一种常用的非线性问题求解方法——谐波平衡法
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的一个解. 现在, Volterra 级数广泛地应用于神经科

学[8]、空气动力学[9]、电子工程[10]和机械工程[11]等领

域中的非线性问题研究.  

从不同的角度, 摄动法和 Volterra 级数都能为一

大类弱非线性系统给出近似解, 其中前者属于数值

计算方法而后者属于函数逼近方法. 那么这两者之

间是否存在内在联系或相似性呢? 对此问题, 已有

人做了初步研究, Vannucci 等人[12]的研究表明, 对于

非线性薛定谔方程原始摄动法和Volterra级数给出的

解是完全一致的; 在研究模拟集成电路的非线性失

真问题时, Buonomo 和 Schiavo[2]发现这两种方法会给

出完全相同的解. 本文将研究原始摄动法和 Volterra

级数在多项式非线性系统分析中的内在关系.  

1  多项式非线性系统与 Volterra 级数模型 

根据 Weierstrass 逼近理论[13], 在封闭且有界区

间上, 任何连续函数都能用一组多项式来对其进行

任意精度的一致逼近, 因此多项式非线性系统实际

上可表示一大类非线性系统. 受迫多项式不变非线

性系统可表示为以下通用形式:  
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其中, y(t)和 u(t)分别是系统输出响应和输入, 微分算

子 D 定义为 Dly=dly/dtl, Z 是多项式最高阶次, P 是最

大微分阶次. 对该类非线性系统, 稳态输出响应与输

入之间的关系在时域可用 Volterra 级数[5]表示为 
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其中, hn(τ1,···,τn)是第 n 阶 Volterra 核. 基于上式, Lang

和 Billings[14]推导出了系统输出与输入之间在频域的

关系式, 如下:  
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该关系式揭示了非线性机制如何作用在系统输入频

谱上以产生系统输出响应谱. 在式(3)中, Y()和 Yn()

分别是系统输出响应 y 和第 n 阶输出响应 yn 的频谱, 

并且 
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是第 n 阶广义频率响应函数(GFRF), 定义为第 n 阶

Volterra 核的 n 维傅里叶变换. 式(3)是线性系统中输

出和输入之间的简单关系 Y()=H()U()在非线性

系统中的自然推广, 这里 H()表示线性系统的频率

响应函数.  

根据由 Billings 等人[6]提出的递归算法, 对方程

(1)所描述的非线性系统, 其广义频率响应函数可确

定如下:  
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其中 
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例如, 对如下的非线性振子 
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应用方程(5)–(8), 可求得前 3 阶广义频率响应函数, 

如下: 
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2  摄动法 

在应用摄动法时, 这里考虑对系统输入 u(t)进行

小参数摄动, 这时非线性系统(1)常写成如下形式:  

  1
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其中, NZ(·)是关于 D0y(t),···, DPy(t)的 Z 次多项式函数, 

是小参数. 在摄动法中, 先将非线性系统式(13)的

解展开成为关于的幂级数, 即 

 2 3
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其中, iy (t)(i=0, 1, 2, 3,···)是和无关的函数. 将式(14)

代入方程(13), 那么方程(13)左边同样可表示为一个

关于的幂级数, 而方程(13)的右边可看作是关于

的 1 阶幂级数. 根据幂级数表示唯一性原理, 方程两

端同次幂的系数必须相等, 由此得到如下方程组.  
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其中,  0( ) ( ), , ( )P
i i it D y t D y t Y (i=0, 1, 2,···), Ψi 为

多项式函数, 其具体形式取决于方程(13)中的 Nz(·). 

依次求解上述方程 , 可分别确定 1y (t), 2y (t), 3y  

(t),···, 进而求解得到原非线性系统的输出响应 y(t). 
在上述方程组中, 方程(15)常被称为原非线性方程的

派生方程, 这是我们熟知的线性方程. 根据线性系统

理论, 如果派生方程(15)所描述的派生系统是个阻尼

耗散系统 , 则其稳态响应为 0, 即 0y (t)=0, 也就是

Y0(t)=0, 这使得该类非线性系统的稳态响应求解相

对简单. 如对非线性振子(9), 利用摄动法求解其稳

态响应时, 可简化为求解如下方程组:  

 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ),my t cy t ky t u t     (19) 
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······ 

值得一提的是, 摄动法有多种应用方式, 可以仅

对非线性项进行小参数摄动, 也可经对系统输入进

行摄动, 也可同时对非线性项和系统输入进行摄动, 

这里选择第二种应用方法.  

3  Volterra 级数与摄动法间的关系分析 

根据前面描述, 对于受迫的多项式非线性系统, 

其稳态输出响应和系统输入之间的关系可用 Volterra

级数来描述. 而类似地, 摄动法也可用来求解非线性

方程得到输出响应, 那么这两种方法之间存在何种

关系呢? 该问题答案可描述为如下命题.  

命题  对于一个受迫多项式非线性系统, 如果

其线性派生系统是阻尼耗散系统, 则由对系统输入

进行小参数摄动求得的稳态输出响应和由Volterra级

数给出的解是完全一致的.  

为方便起见, 先不对该命题进行数学证明, 而只

是以非线性振子式(9)为示例进行说明. 显然, 对方

程(19), 稳态时 1y (t)和 u(t)间的关系在频域可表示为  
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其中 , 1Y ()是 1y (t)的傅里叶谱 , 下述的 2Y ()和

3Y () 分别为 2y (t) 和 3y (t) 的傅里叶谱 . 显然 , 

1H ()=H1(), 从而 1Y ()=Y1(), 即 1y (t)=y1(t). 因

此, 由摄动法求得的 1y (t)与由 Volterra 级数给出的

y1(t)完全相等.  

同样, 由方程(20)可知, 在频域 2y (t)可表示为 
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其中, F [·]表示傅里叶变换. 并且利用傅里叶变换

乘积性质, 可得  
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式 (22) 和 式 (25) 代 入 方 程 (23), 并 利 用 上 述
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显然, 2H ()=H2(), 从而 2Y ()=Y2(), 也即

2y (t)=y2(t). 因此, 由摄动法求得的 2 ( )y t 与由 Volterra

级数给出的 y2(t)完全相等. 

类似地, 由方程(21)可知  
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1 2 2 1 3 1 3 2 1 2

3 1 1 1 2 1 3
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( ) [ ( ) ( , )
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   ( ) ( , ) ( ) ( , )]

 ( ) ( ) ( ) .

H

H k H H

H H H H

k H H H

  

     

     

  

    


 


 



 

(30)

 

易见, 3H (
1, 

2, 
3)=H3(

1, 
2, 

3), 从而

3Y ()=Y3(), 也即 3y (t)=y3(t).  

类似地 , 可依次证明 , 对于非线性振子式 (9), 

iy (t)=yi(t)(i=1, 2, 3,···). 换而言之, 系统输入进行小参

数摄动求得的稳态输出响应和由Volterra级数给出的

解是完全一致的.  

实际上, 应用幂级数展开唯一性原理, 可更为直

观简单地从数学上证明该命题. 对于一般的多项式

非线性系统, 根据 Volterra 级数理论, 当输入为u(t)

时, 由公式(2)可知, 其系统输出是关于参数的幂级

数, 并且其最小幂次是 1, 如下:  

 1 2 3
1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) .y t y t y t y t        (31) 

而按照摄动法, 其稳态解也可展开为关于小参数幂

级数: y(t)=0 0y (t)+ 1 1y (t) +2 2y (t)+. 根据幂级数

展开唯一性, 按 Volterra 级数展开的幂级数和由摄动

法求得的幂级数的同次幂系数必须相等, 即 0y (t)=0, 

iy (t)=yi(t)(i=1, 2, 3,···). 而要使稳态时 0y (t)=0, 则该

非线性系统的线性派生系统必须是阻尼耗散系统 . 

另外, 如果其线性派生系统不是阻尼耗散系统, 即便

是其初始条件为 0, 即 0y (t)=0, 方程(19)的稳态解在

频域仍不能由方程(22)得到, 会出现周期为线性派生

系统固有频率的分量.  

该命题实际上意味着, Volterra 级数并不能表示

任意的多项式非线性系统, 而仅适合于表示线性派

生系统是阻尼耗散系统的多项式非线性系统.  

4  数值验证 

本节将通过对非线性振子式(9)的数值仿真来验

证前面所得到的结论. 显然, 当振子式(9)的线性阻

尼项系数 c 为正时, 那么它的线性派生系统就是阻尼

耗散系统; 而当 c 为 0, 则其线性派生系统为保守系

统. 数值仿真中, 除 c 外, 系统其他参数取值: m=1 kg; 

k = 2526.62 N/m; k2= 1.28×105 N/m2; k3=1.61×108 N/m3; 
u=sin(4t). 这时, 线性派生系统的固有频率为 8 Hz. 

系统的真实响应由四阶 Runge-Kutta 积分方法计算得

到, 积分步长取为 0.0025.  

首先考察线性派生系统为阻尼耗散系统的情况, 

这时线性阻尼系数取为 c=20.11 N s/m, 初始条件为

y(0)=0.005, 0y (0)=0. 图 1 给出了由 Volterra 级数、摄

动法和直接积分法给出的系统稳态输出响应时域波

形片段. 这里, 在前两种方法的应用中, 只考虑前三

阶, 而忽略了更高阶小量. 可看出来, 这三种方法给

出输出响应基本完全一致, 观察不到任何差异. 为更

细致地比较这三个响应, 图 2 用对数纵坐标给出了它

们的频谱. 可看出, 它们的频谱表现出了一定的差异. 

直接积分法给出的响应中, 出现了 4 倍频分量; 而摄

动法和 Volterra 级数给出的响应中, 则没有 4 倍频分

量, 这是因为这两种方法都只考虑了前三阶的缘故. 另

外, 表 1 给出了由这三种方法得到的前三次倍频分量

的数值结果, 可看出摄动法和 Volterra 级数给出的结

果完全一致, 但与直接积分法的结果有细微差别. 该

结果表明, 对线性派生系统是阻尼耗散系统的多项

式非线性系统, 摄动法和 Volterra 级数都可用来求解

系统的稳态输出响应 ,  且这两种方法给出的响应 
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图 1  (网络版彩图)三种方法得到的稳态响应 

•摄动法; ○Volterra 级数; +直接积分 
Figure 1  (Color online) The steady responses for the damped 
dissipative derived linear system. •RP method; ○Volterra Series;  

+Runge-Kutta method. 
 

 

图 2  (网络版彩图)稳态响应的频谱 
Figure 2  (Color online) The Fourier spectra of the steady responses. 

 

表 1  三种方法给出的倍频分量结果比较 

Table 1  The values of super-harmonic components by three 
different methods 

方法 
1 倍频分量 

(×10) 
2 倍频分量 

(×10) 
3 倍频分量 

(×10) 
直接积分法 0.30834.1515i 4.97502.0193i 1.35741.3058i 

摄动法 0.30264.1511i 5.26742.1780i 1.42651.3584i 
Volterra 级数 0.30264.1511i 5.26742.1780i 1.42651.3584i 

 
完全一致.  

图 3 给出了线性派生系统为保守系统时三种方

法给出的系统输出响应曲线, 即 c=0; 另外, 这里初

始条件取为 0, 即 y(0)=0.0, 0y (0)=0.0. 可看出在前

1.5 s, 摄动法与直接积分法给出的响应之间吻合较

好, 之后它们之间的差异越来越大, 这是因为摄动法

的解中存在久期项 tcos
nt (这里

n 是线性派生系统

的固有频率)的缘故, 它会随 t 的增加而无限增大. 而

Volterra 级数给出的系统响应自始便与直接积分法给

出的响应有明显的差异. 为更好地比较三者之间的

差异, 图 4 给出了利用前两秒响应数据计算得到的频 

 
图 3  (网络版彩图)三种方法得到的稳态响应 

•摄动法; ○Volterra 级数; +直接积分 
Figure 3  (Color online) The steady responses for the undamped 
derived linear system. •RP method; ○Volterra Series; +Runge-Kutta  

method. 
 

 

图 4  (网络版彩图)稳态响应的频谱 
Figure 4  (Color online) The Fourier spectra of the steady responses. 

 

谱. 可看出由摄动法与直接积分法得到的输出响应

频谱比较一致, 而由 Volterra 级数得到的输出响应谱

则和前两者之间存在显著区别, 主要体现在线性派

生系统的共振频率(8 Hz)附近的区域. 该结果表明, 

如果线性派生系统为保守系统, Volterra 级数不能求

解多项式非线性系统的稳态输出响应.  

5  结论 

本文研究了 Volterra 级数和原始摄动法在求解

多项式非线性系统稳态响应方面的关系. 结果揭示, 

当多项式非线性系统的线性派生系统是阻尼耗散系

统时, Volterra 级数和原始摄动法给出的稳态输出响

应是完全一致的, 都可以很好地近似系统的真实响

应. 而当线性派生系统是保守系统时, Volterra 级数

和原始摄动法给出的稳态输出响应间则不再一致 : 
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刚开始时, 原始摄动法给出的响应与系统的真实响

应之间的差异较小, 但差异会随时间增加而增大, 因

此原始摄动法仅在较短的时间内适用; 而 Volterra 级

数给出的响应自始便和真实响应之间存在显著差异, 

因此不再适用. 研究结果可用来判断 Volterra 级数的

适用性. 
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A study about the relationship between the Volterra series  
and the perturbation method 
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The perturbation method is one of the classical methods for solving weak nonlinear equations, and the Volterra series 
is a classical mathematical tool for modeling the systems with weak nonlinearity. It is revealed in this study that, for a 
forced polynomial nonlinear system, only when its derived linear system is a damped dissipative system, the steady 
output responses calculated by using the perturbation method and by using the Volterra series would coincide with 
each other. This means that the Volterra series is valid for modeling only the polynomial nonlinear systems whose 
derived linear system is a damped dissipative system.  
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