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摘 要

iL 勃 ar d 方程是工程技术中常见的一个重要方程
,

因此引起教学工作者的重视
.

19斗6年 H
.

J
.

E clt w iel er 提 出方程 * 十 拼 劝n 分 + 尤 一 0 有无限多个环 的猜想
.

后来

H
·

.5 H oc hs at dt 与 B
·

S比 p h o n ,

R
.

N
.

D
,

H ee de n e

等人在 那 的特定限制下证明上 述

方程在 }川 < (
n 十 l)

二
中至少存在

。
个极限环川

.

1 9 8 0 年张芷芬教授在文献 Ll] 中

证明了对任何非零 常数 产 ,

上述方程在 lxl < (
n
+ l)

,
中恰有

n
个极限环

,

使此项

工作大进一步
.

本文提出一类极为广泛的条件保证在一定区域内 L记 an dr 方程恰好

存在
”
个极 限环

,

并以过去的各条件作为特例
.

、7、 ,l
(l(

我们研究的 iL 己an dr 方程是
:

分 ( t ) + f ( 劣 ) 分( t ) + x ( t ) 一 0 ,

或其等价的方程组
:

分( t ) 一 夕一 F (劣 )
,

其中 厂 ( / ) 一

!;
f( ; ) d ,

.

类 ,以文献。 3〕的作法
,

、己

f ( 劣 ) 〔 c o

( 一 co
,

co )

y ~ 一 X ,

石 ,

( 劣 ) = r 〔二 )
, 尸 2

(丫 ) 一 r (一
x
)

,

当 x ) 0
.

( 2 )

引进方程 :

( F
l

(幻 一 y ) ` 夕一
x d 戈 ,

( 3 )

( r
Z

( 尤 ) 一 y ) J y 一
x j x ,

( 3
`

)

我们分别以 夕 一 夕,

( x )
, 夕 = 夕2

(二 ) 记方程 ( 3 )和 ( 3
’

)的解
.

以下各定理及引理中的 F
,

(幻 和 F :

(幻 及 y
,

(幻 和 y
Z

(均 可作相应的交换
,

可得相应

的结论
.

引理 1
.

记
; 〔 { l

, 2 }
, z ~ 3 一

; ,

左〔 { l
, 2 , 3 }

.

对于方程 ( 3 )
,

( 3
`

)
,

假设 :

i ) 存在 o 毛 t , < `: < t 3 ,

使 F `
(
t * ) ~ 0

.

当 t * < x < t、 + , ; 友铸 3时 (一 )
`+ 友F ` (二 )钱。 ,

等号不恒成立
.

11) 存在 T “ , > o ,

使得当 x 。 [ ,
, , t Z ] 时

, 了 “ , + x 〔 [`
2 , t 3 )

,

且 (一 l )
`
( 尸

,

(
二 + 了 “ ,

)
协布月ó诵.,J J,似幼洲我鉴1习」

本文 1 9 81 年 5 月 15 日收到
.

* 作 者现在 中国科学院成都分院数理研究室
.



第 , 期 丁孙药 : L i亡n a r d 方程在有限区间上极限环的存在唯
,
性定理 7 9 3

一 F , (幻 ) ( 0
.

111) 方程 ( 3 )
,

( 3
`

)的解 夕 一 夕,

( 二 )
, 夕 一 夕2。 ) 都与直线 x ~ t : x ~

y :

(
, ,

)
.

则 y
,

(
t 3

) < , 2 (
, 3

)
.

证
.

构造两个方程
:

( F广(
公 ) 一 , ) d , 一

x d x ,

( F梦(幻 一 y ) d y ~ x d x ,

其 中

t 3

相交
,

且 y
:

(
z , ) 毛

( 4 )

( 斗
`

)

F * (劣 )
, x 〔 [ t

, , t Z

]
,

o , x 〔 (
2 2 , z , + T “ , J

,

F ,
(
x 一 了 “ ,

)
, x 〔 (

, : + 了“ , , t Z + T “ , ]
,

0 , x 〔 (
22 十 T (` , , , 3 ]

.

户

!
二,lee
.

ee、

一一
、少劣

尸̀、*,

F

当 夕1

(
t l

) < o < 夕2

(
t :

)
,

引理的结论显然成立
.

我们先设 。 < 夕:

(
t ;

) 《 夕2

(
t :

)
.

由于 , 一

y
;

(劣 )
, y 一 y

Z。 ) 都与直线 x
~

t , , x = t。

相交
,

所以当
x 〔 (

t ; , t 3

) 时
,

F 、 ( 二 ) 一 〕
, * ( 万 ) < 0

.

不然至少存在 *x 〔 (
t , , 九 )

,

使 凡 (*x ) 一 ly ( *x ) ~ O或 凡 (*x ) 一 为 (*x ) 一 0
.

此时轨线 y ~

y :

(劝 或 y ~ 儿 ( x) 的最大横坐标 *x < t 3 , 与引理的条件矛盾
.

我们又设 y ~ 才 (劝
,
y 一 y梦(劝 分别是方程 ( 4 )

,

(斗
’

)的解
,

且都与直线
二 一 t : , x ~ t。

相

交
,

又 讨 (
t :

) ~ 君 (
t ,

) > 0
.

由上面的讨论可知
,

当 x 〔 (
t : , t 3

) 时
, F 产(幻 一 才 (幻 < 0 ,

由方

程 ( 斗)
,

( 4
`

) 得
: 当 x 〔 [ t

, , t Z ] 时
,

式广 x( 十 T (t) ) 一 y产(劝 ) _
二 十 (T i)

d x

一

—
<

F产(
x ) 一 y产(

二 )

[ )
,

户
,

(
二 + T “ ,

) 一 ,广(
x ) 一

。 x p !

F人
x 十 T `。 ) 一 y产(

x 十 T `。 )
_

_
_

_

_ : (巡
工

_

十
_

_

工 ()t 久万 2
.

吏(约 )

( F产(
二 + 了 `! ,

) 一 y产(
二 + T ` ; ,

) ) ( T产(
军 ) 一 y产(

尤 ) )
’

一萝d萝
“
( F人夸十 T `

))t 一 y产(夸十 T ` i)
) ) ( F产(夸) 一 y尹(萝) ) }

< 。

t , + 了( ` )

d一dx又

y产(
t : + T “ ,

) 一 ,
,

产(
, :

) ~ y产(
t: + T “ ,

) 一 y产(
t ;

) 一
方J萝

F产(登) 一 y产(登)
< O

、 .声、尹
5夕

洲
了、

L

I

.了̀
、

所以有
:

类似地还有结论
:

J t 人

x ( [ t
l , t Z ]

x 〔 [ t
: , t , ]

.

引进函数 又(
x , 夕)

才 (
x + T “ ,

) 一 广 (二 ) < o ,

当 y广(
, :

) ~ y梦(
, 2

) < 0 时
,

y产(
x 十 T “ ,

) 一 y产(
: ) > o ,

~ (尸 十 尹) 2/
,

则

以 (
x , 夕) / d

x
一 x F (二 ) / ( r (

二 ) 一 夕)
,

( 6 )

计算轨线 y 一 y护(幻 和 y ~ y梦(幻 上函数 兄(
x ,

力 的差
.

由于 y产(
t :

) ~ y梦(
t : ) > 0 ,

故有

又(
t : ,

y广(
, ,

) ) 一 又(
t ; ,

y梦(
t ;

) )
,

所以
, 3 , ,

,

。( , 3

) ) 一 、 (
才3 ,

, : (
了3

) ) 一

}:{
占F产(萝) d夸

F广(占) 一 y产(萝)

一 {
与 萝F梦(萝)理全一

儿
:

F梦(杏) 一 y少(萝)

占F汉占)跨
: ,

尸广(萝) 一 ,产(占)

+

(
占F护(参) d萝 占F梦(萝) d占

、/
.

I
J

信一

, : + r ` , ’ 尸护(占) 一 y梦(萝)
` : 尸梦(聋) 一 夕梦( 叠)

叠F芽(歹) d萝
` ; + : “ ) F少( 占) 一 对 ( 聋)一



了 , 斗 科! 1 9 8 2 年

对

占刃汀 占) d穿
- 一下 —

—
门 ~

` : 卢入 歹夕一 丫扩(全)

t z

国 科 学 ( A 辑 )

(占+ T `
粉 r 汀占+ T `

勺必
了 2

, ,

侧 ( 占十 T `。
) 一 y扩(夸+ 了 `。

) t 叉

写F 半(夸)汀万

(夸) 一 夕璧(夸)

.1胜,、 .,es护

!
( 萝十 了`2 ,

) F梦(萝十 T② ) d奎
t` F兴萝十 T `

))z 一 y扛歹十 了`劝
)

t 2

名汤石石 (
_

. _

弃F汀占)
\ F犷(夸) 一 y扩(占)

歹F广(杏)

十
萝F梦(弃) 占F 水(占)

l` F梦(夸) 一 y广信 十 T `。
) F萝(萝) 一 y梦(夸)

月
1.1、̀,J

乙ód!
/

F广(杏) 一 y梦(夸 + T ”̀
)

_ (T 劝 F 才(约
F广( 多) 一 y萝( T

` 2 , 十 杏)

+
了`习
到

`

(约
F梦(占) 一 y广(萝十 T `。

)

一
七ód(、

登F找占) ( y广(占) 一 y梦帖 十 T② ) )
( F广(夸) 一 y扩(萝) ) ( F扩(占) 一 y梦(占+ T `2)

) ) )
勿`2) F产(萝) d萝

` ,

F产(互) 一 夕抓夸十 T ` )z
)

尸.t..、.

一一

(
t

丫 占F 才̀ 占丫 v产陀 十 T (。
) 一 讨 ( 石) 、 d万 \

.

f
` z T (。 F李防 ) d占

.

十 龟 吸

一
1

.

士
.

1

一
.

J
` 、 \ ( F歹馆 ) 一 对 (占+ T 〔。 ) ) ( F萝馆 ) 一 君 ( 萝) ) / J

` : F梦(萝) 一 y犷馆 十 T L习 )
-

由 F扩( x )
,

F梦( 二) 的定义
、

引理 1 的条件
,

即当 x ` (
t , , , 2

) 时
,

(一 l )
` F * ( x ) 异 o 及 ( 5 )式

,

可得

上面积分的每一项为负
,

故

2 ( ,
3 , y广(

t 3

) ) 一 之(
t 3 , y梦(

t 3

) ) < 0
.

( 7 )

由于 y护(
, 3

)
,
y萝(

t 3

) 非负
,

所以

y护(
, :

) < y梦(
`:
)

.

( s )

又由 r 护(二 ) 和 F梦( : ) 在 [ t
, , r 3 ] 的定义

,

有 F护(
% ) 《 F ,

(二 ) 和 F梦( x ) ) F Z

( x )
,

故有
:

( d y / J
x
)
( ; ) ) ( J y / d

x
)
( 3) , x 〔 [ ,

: , , 3 ]
,

( 9 )

( d夕/ d
x
)
( 4 , ) 蕊 ( d夕/ d

x
)
( 3 , ) , x 〔 [ ,

: , t 3 ]
.

( 9
’

)

设 y ~ 歹
,

(二 )
, y ~ 歹

2

(二 ) 为方程 ( 3 )
,

( 3
’

)的解
,

都和 刃 一 2 1 , x ~ t。

相交
,

且 歹
l

(
t :

) ~ 歹
:

(
, :

) 一

广 (
, t

) 一 y梦(
t ,

)
.

那么 y ~ 才 (劝
, y ~ y尝(劝 一定与 x 一 t :

相交
.

由方程 ( 9 )
,

( 9
`

)用微分不

等式得 :

,广( x ) 李 歹
,

( 劣)
, t ,

钱 x 成 t : ,

( 10 )

君 (劣 ) 燕 歹
2

( : )
, x ( [ :

l , , 3 ] 自 {
x

}F梦(
: ) 一 君 ( : ) 毛 O }

,

( 1一)

( 1 1 ) 式中必有 [ ,
, , , 。 ]门 { x } F梦(

、 ) 一 过。 ) 簇 O } ~ [ z
, , , 。 ]

.

否则改变初始条件 对 (
t :

) ~

君 ( lt )
,

可得到 对 (
t 3

) < y叔 ` )
,

此与 ( 8) 式矛盾
,

故 ( 1 1) 式应为
:

夕梦(二 ) 簇 歹
2

( x )
, x 〔 走t

: , t 3 ]
.

( 1 1
’

)

由 ( 8 )
,

( 10 )
,

( 1 1
’

) 式得
:

歹
,

(
, 3

) < 歹
2

(
` ;

)
,

( 12 )

在引理条件下
,

我们先取 又(
t :

) ~ 又(
t :

) 一 y Z

(
t 、

)
,

由方程 (3 ) 的解的存在唯一性
,

当解 y ~

夕、

(劝 与直线 x 一 t 。 相交
,

那么解 y 一 夕
:

(幻 也与直线 : 一 , 3相交
,

且 又(
t 3

) > 儿 (
, 3

)
.

由此得
,

歹
:

(
, 3

) < 夕2

(
: 3

)
,

故而

y
:

(
t。

) < y
Z

(
t。

)
.

( 13 )

同样
,

我们可以证明
,

当 y ~ y
:

(幻
, y 一 y Z

(劝 都与 x ~ t , , x ~ t 3

相交
,

且 为 (
t ,

) 毛 为 (
t :

)

< o 时
,

y :

( t
3

) < y Z

(
t 3

)
.

引理 1 证毕
.

引理 2
.

对于方程 ( 3 )
,

( 3
`

)
,

设 尸 ,

( o ) 一 F :

( o ) 一 。 存在 , ; > o ,

当 。 燕 x 毛 , L

时
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刃 :

(、 ) 李 F Z

( x )
,

且等号不恒成立
.

设 夕一 夕1。 )
, 夕 一 夕2

( 、 ) 分别是方程 ( 3 )
,

( 3
`

) 的解
,
y
:

( 0 )

~ y Z( 0 ) 钾 o ,

且 夕 ~ 夕l

伽 )
, 夕 ~ 夕2

伽 ) 都与直线
牛
~ t ,

相交
,

则 夕;

(
, ,

) < 夕2

(
, ,

)
.

证
.

由于 F ,

(幻 李 凡 (幻
, O 毛 x 蕊 t : ,

所以

( d夕/ d
x
)
( 3 ) 蕊 ( d , / d

x

)
( 3, ) , o 蕊 / 成 t ; ,

( 14 )

( 1 4 )式中的等号不恒成立
.

由比较定理得
: ly (

t ,

) < 为 ( lt )
.

引理 2 证毕

定理 1
.

记 i 〔 { l
, 2 }

, l ~ 3 一 i ,

左` { o
, 1 , 2

,

…
, n , 刀

+ l }
.

对于方程 ( 3 )
,

( 3
`

) 假

设 :

i ) 存在 。 一 t 。 < t : < t Z

< … < t , < t , + , ,

使 尸、
(
, *
) = 0

.

11) 当
,* < 劣 < t* + ;

(友笋
,
+ l ) 时

,

(一 l )
“+ ` r 、 ( ; ) 簇 。 且当 友一 。时等号不恒成立

.

111) 存在 T牙
, > o以 护 。 , n + l )

.

当 ,* 一 ,

( x 蕊 t 、 时
, t , ( T牙

, + x ( t , + 1 ,

且

(一 l )次
+ ` [ F ,

(
x
+ T牙

,
) 一 F , (劣 ) ]簇 0

.

则方程 ( 1
’

)在区间 (一
,科

、 , , , + ;

) 上至少存在
,
个周期解

.

证
.

我们先证明 : 方程 ( 3 )
,

( 3
`

) 的解 y ~ y
:

(劣 )
, y 一 y :

( 二 )
,

当 y l

( O ) ~ y
Z

( o )
,

且 y ~

夕,

( 、 )
, 夕 ~ y : (劣 ) 均与直线 x

~
t *
相交

,

那么

(一 1尹,
:

(
,* ) > (一 l尹夕

2

(
, *
)

,

左笋 0
.

( 15 )

当 左为奇数
,

在区间 [ o
, t , ]上应用引理 2 得 y ;

(
t ,

) < y
Z

(
t ,

)
.

又在区间 〔t
l , t 3 ]

,

[ ,
3 , t s ]

,

… [ t卜
2 , t* ]上逐次应用引理 l ,

则有 夕:

(
t 3

) < 夕2

( t
3

)
, 夕,

(
t :
) < ,

2

(
, 5
)

,

…
,
,
、

(
t ,一 2

) < ,
2

(
t* 一 :

)
,

* ;

(
t * ) < ,

2

(
,* )

.

当 左为偶数
,

在 【t
。 , `2 ]

,

【t
Z , : 4 ]

,

…
,

【t卜
2 , t * ] 上逐次应用 引理 1 ,

则有

,
,

(
t Z

) > 夕2

(
, 2

)
, 夕,

(
t ;

) > ,
2

(
, ;

)
,

…
, 夕:

(
,* 一 2

) > ,
2

(
t ,一 2

)
,
,

1

(
, , ) > ,

2

(
t* )

,

( 15 )式得证
.

回到

方程 ( l
’

)
,

当 ( l
’

) 的解 y 一 y (劝 同时与直线 x ~ 一 t、 , x 一 权相交
,

则

(一 l尹夕(一
,* ) < (一 l尹夕(

t* )
,

友铃 0
.

( 15
`

)

左为奇 (偶 )数
,

过点 (
, * , o )

,

(一
, *

,

0 ) 作方程 ( l
’

) 的负 (正 ) 轨线 , 一 歹、 (` ) , 一 2、 (` )

( , 一 之* (` )
,
, 一 歹、 (` ) )

.

由 ( 1 5
’

)式得
: 歹* (一

` * ) > O,

2 ,
(
` ,
) < 0 (卫* (一

` 、
) < o ,

歹* (
, ,
) >

0)
.

因此
,

轨线 一 歹、 (约
,
y 一 卫, (劝 及直线 , 一 权

, 劣 一 一权构成环域的境界线 几
,

方程

( 1
’

) 的轨线穿进 (出 ) r *
.

T ,
,

I’̂ +1 (灸笋 0 , ,
+ 功构成

n
个 eB dn i xs on 环域

.

根据环域定理
,

在环域 几
,

几 + :

中至少存在一个极限环
.

且最内的一个是内侧不稳定 (稳定 ) 的
,

最外的一个

是外侧不稳定 (稳定 )的
.

方程 ( l
`

)在 (一
t 、 1 , t 、 ,

) 中至少存在
,
个极限环

.

定理 1 证毕
.

引理 3
.

对于方程 ( 1
`

)
,

设 0 蕊 俘 < b ,

并设方程 ( l
’

) 的轨线 y 一 八幻 与直线
x 一 口 ,

x ~ b 相交
,

则轨线 y ~ y (劝 在区间 〔“
,

b1 上发散量的积分为 :

以的 一 y物 )
’

上 护
x
( F ( b ) 一 F (劝为

义

、
。 _ _ :

.

厂 _ 、
_

二 、
_ 、 、

二万 , 万一一一一一歹一下
I一 } 丁下 奋 ; 屯 — 一厂二灭 二几万 二一 二 又 福弓 户。 6 “ 、 少 \ “ / . \ “ / /

。

户又
“
少一 y又

a
少 ! 加 又户 又夕夕一 八万少夕又户 又尤夕一 y戈万少厂 /

( 16 )n

.1.

/了.、 \

证
.

不妨设 y (
口
) 一 F (

“
) > 0

.

类似引理 1 的论证
,

由于 y 一 八幻 与直线
x
~ “ , x

~ b

相交
,

所以 , (工 ) 一 F扮 ) > o
, x 〔 (

a , b )
.

, 一 , (劣 ) 在区间 [ a
, b ] 上的发散量积分为 :

F ( , ) d t ~
F

’

(万 ) d x

“
F (劣 ) 一 夕 (戈 )

b F
`

(` ) 一 y
`

( x ) + y
`

(、 )
。

_ _

一
“ 孟

F (劣 ) 一 夕 (劣 )

+
尸 (乡) 一 y ( b )
F (

召
) 一 y (

a

)

y
’

( x ) d x

F (、 ) 一 夕 (
万 )
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一

1n1采卡炎劳
一 ,·

f米羚宋子

+ In 型丝二匹丝
F (的 一 y (

召
)

十

{
x d x

一夕
’

( x ) d x

。

(尸 (劣 ) 一 y (、 ) )
2

x d x

。
F ( b ) 一 〕

,

(劣 )
a

( F (
、 ) 一 夕(二 ) )

2

.

l
.
.
J分

+

r (占) 一 y (
夕
)

F (
。
) 一 y (

a

)

x( F (的 一 F (劝 ) d
x

。

( F ( 占) 一 , (二 ) ) ( F (
二 ) 一 , ( : ) )

, ’

尸t..、 ,é j

l
.

类似地可以证明 y (
。

) 一 F (
。
) < o 的情况

.

引理 3 证毕
.

推论 1
.

设方程 ( 1
`

)满足引理 3 的条件
,

且 F ( b ) 一 F ( x ) ) o ( ( o )
, x 〔 { a

, b ]
,

则方程

( l
`

)的解 y ~ y (幻 在区间 [ 。
,

司 上发散量的积分非正 (非负 )
.

推论 2
.

设方程 (l
`

) 满足引理 3 的条件
,

且 F (
。

) ~ F (习 ~ 。 ,

当 x 〔 〔口
,

b1 时
, F (劝

) 0( ( 0) 方程 ( 1
’

)的轨线 y ~ y (幻 在区间 [
。 ,

bJ 上的发散量积分非负 (非正 )
,

且为 :

(
x F (丫 ) d 尤

。
夕( 大 ) ( 尸 (、 ) 一 夕 (二 ) )

, )
5 9· ( , (

·
, ,

·

( 16
’

)

引理 4
.

设方程 ( 3 )
,

( 3
’

)满足定理 1 条件
,

且 F ,

(幻 ~ 一 F Z

(劝
, y ~ y (劝 是方程 ( 1

’

)的

轨线
,

且与直线 x
~ 权 , x 一 一伙 相交

.

那么有 :

` 凌一 (一 ` ,*

(
一

{
卜 , * , 一 ,* 一 : 〕 `(· ) “ 才 一

!
「, * 一 2 , , * , , (· )“ ,

)
< “ ,

* 、 。 , 1
.

( 17 )

证
.

我们仅证明 反为奇数
, y ( o ) > 0 的情况

.

设方程 ( 3 )
,

( 3’ ) 对应于 y ~ 八幻 的解

是 夕 ~ 夕,

(二 )
, 夕 一 夕2

(、 )
.

由 ( 15 ) 式得
:

夕,

( z
* 一 2

) < 夕2

(
, , 一 2

)
,

( 25 )

夕:

(
, * 一 1

) > 夕2

(
t* 一 :

)
,

( 1 5
`

)

夕,

(
, * ) < : 2

(
t* )

.

( 15
’ `

)

由于 F ( x ) 的对称性
,

我们令 T肾
〕 = T肾

) ~ T *
.

在 汇t* 一
2 , t* ] 上

,

定义方程 ( 4 )
,

( 4
’

)
,

设

, 一 广 ( : )
,
, = ,梦(二 ) 分别是 ( 4 )

,

( 斗
’

) 式的解
,

且 ,
2

(
t、 一 2

) = ,梦(
t* 一 :

) 一 对 (
t、 一 2

)
.

那么由

( 5 )
,

( r o )
,

( 一5
’

)式
,

且注意到当 x 〔 [` *
一 2 , `* 一 :

] 时 君 (二 ) 一 夕2

( : )
,

则有 :

;
,

( 二 ) > ,
:

(
z *一 :

) > ,
2

(
, *一 、

) > ,
2

(
x + 了* 一 ,

)
, 二 。 [ : *

一 2 , `* 一 :

]
,

( 1 9 )

,
2

(万 ) 一 ,萝(
、 ) > 夕广(

x + T *一 ,

) ) ,
,

(
x + 了、 一 1

)
, x 〔 〔, * 一 2 , t * 一 :

1
.

( 19
’

)

又因为 ! y (
x ) ! ) IF

、 ( x ) }
,

ly (
x ) j > I F

;

(
x + T卜

,

) }
,

当 x 〔 [ z *
一 2 , t卜

,

] 时
,

所以

,
2

(二 ) ) }尸
* ( : )

·

r ,
(
x + T * 一 ;

) }
, 二 〔 [ t * 一

2 , t , 一 :

]
.

( 2 1)

由 ( 一6 ) 式
,

得 :

d夜

一
`

(
一

} f ( x ) d t 一
。, , _

: , ` *〕 , (· )“ 了

)
一

{
, , * _

: , , * 1

( f
:

( 、 ) 一 了
2

( : ) ) d
t

x F I

(二 ) d x

,
:

( : ) ( F
,

( 戈 ) 一 ,
j

(
二

) )
,

ù

一

了无

t天一
2

I一 t左
, t掩一 : ]

x F Z

( 工) d x

y
:

(二 ) ( F
Z

(
二

) 一 y
Z

( : ) )
2

Xdl
了

x F Z

( 二) x F 、

( 二 )

y
Z

( x ) ( F
Z

(丫 ) 一 y
Z

(劣 ) )
2 y l

( 、 ) ( F
I

( 二 ) 一 y
l

(戈 ) )
,l

、

,几2
一一

.

户,t

授
志子
山

咨

一一提

Xd

、

!
/

t友一 + 了左一 1

`天一 2+ 了友一 l

x 户 2

(劝
y

Z

( 、 ) ( F
Z

( x ) 一 y
Z

( 劣) )
2

x F ,

(劝
夕:

( x ) ( F
l

( 劣) 一 夕,

(二 ) )
,
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产

l
ù

x F Z

(、 ) d x

夕2

(工 ) ( F
Z

(、 ) 一 夕2

( 尤 ) )
,

侠一 :

(
二 + 几

一 1

) F
t

x( + 八
一

l) dx
` ,一

2

,
1

(
x + T * 一 ,

) ( F
,

(
x + 了 *一 ,

)一 ,
;

(
x + T * 一 :

) )
,

,l自已

ùù
盆厅吞
、

译杏J`尹.、,吸,`

+
伙一 , _ _ _ _ _ (x 十 Z七

卫
) F

Z

(
二 + T 友一 1

) d
二

`

卜
2

y
Z

(
x + T * 一 ,

) ( F
Z

(
x + T * 一 、

) 一 y
Z

(
x + T * 一:

) )
,

x F ,

( 劣 ) d二

y
,

( 丫 ) ( F
I

( 二 ) 一 y
,

( 劣 ) )
2

一一

一

声
.
. .t`,,..尸

<

{
t走一 l

(
x F Z

( x)
x F I

(
x 十 T * 一 ,

)
l左一 2

t冷一 1

y Z

( 劣 ) ( F
Z

( 劣 ) 一 y
Z

(劣 ) )
,

y
,

(
x + T *一 ,

) ( F
l

(
x + T * 一 ,

) 一 y ,

(
x + T * 一、 ) )

, )
d ·

t
天一

,

t灸一

_ _ 几
一
巴止

、 + 几二迪左_
_

_
_

_

yl (
x + 几

一 1

) ( F
l

(
x + 八

一 :

) 一 yl (
x + T * 一 ,

) )
2

产.̀.吐,!
.

) ( r
l

( 、 ) 一 夕1

( 二 ) )
,

一 x F :

( 二 ) ( F
Z

(
x + T * 一 ,

)一 y ,

( 二 ) )
,

d x 。

名及一 2 y
,

(
x

) ( F
Z

(
x + T * 一 ,

) 一 y
;

( : ) )
,

( F
I

( : ) 一 y
,

(戈 ) )
,

十

( 2 1)
由于 F I

(
x + T *一 :

) ) r Z

( x ) ) o , x 〔 [ t ,
一 2 , t* 一 ,

] 及 ( 19
`

) 式得
:

y Z

( “ ) ( F
Z

(劣 ) 一 y
Z

(、 ) )
,

> y
,

(
x + T *一 ;

) ( 尸
l

(
x + T 、 一 ,

) 一 y l

(
x + T * 一 1

) )
, ,

x F Z

(二 )
y

Z

(劣 ) ( F
Z

(劣 ) 一 y
Z

( 丫) )
2

一一一一一一二二业里业生
卫

上一 -

— 一 ` 0

y :

(
x + T * 一 ,

夕( F
;

(
x + T * 一 1

) 一 夕l

(
x + T 汤一 1

) )
,

( 2 2 )

由于 F Z

(
x + T * 一 :

) 镇 F :

( x ) 琪 O
, x ( [ t*

一 2 , t* 一 :

]
,

所以

(
x + 几

一 1

) F
Z

(
x + 爪

一 :

) 毛
x F :

(幻
,

y }( x ) [ (
x + T * 一 1

) F
Z

(
x + F * 一 ,

) 一
x F ,

(劣 ) ] ( F ,

( 、 ) F
Z

(
x + T * 一 ,

) [ (
x + T , 一 1

) F
Z

(
二

十 了 , 一 ,

) 一
二 F I

(幻 ]

x (
x + 八

一 1

) F
Z

(
x + T * 一 1

) ( F
,

(幼 一 y
J

( 、 ) )
,

一 x F ;

(幻 ( F
Z

(
x 十 T * 一 ,

) 一 y
l

(劝 )
,

= (
x + 丁* 一 1

) F
Z

(
x + T ,一 ,

) ( F
:

(、 ) )
,

一 x F I

(、 ) ( F
Z

(
x + 了* 一 1

) )
,

一 Z T 、 一 I F I

(二 ) 厂
2

(
x + T 、一 ,

) y
l

(、 ) + ( y
,

(劣 ) )
,

( (
x + T 、 一 ,

) F
Z

(
x + 了* 一 ;

) 一
x F ,

( 二 ) )

毛 (
x + 丁* 一 :

) F
Z

(
二 + 了 *一 ,

) ( F
,

(二 ) )
,

一 x F ,

(劣 ) ( F
Z

(
x + T * 一 1

) )
2

+ 尸 ,

(二 ) F
Z

(
x + T * 一 ;

)【(
x + T * 一 ,

) F
Z

(
x + T * 一 1

) 一
x F I

(二 ) ]

一 T * 一 , F ,

(劣 ) F
Z

(
x + T 、 一 ,

) ( F
;

(劣 ) + F Z

(
x + T *一 l

) ) 簇 0
.

( 2 2
’

)

由 ( 2 2 )
,

( 2 2 ,) 式证得 ( 2 1) 式为负
.

友为偶数
,

证明方法一样
.

y ( 0 ) < 0 时 由 F (幻 的对称

性
,

结论 自然成立
.

引理 4 证毕
.

对于方程 ( l
’

)
,

存在 。 成
召

< b ,

有 (l ,) 的两条轨线 乙
,

乙都与 直 线
x

一 召 -

X 一

引理 5
.

b 相交
,

各有方程 y ~ 试劝
, , ~ 歹(劝

.

且 歹(幻 > 歹(幻 妻 F (幻 或 歹(
、 ) < 烈幻 〔 F (幻

,

x 〔 [召
, 云]

.

又 F ( b ) 一 F (戈 ) ) 0 ( ( o )
,

则

一

!
: 「

。 , 沙」
, (· )浮才

证
.

设 歹(
二 ) > 夕(尤 ) ) F (、 )

, x 〔

一

}
: : 。 , 占; , (· ) ` : +

{
: ,。 , 占。 , (· )碑君

+

!
: : 。

,

占」 , (· ) J: > 0 ( < 0 )
,

。 , b ]
,

且仅证大于零的情况
,

( 16 )式得
:

( 2 3 )

_
, _

}F ( b ) 一 歹(
a

) } 上
, _

}F ( b ) 一 歹(
a
)

— 11 1 1

—

—
l 「一 I Li l ——

—
}户

’

( a ) 一 歹( a ) 1 IF ( a ) 一 夕( a )

x
( ; ( 占) 一 ; (、 ) ) (

一
\ 又户 戈b少一 y 又尤 ) 八 户 又劣 ) 一 y又劣少厂

碑

1
.

+

1 、
一

一
—

! d X
_

( F ( b ) 一 歹(
工) ) ( F (

、 ) 一 歹(二 ) )
, /

因为 。 < (夕(
a
) 一 F ( b ) ) / (夕(

a
) 一 F (

a
) ) < l ,

歹(
a

) > 歹(
a
)

,

故
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( 歹(
4
) 一 F ( 乡) ) / ( 歹(

“
) 一 F (

召

) ) > ( 歹(
。
) 一 F ( b ) ) / (歹(

口
) 一 F (

召

) )
,

( 厂好乡) 一 歹(尤 ) ) ( F (
劣) 一 歹( 、 ) )

,

< ( F ( b ) 一 歹(
劣 ) ) ( F (

二 ) 一 歹( 二 ) )
,

< 0
.

所以

l / 〔( 尸 (
。
) 一 歹(

二 ) ) (尸 ( 劣 ) 一 歹(丫 ) )
,

] > 1 / [ ( F ( b ) 一 歹(劣 ) ) ( F (
、 ) 一 歹(二 ) )

,

]
,

因而
: :

: , 。 1 `(· ) d 君 +

!
乙。

召 , , 〕 , (· )浮才 > 。 ,

其它情况证明类似
.

引理 5 证毕
.

定理 2
.

设方程 ( 3 )
,

( 3
`

) 满足定理 1 的条件
,

又 lF (幻 一 一 F Z

(幻
,

且在零的任何邻域

中 F ,

(二 ) 笋 0
.

了* 是 F ( 二 ) 在 [ t ,
, ,* + ,

] (左笋 o
, 刀

祷 1) 中非零极值点
, F :

( x ) 在 [ t ,
, : * ] 中

广义单调
.

引 (幻 在 (
。 、 , tn + ,

) 中广义单调
.

则方程 ( 1
`

) 在区间 ( 一
t 、 l , , 、 1

) 中有且仅有
n

个极限环
.

证
.

当 及为奇数
,

且 左铸
。
+ 1

.

若有极限环 L 交于区间 t[ 、 , 了 r

l
,

我们估算 L 在 〔一权
,

权」部分的发散量积分
.

由对称性
,

只需估算 y 一 F (幻 上面的部分
.

由 ( l 6’ )
,

( 1 7 ) 式得
:

一 { r ( x ) ` ,

一 { r
,

(二 ) 浮, + ( j
Z

(二 ) J ` > 。 ,

乙 [一 t 一, t l ] 「o , 不 l ] [o , ; : ]

, (、 )浮,

一 { , (二 )浮, +

岁(
一 { , (、 )浮, 一 ( , (二 ) ` ,

、
L L一 才

七
, ;
互

J 口 L一 t l , t I J 了二 i \ “ t一 t : ￡+ : , 一 咨2子一 1 J t t : i 一 : , 12 1+ ` J /

[专]
> 一叉 姚 i一 :

> 0
.

又因为 二 〔 〔t *
, r * ] 或 x 〔 [一丫 * ,

一 t* I 时
,

f ( 二 ) 簇 0
,

所以证得

笋
:

(一 `(· ) ) `
才 > o

·

( 2 4 )

因此
,

当有极限环交于区间 卜、 ,

八 ] 时
,

至多有一个不稳定的极限环
.

又若有两个极限环 乙〕 乙 交于区间 行
* , t

*
,

)
.

由于 当 。 ( 二 簇 八 时 F :

(八 ) ( F ,

(劝
,

F Z

行* ) ) F Z

(劝
,

由 ( 2 3 )式在 y 一 F (幻 的上面部分的发散量积分为 :

: 卜
:
,
, ,
, : ` (· ) “ 才 +

!
石卜

:
、

, :
、〕 `(· ) “ 才 一

({
: 〔。

, : , l (一`
1

(· ) ) `
才 一

{
: 「。

, :
, l (一 ,

l

(· )夕浮才 )

乙
_ ,

(一 f
Z

(幻 ) dt 一 \
:

「 ,

( 一 j(z 幻冲
, ) < 。

.

Lu , r夜J J I U , T丸J

令 。 一 y 一 F (幻
,

将 ( 1
`

)式化为等价方程组
:

「沙 一 一 x 一 f ( 二 ) 。
,

X 一 夕

我们在 X 一 V 平面上讨论方程 ( 1
` ’

)
,

在带域 权 < x < ,针
,

中
,

令 / ~ p co 。日, 。

方程 ( l
` ’

)化为
:

( 2 5 )

( l
”

)

一 p s l n 口
,

记直线
x 一 f , 与 乙 之交点为

一 z 一 声(
。 。 0 5口)

s i n 日 e o s o
,

一 p s i n Z口f ( p
e o s s )

.

C
,

D ( 。
。
> O

, 。 D

< 0 )
.

又记射线 O C
,

0 2) 与 二 正半
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轴的夹角为 仇
, 日1 ,

一 , / 2 < 口,

< 0 < 今2

<

卢(日夕
,
夕 石( 8 ) 分别是轨线段

介
C L )

Z

一
、

C * D 水

对 2 ,

射线与

的极坐标表示
.

工 的交点分别为 c * ,

D
*

.

夕 一

声(日) > 户( 8 )
,

当 8
:

< 白 < 0 2
.

一
{八 , (劣: 浮, +

{~ , (劣 ) d , 一 {
” ’

j( 歹
e o s乡) d s

一 1 一 f( 万
e o s o )

s i n 白 e o s 日

f(卢
e o s d ) “ d

一 l 一 f(卢
e o s 乡)

s i n o
。 0 5 8

( j (卢
e o s 日) 一 了( 声

e o s 日) ) d日

口口产.恤,.卫落é

一

[一 l 一 f( 厕
e o s 日)

e o s 乡 s i n 日 ] [一 l 一 j( 户
e o s s )

e o s 日 s i n 日]

(j 万co
s

的 < 。
,

故 ( 26 )式小于零
.

再结合 ( 2 5 )式得

( 26 )
21口口

`

l
,扩

由于 f ( 户
。 0 5日) 一

不
_

( 一 f (
二 ) ) d

,

一石
_

(一 f (二 ) ) d
, < 。

.

J 乙 J L

( 2 7 )

若有多个极限环交于区间 (叭
, t杆

;

)
,

设最外一个为 L * ,

歹
: .

( 一`(
· ) “ ) 。

·

无*

外侧不稳定
,

所以
,

若
一

: 2 8 )式不等于零
,

则由 ( 2 7 )式
: 与区间 (叭

, ,。 ,

) 相交的极限环只能是 L * , L *

若 ( 2 8 )式等于零
,

作方程
:

( 2 8 )

不稳定
.

d万 , , 、

~

丁 一 y 一 户 。
戈劣 )

浮 t

一 夕一 ( F (
x ) + 尺 ( : ) )

,

业
一

二

(其中
* ( % ) 一 {

d t \ L

当取 0 < a 《 1 时
,

L *

至少分裂为两个闭轨

咋
.

甲〔 份
. 1 _ _

)
“ 又 } x l 一

百左夕
,

} x l /
百 天, z

乙
*

〕 乙
* ,

且有

( 2 9 )

笋
: · (一 ,

“

(· ) ) d
, 、 。 ,

笋
: ·

(一 ,
“

(· )乡d , 镇 。
·

此式与 ( 2劝式矛盾
,

故 ( 2 8 )式只能取不等号
.

因此只有唯一的不稳定环与区间 (
: , , t好

:

) 相

交
.

由于两个不稳定的极限环不能相邻
,

故只有唯一的不稳定环与 价* , t 、 ,

) 相交
,

当 左(今 。 , 刀
十 l) 为偶数

,

若有极限环 L 交于 卜* , , 、 ]
,

由 ( 23 )式得
:

(一 f ( 劣 ) ) d
t

J 卜 z友, z友l

余下的证明与 左为奇数时类似
,

故在区间

上所述
,

在每一个区间 t[ * , t扮
;

)
,

左铸 。 , 。

定的相间排列
.

定理 2 证毕
.

t[ 、 ,

权
+ ,

) 中只有唯一的稳定极限环与之相交
.

综

十 1 中哈有一个极限环与之相交
,

稳定的和不稳

推论 3
.

对于方程 ( 1
’

)
,

设 F (幼 一 士无(、 )
s
扭 x , 几( 二 ) 是非负的

,

在 x 正半轴上不减的
,

二

阶可微的偶函数
,

_

早满足 :

占 (幻 一 尸 (劝 一 乃(均 2/’
’

(劝 十 2 ( l/’ (、 ) )
,

> o , x > 0
,

( 30 )

则方程 ( 1
`

)在 】川 < (
n
+ l )

二 中恰有
” 个周期解

.

证
.

不妨设 F (劝 一 几(动
s
认

x ,

不然只要作变换 : x ,

一 一 x , : 一 一 , 即可
.

又有 h (幻 >

0 , /

> 0
.

否贝!}设有
`
> O ,

使 乃(
、

) 一 0 ,

则 人(、 ) 二 o , x 〔 ( o
, ;

]
.

故 。 ( 、 ) 一 o , x 〔 ( 0
,

门
.

这与 ( 3 0 )式矛少否
.
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定理 1的条件显然满足
,

又 F (幻 一 一 F (妇
,

故只需验证定理 2 的其它条件
.

定理 2 中

定义的 丁* 由方程 F
`

( 劣) ~ h
’

( 二 )
。 i n x + 人( , )

。 o s x 一 。 或 一 人
`

(、 ) /人(
二 ) ~

C rg 二 的根所确

定
.

由 ( 3 0 )式则有
:

[一 人
’ `

( x ) 人( 二 ) + (人
’

(、 ) )
,

] /方
2

(万 ) > 一 1 一 ( 人
’

(劣 ) )
2

/人
’
(二 )

(一 “ ( 丫 ) / ` (二 ) )
’

}
: 一 : , > 一 l /

s i n ’ : * 一 (
e : g

x

)
’

}
二一 :

*

故曲线 夕 ~ 一 几
`

(劣 ) /乃伽 ) 与曲线 , 一
e tg x 在带域 左, < 尤 < (左+ l )

, ,

咬一 O , l ,

…
, 。

中只相交一次
,

因此区间 以
, ,

(咬十 l )司 中存在且仅存在一个 介
.

F 。 ) 的拐点的横坐标是方程 F “
( x ) ~ (五

”
(劣 ) 一 人(、 ) )

s i n x + 2人
`

(、 )
c o s x ~ 0 的根

.

记 刃 ~ {
劣
卜 > o , 人

`

(劣 ) ~ o } 茗 ~ {
x
}
x > o , 人

`

( 二 ) 尹 O }
.

茗是开集
,

若 F ( % ) 的一个拐点的横

坐标落在 刃中
,

必落在 万的某个开区间
, 中

,

它定义在 , 中的曲线 y一 ( h (
二 ) 一 八

’ `

(幻 ) / 2人
`

(幻

和曲线 y ~ ct gx 一个交点的横坐标
.

而 叭 是曲线 y 一 一万 (劝 / h (劝 和曲线 y 一 ct gx 交

点的横坐标
,

y 一
C tgx 在 如 < x < (左十 1 )

二
.

中单调下降且只与曲线 y ~ 一 h’ (幻 / h( x) 相

交一次
.

又由 ( 3时式得

(人(
二 ) 一 h “

( 劣 ) ) / 2左
`

( 劣 ) > 一人
`

( x ) /人(
二 )

,

即曲线 , 一 。 (多 ) 一 人“
(万 ) ) / 2乃

`

(劣 )
, x ` 。 在曲线 夕 一 一左

’

( 劣 ) /左。 ) 的上方
,

故曲线 夕 ~

( h伽 ) 一 h
’ `

(劣 ) ) / 2人
’

( 二 )
, x 〔 a 与曲线 , 一

e t g二 在 左, <
/

< (左+ l )
二 中的一枝的交点的

横坐标小于 介
.

若 F (约 的拐点的横坐标落在 艺中
,

则有

占 ( x ) 一 几,

( x ) 一 乃(劣 ) h
` ’

( 万 ) > O , 尤 〔 艺 ,

故 h( 幻 一 h
` ’

(幻 > 0
, x 〔 茗

.

F (幻 的拐点横坐标是

F “
(劣 ) = (八

` ’

( 、 ) 一 乃( 二 ) )
s
i n x 一 0 , x 〔 万

的根
,

它只能是 左、
.

因此当 ( 3 0 )式成立时
,

在区 l司 (
: 、 ,

(咬+ l )
,
)

,

左一 O , 1 , 2
,

…
, ,

中 F ( : ) 无拐点
.

所以定理 2 的条件满足
,

故方程 ( 1
’

)在 }xI < (
n
+ l)

二 中恰有
”
个周期解

.

推论 3 证毕
.

例 l
·

在方程 ( l
’

) 中取 F ( x ) 一 邵 l x 卜
。 i n x , 严 > o , a ) o ,

则

占 (劣 ) 一 群 ,

(
x , a

+ a
(
a + l )

x , a 一 2

) > o
, x > 0

.

例 2
.

在方程 ( z
’

)中取 F ( 二 ) 一
e “ `x ` s i n x , a ) 0 ,

则

占( x ) 一 ( l +
a Z

)
e ,“ x

> o
, x > 0

.

例 3
.

在方程 ( 1
’

)中取 F ( 二 ) 一 In ( 一+ 】x })
s i n x ,

占( 工 ) 一 ( I
n
( 1 + x

) )
,
+ ( I

n
( l +

x
) ) / ( l +

、

)
,
+ 2 / ( 1 +

x
)
,

> o
, x > o ,

故在例 l , 2 , 3 中方程 ( l
`

)在 }川 < (
。
+ l)

, 中恰有
n 个周期解

.

本文是在导师秦元勋教授指导下完成的
,

并得到曾宪武同志的帮助
,
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