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一种优化的交错变网格有限差分法及其 
在井间声波中的应用 

赵海波  王秀明 

(中国科学院声学研究所, 北京 100080. E-mail: zhaohaibo1019@126.com) 

摘要  提出了一种优化交错变网格有限差分算法, 并在二维速度-应力关系的弹性波方程中实现. 利用
频散关系守恒准则构造了四阶精度的差分算子, 该算法属于连续变网格方法, 不需要在精细网格和粗
糙网格之间进行插值. 将优化算法的数值结果与解析解及八阶规则交错网格差分算法进行了比较, 验
证了该算法的精度. 与基于Taylor展开的变网格有限差分算法比较可知, 优化算法的频散特性较好, 在
数值模拟中可使用更粗糙的网格. 将提出的优化算法应用于复杂的井间声波模型. 该数值实例表明, 优
化算法可以节省大量的计算内存和计算时间, 同时具有优良的稳定性.   
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井间声波技术有效地避开了地表覆盖层的影响, 
可采用高频声源, 具有比地面地震勘探高 10~100 倍
的分辨率. 井间声波能够提供高精度的储层信息, 与
高分辨率三维地震、多维多分量地震和四维地震一并

列为当今具有极大潜力的四大勘探方法 [1]. 这里所
说的声波, 是指固体介质中传播的纵波和横波. 声波
数值模拟也是地球物理领域十分重要的研究课题 . 
通过数值模拟 , 可加强对声波在复杂介质中的传播
规律的认识, 检验声波勘探方法技术(包括数据采集、
资料处理和解释)的适用性. 声波数值模拟的方法有
多种, 其中有限差分方法(FD)最为普遍, 主要是因其
在处理复杂介质模型中的灵活性和计算效率 . 井间
声波数值模拟存在多尺度问题, 孔径、套管和水泥环
的尺度在厘米级 , 而井间距离一般在几百米到一千
米. 对于常规均匀网格有限差分方法, 为了在数值计
算中包含小尺度的井孔 , 需要在离散空间时用较细
的网格, 但这会造成对井间地层空间的过密采样, 近
而造成不必要的计算机资源浪费 . 当然其他的模拟
方法, 如谱元法和伪谱法也各有自己的优势, 本文在
此不做讨论, 具体参见文献 [2].  

为了提高有限差分的计算效率 , 减少计算内存
损耗, 可以根据本地参数优化空间网格大小的布局. 
基于此目的, 人们提出了变网格(或称非规则网格)方
法, 变网格技术可用在很多具体问题中, 如在自由界 

面附近网格的精细划分 [3~5]、井孔声波数值模拟 [6~8]、

地表低速带模拟 [9,10]、非平面交界面模拟 [11,12]以及断

层或裂缝等物性非连续处精细配置网格 [13,14]. 通常
来说, 变网格方法主要有两种: 连续变网格法(非均
匀变网格)和非连续变网格法. 连续变网格方法是优
化布置网格大小, 网格尺寸连续变化 [3,6,7,12,14~16]. 在
给定的模型结构中 , 连续变网格方法允许灵活的网
格布置, 但是空间网格尺寸只能沿着坐标轴变化. 在
非连续变网格方法中 , 网格间距不同的区域之间有
一部分重叠 . 在重叠的区域通过线性插值实现不同
网格间距区域之间的波场变量传递 [9,17], 或者利用波
动方程实现波场变量连续 [10,18]. 当处理三维问题时, 
后者同样需要在某一个方向进行变量插值 . 非连续
变网格方法可以最大程度地提高计算效率 , 但线性
插值有时会降低数值模拟的精度 [17]. 另一种方法可
以避免上述的插值, 在网格重叠区域使用有限元法, 
在网格均匀的区域使用有限差分法 , 但这种技术的
实现较为复杂 , 因为它需要两个根本不同的计算方
法 [19]. 此外, 基于对截断Taylor级数展开采用局部插
值补偿, 最近Yang等人 [20,21]提出了一种ONADM(opti- 
mal nearly analytic discrete method)数值算法, 该方法
在粗糙网格下仍能保持很小的数值频散 , 在大尺度
的声场模拟中可以用来提高计算效率.  

对二维井间声波的正演模拟 , 其空间尺度的较 
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大变化主要是在水平方向 , 只需在井孔附近进行网
格的精细划分, 这时采用连续变网格方法较为方便. 
对于连续变网格有限差分算法 , 差分算子的系数求
取可以利用Taylor展开 [12,15]或者Langrange插值方法
[22,23]. 实际上, 利用这两种方法得到的差分算子系数
是一致的 . Tam和Webb[24]提出了频散关系守恒准则

(DRP), 该思想的主要内涵是通过给定的波数范围内
匹配数值波数和真实波数来求取有限差分算子系数. 
Ye和Chu[25]利用DRP思想求取二阶差分算子系数, 并
用在声波方程的数值模拟中.  

本文在前人工作基础上, 利用 DRP 方法构建了
一阶空间差分算子系数 , 首次建立了一种优化的速
度-应力关系的交错变网格有限差分算法, 文中详细
地分析了这种优化算法的精度和计算效率 , 还把该
算法的计算结果和目前流行的差分算法以及解析式

结果进行了比较, 并模拟一例复杂的井间声波模型.  

1  交错网格的波动方程有限差分格式 
在介绍本文提出的算法之前 , 首先回顾一下目

前流行的弹性波波动方程的差分格式. 一般地, 各向
同性完全弹性介质的弹性动力学方程为 

, ,i ij jvρ τ=                (1) 

, , ,( )ij ij l l i j j iv v vτ λδ μ= + + ,          (2) 

式中 iv 为质点运动速度 ; ijτ 为应力张量 ; 变量上方

的逗点表示对时间求导 ; λ 和 μ 为拉梅系数 ; ρ 为
介质密度; ijδ 为 Kronecker符号.  

如对时间导数采用二阶精度的差分近似 , 在二
维x-z平面情况下, 方程(1)和(2)交错网格形式的离散
方程可写为 [26] 
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                       (7) 
在上述方程中, 变量的上角标 n 代表时间离散指数, 
下脚标括弧中的 i 和 j 分别为 x 和 z 方向的空间位置
节点指数, tΔ 为时间采样步长, xD 和 zD 分别代表 x

和 z 方向空间差分算子. 根据具体需要, 我们可以构
造不同精度阶数的差分算子, 本文基于 DRP 准则构
造了四阶精度的差分算子, 下面将给予详细介绍. 交
错网格方法将速度和应力分量放置在不同位置处 , 
如图 1. d ix 是 x 方向上第 i个和第 i+1 个网格点之间

的间距, dzj是 z 方向上第 j 个和第 j+1 个网格点之间
的间距. 

 
图 1  空间网格非规则分布下, 交错网格算法中场变量相对位置示意图 
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2  优化的变网格有限差分算子系数 
令 f 代表质点速度分量( xv 和 zv )或者应力张量

分量( xxτ , zzτ 和 xzτ ). 根据有限差分方法构造空间微
分的思想, 对于四阶精度的有限差分, 变量 f 的 x方
向空间一阶偏导数可写为如下形式:  

1 1 2 2

3 3 4 4

( , ) ( , ) ( , )
                  ( , ) ( , ),

xD f x z c f x z c f x z
c f x z c f x z

Δ Δ
Δ Δ

= + + −
+ + + −

     
(8)

 

式中 xD 为四阶精度差分算子, ic (i = 1, 2, 3, 4)为待
定的差分算子系数. 上式中的 iΔ 可以利用图  2 给出
的模板计算 [15]. 由于在交错网格有限差分算法中 , 
速度和应力的空间采样点的位置不同 , 因此要分两
种情况确定 iΔ . 图 2(a)显示了差分算子的中心位于
第 i和 1i + 个节点之间时确定 iΔ 的模板, 即场变量的
空间位置在两个节点中间时如何计算 iΔ (图  2(a)). 图
2(b)中的差分算子中心在第 i个网格节点处, 即场变
量的空间位置在节点上的情况(图 2(b)). 与上面的做
法类似 , 对于四阶精度的差分算子 zD , 变量 f 的 z
方向空间一阶偏导数可写为 

1 1 2 2

3 3 4 4

( , ) ( , ) ( , )
                  ( , ) ( , ),

zD f x z c f x z c f x z
c f x z c f x z

Δ Δ
Δ Δ

= + + −
+ + + −

     
(9)

 

只要将图 2中的 x换为 z即可实现(9)式中空间步长Δ i

的计算.  
从上面的论述可以看到, 处理 xD 和 zD 的方法是

一致的. 现以 xD 为例, 说明如何利用 DRP 准则确定
差分算子系数. 由于目前仅考虑变量 f 的 x方向导数, 
基于平面波分析, 可令 i( , ) e kx

zf x z f= , 其中 k是 x 方
向的波数, zf 为平面波幅度, 仅与  z 方向有关. 将此
关系代入到(8)式中, 得到 

31 2 4ii i i
e 1 2 3 4i e e e ekk k kk c c c cΔΔ Δ Δ− −= + + + ,    (10) 

式中 ke是 x 方向差分算子的有效数值波数. 实际上, 
对(8)式进行关于 x变量的空间 Fourier变换可得到上 

式. 网格间距相同的情况下, 利用图 2 中的对称模板
计算出的有效波数是实数 . 而当空间网格尺寸不一
致时, 有效波数将是一复数. 在给定的波数域中, 为
保证有限差分算子的Fourier变换更好地近似于变量
偏导数的Fourier变换 , 需要优化选择差分算子系数

ic , 使得如下积分误差 E最小 [24,25]:  

[ ] [ ]
  2 2

e e 0  0
( ) d (1 ) ( ) d ,E k Re k k Im k k

η η
ξ ξ= − + −∫ ∫  (11) 

式中 2π / Nη = 是预先给定的波数优化范围上限, N
是Nyquist频率处最小波长采样点数(本文中, N = 3). 
ξ是加权系数, 主要是用于平衡有效数值波数的实部
和虚部, 使得数值波数较好地与真实波数相匹配. 积
分误差 E最小的必要条件为 

0
i

E
c

∂
=

∂
, ( 1,  2,  3,  4i = ),       (12) 

上式给出了关于 ic 的线性方程组 , 解如下方程组可
以计算得到 ic : 

ij j ia c b= ,             (13) 

其中 
 

 0

 

 0
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η

η

Δ Δ
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∫
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 1
i  0

( 1) sin( )d .i
ib k k k

η
Δ+= − ∫  

在实际数值模拟中, 当空间网格的布局确定之后, 就
可以计算出空间上每个节点位置处的差分算子系数

(包括 x 和 z 方向), 可把这些差分算子系数作为预先
确定的参数存储, 以便在每次迭代循环中使用. 对于
加权系数ξ, 一些实际计算表明 , ξ = 0.8 是较好的   
选择.  

Pitarka[15]提出了一种基于Taylor展开的变网格有
限差分法(本文称为Taylor变网格算法), 其主要做法
为 :  对 (10)式右端的指数进行Taylor展开 ,  误差为 

 

 

图 2  计算差分算子中的Δi示意图 
(a) 差分算子的中心位于第 i个和第 i+1个节点之间; (b) 差分算子的中心在第 i个节点上 
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4( )iΔΟ , 并令两边系数相等, 可得到如下 4 个线性方
程:  

1

1 2 3 4 2
2 2 2 2

1 2 3 4 3
3 3 3 3

41 2 3 4

1 1 1 1 0
1
0
0

c
c
c
c

Δ Δ Δ Δ

Δ Δ Δ Δ

Δ Δ Δ Δ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

,     (14) 

解此线性方程组即可得到差分算子系数 ic (i = 1, 2, 3, 
4).  

表 1比较了本文的优化算法和Taylor算法的差分
系数, 网格模版使用的是图  2(b), 第一列中的比值为

2d ix − : 1d ix − : d ix : 1d ix + . 无论是优化算法还是 Taylor 算
法, 当模版上的间距分布均匀时, 计算出的差分系数
是对称的(c1和 c2, c3和 c4). 但是当间距不一致时, 差
分系数的分布没有规则. 从差分算子系数分布上, 不
能直接比较出两者的优劣 . 接下来我们从谱误差角
度分析. 图 3 给出了优化差分算子的谱误差, 并与相
同精度阶数的 Taylor 变网格有限差分算子((14)式)作
了比较. 如果曲线越靠近精确解 e min( ( )Re k Δ = min)kΔ , 
说明频散误差越小. 图 3中显示了两种方法在相同的
网格模板(图 2(a))下的 e min( )Re k Δ 与 minkΔ 的关系, r代
表粗网格和细网格之间比例. 在相同的网格配置下, 
图 3表明了本文的优化算法要比Taylor算法的频散误
差小. 在考虑网格变化的比例时, 优化算法允许使用
较大的网格尺寸变化比例. 因此, 与Taylor算法相比, 
优化变网格方法在采用相同的网格配置下可以给出

更精确的数值结果 , 或使用较少的网格单元提高计
算效率.  
 

表 1  优化算法和 Taylor算法的差分系数 

  c1 c2 c3 c4 
Taylor −0.0417 0.0417 1.1250 −1.12501:1:1:1 

 优化 −0.0725 0.0725 1.1917 −1.1917
Taylor −0.0397 −0.0889 0.7000 −0.57141:1:2:2 

 优化 −0.1419 −0.1015 0.9065 −0.6798
Taylor −0.0250 −0.2083 0.4583 −0.22501:1:3:3 

 优化 0.2392 −0.3343 0.5005 −0.8039
 

3  数值算例 
在如下的数值模拟中, 采用的声源为 Ricker 子

波函数: 
2

p(π )2
p( ) 1 2(π ) e ,f tS t f t −⎡ ⎤= −⎣ ⎦          (15) 

式中 fp为峰值频率, 该声源的最大频率是峰值频率的
3 倍, Nyquist 频率是峰值频率的 2 倍. 同时, 本文所 

 
图 3  优化变网格方法与 Taylor变网格方法的谱误差比较 

 
使用的吸收边界条件是完全匹配层技术 , 在交错网
格有限差分算法中实现此技术可参见文献 [27].  

变网格有限差分首先要确定空间网格尺寸 , 然
后再确定时间步长的大小 . 对于四阶精度的交错变
网格有限差分而言, 为了保证数值算法的精度, 当满
足如下频散条件 [15]时, 空间频散可大大减小, 即 

min
max

max5
v

h
f

< ,              (16) 

式中 maxf 是声源的最高频率, minv 是本地区域的速度

最小值, maxh 为本地区域所能使用的网格尺寸的最大

值. 可见, (16)式是一个本地化条件. 在下面的数值
算例中可以看到 , 优化算法拥有更优的数值频散特
性, 最小波长内需要的网格点数从 5个可以降到 4个. 
本文的优化算法采用全局时间步长 , 即时间步长对
所有的网格点都是一致的 . 时间步长由稳定性条件
来确定 [16]: 

min

max

0.606h
t

v
Δ < ,              (17) 

式中 maxv 和 minh 分别代表整个计算区域中的最大速度

和最小网格尺度. 对于非均介质模型来说, 方程(17)
给出的是稳定性条件的下限.  

3.1  优化变网格有限差分算法精度 

在实际的数值模拟中 , 首先考虑模型小尺度区
域(或者低速区域)的网格精细划分, 其他区域使用粗
糙网格 . 然后在精细网格和粗糙网格之间建立过渡
带, 过渡带内网格尺寸是逐渐变化的, 变化的比例是
整数 . 为了避免网格尺寸的较大变化引起的计算误
差, 一般选择的变化比例为 2×或 3×. 为了考察我们 
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提出的优化变网格算法的精度 , 下面将优化变网格
算法的数值结果与Pilant[28]解析解进行对比, 同时也
对比了八阶精度的规则交错网格有限差分算法 [29]的

数值结果. 二维空间下, Pilant推导了均匀无限大弹性
介质中垂直力源产生声场的解析解 , 得出时间域中
的质点位移具体表达式为 

p

 

2  / 2 2pp

 2 2
p2  /

p

cos sin ( )( , , ) d
2π ( / )

cos sin ( ) ( / ) d
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式中 u和 v分别代表质点水平和垂直位移, ρ 为介质
密度, vp和 vs分别为纵波和横波速度. (18)和(19)式中

的 ( )H 为Heaviside阶跃函数, 2 2r x z= + 为接收点

与声源的距离, 1tan ( / )x zθ −= .  
图 4(a)是一个均匀弹性介质模型, 模型的长和宽

均为 168 m, 纵波速度 vp= 4200 m/s, 横波速度 vs= 
2700 m/s, 介质密度 ρ = 2490 kg/m3, 其中 S代表声源, 
R1和 R2代表接收器. 图 4(b)是图 4(a)中网格间距过
渡带的网格尺寸变化示意图, 平行于 x方向和 z方向
的过渡带配置相同. 声源为一垂向力源, 峰值频率为
400 Hz. 声源放置在(18 m, 18 m)处, R1接收器的位置

坐标为(48 m, 48 m), R2接收器的位置坐标为(78 m, 
78 m). 数值模拟中, 时间步长为 10−6 s, 除过渡带外, 
x和 z方向的空间网格步长均为 0.6 m. 过渡带中的网
格尺寸从 0.01 m渐变到 0.27 m, 整个过渡带宽度为
2.4 m. 图 5和 6分别是接收器 R1和 R2处的波形对比

结果, 波形曲线给出的是质点速度. 无论在接收器R1

点还是在接收器 R2 点, 优化变网格算法的计算结果
与八阶规则交错网格有限差分算法(空间步长为 0.6 
m)的结果基本重合, 与解析解的吻合也是令人满意
的, 验证了优化变网格算法的合法性. 在目前的离散
参数下, min max max( ) 4v h f⋅ ≈ , 说明优化变网格算法具
有较为理想的计算结果, 空间频散特性很小.  

图 7是 0.036 s时刻质点水平速度分量波场时间
快照. 此模型与图 4 的物性及数值离散参数一致, 唯
一不同的是 x和 z方向的空间步长取为 0.8 m(除过渡 

 
图 4  模型示意图 

(a) 均匀弹性介质模型; (b) 过渡带网格间距配置 
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图 5  接收点 R1处数值解与解析解对比 
(a) 质点速度水平分量; (b) 质点速度垂直分量 

 

 
图 6  接收点 R2处数值解与解析解对比 
(a) 质点速度水平分量; (b) 质点速度垂直分量 

 

 

图 7  0.036 s时刻质点速度水平分量波场快照图 
(a) 优化变网格算法; (b) Taylor变网格算法 

 



 
 
 
 
 
 
 
论 文  第 52 卷 第 12 期  2007 年 6 月   

www.scichina.com  1393 

带区域外). 图  7(a)是利用优化变网格算法得到的快
照图, 而图 7(b)对应的是 Taylor变网格有限差分算法. 
可以看到, Taylor 算法的频散比较严重, 而优化算法
的频散误差较小. 本例中, 我们采用 min max max( )v h f⋅ ≈  
3, 对于优化变网格算法, 这就允许数值模拟计算中
可采用更粗糙的网格, 进一步提高计算效率. 图 7 中
的箭头指出了由于空间网格尺寸的变化引起的虚假

反射, 其产生的原因是由于网格尺寸的变化, 引起了
不同网格间距区域的频散关系 ( )kω 的不同, 从而导
致了数值速度上的微小差别 . 这些虚假的反射波幅
度远远小于直达波的幅度 , 虚假信号所引起的误差
小于 0.1%.  

3.2  井间声波应用 

井间声波使用的是井下声源 , 声源除了激发体
波外 , 还激发出很强的管波(低频Stoneley波). 管波
沿着发射井的井孔传播, 在阻抗不连续处(井径改变
或射孔)形成二次声源, 二次声源激发出与管波相关
的模式波向地层中辐射能量 , 这些模式波将会在接
收井中被接收到 [30,31]. 此外, 体波也会在接收井的阻
抗不连续处激发出管波. 一般, 接收器接收到的信号
中有很强的管波 , 它们常常掩盖了低幅度的反射和
透射波信号. 一般地, 在勘探地球物理中, 人们把井
间声波在井内产生的管波看成是噪声 . 利用数值模
拟可以认识声波在井间的传播规律 . 同时可以研究
管波的传播特征 , 有利于提出更好的压制管波的方
法, 提高井间声波的解释精度. 下面将利用优化变网
格有限差分算法模拟一个非均匀介质的井间模型 , 
模拟中包括了井孔、套管、水泥环以及射孔. 图 8(a)

是一个井间声波实验方案, 其中包括了两个射孔. 图
8(a)中给出了各种模式波的传播路径, 图 8(b)是相应
的人工合成的共炮点道集 , 其中字母代表的波至意
义如下: T为管波; P为直达纵波; S为直达横波; PT为
由P转换的管波; ST为由S转换的管波; TP为由T转换
的纵波; TS为由T转换的横波; TPT为由TP转换的管
波; TST为由TS转换的管波.  

图 9 是某一深度下井间地层模型(垂直坐标不代
表绝对深度 ). 从上到下 , 纵波速度vp分别为 4200, 
4400, 4300, 4800, 4600, 4950, 5200, 5650和 4900 m/s, 

相应的横波速度为 s p / 3v v=  m/s, 相应的介质密度

为 0.25
p230 (3.28 )vρ = × ⋅ kg/m3[32]. 在此数值实例中 , 

井孔中的流体、套管和水泥环的纵波速度分别取为

1500, 5500 和 3080 m/s, 密度分别为 1000, 7800 和
1900 kg/m3. 套管和水泥环的横波速度分别为 3200
和 1760 m/s. 井孔的直径为 20 cm, 套管厚度为 2 cm, 
水泥环厚度为 4 cm. 采用峰值频率为 500 Hz的涨缩
声源, 位于发射井垂直深度 40 m处. 一列接收器放
置于接收井的井轴上. 用一个矩形代表射孔, 该矩形
穿过了套管和水泥环, 并占据了一小部分地层, 射孔
中充满与井孔中相同的流体 . 其中一个射孔位于发
射井垂直深度的 120 m处, 另一个位于接收井垂直深
度的 60 m处. 在数值模拟中, 时间步长为 0.4 μs, 垂
直方向上的空间采样间距为 0.4 m. 水平方向上, 在
井孔附近用 5 mm的细网格剖分, 井间区域的空间步
长为 0.4 m. 对于细网格区域与粗网格区域之间的过
渡带, 网格间距由 5 mm~0.4 m变化(3×). 

图 10分别给出了 0.018和 0.066 s时刻的应力水

 
图 8  井间声波模型简图 

(a) 波的传播路径; (b) 合成记录波至草图(引自Mo和Harris[31]) 



 
 
 
 
 
 
 

  第 52 卷 第 12 期  2007 年 6 月  论 文 

1394   www.scichina.com 

 
图 9  井间地层结构图 

 

 
图 10  应力水平分量波场时间快照图 

(a) 18 ms时刻; (b) 66 ms时刻 
 

平分量波场时间快照图. 除了直达纵波和横波外, 从
波场快照中可以清晰地看到很强的管波在发射井中

的传播 , 管波在射孔处形成的二次声源并产生与管
波相关的模式波向地层中传播. 图 11 是人工合成的
共炮点道集, 显示了与图 8中相应的各种波至. 图 11
中可以观察到 , 与管波有关的模式波具有很强的能
量, 特别是 PT, TP和 TS. 如果不对它们进行处理, 将 

 
图 11  人工合成的共炮点道集 

 
对井间声波层析成像(特别是反射波层析成像)造成
影响, 降低成像的精度. 如果利用均匀网格在井孔附
近加密网格 , 那么井间地层需要网格点数为 400×
24000. 然而在相同的条件下, 利用优化变网格算法 

需要的网格点数为 400×300, 内存只占规则网格的
1/80 左右, 因此计算效率大大地提高了. 此外, 计算
中时间迭代次数为 30 万次, 可充分说明提出的优化
变网格算法的稳定性.  

4  结论 
基于 DRP 思想, 本文提出了一种优化变网格算

法, 该方法建立在速度-应力交错网格有限差分基础
之上, 算法具有二阶时间精度和四阶空间精度. 将数
值结果与解析解及八阶规则交错网格有限差分算法

进行了比较 , 验证了本文提出的优化变网格算法具
有较高的精度 . 通过谱误差分析和实际数值模拟结
果比较可知, 与基于 Taylor展开的变网格有限差分相
比, 优化算法的频散误差小, 因而允许使用更粗糙的
网格, 可以进一步提高计算效率. 在一例井间声波模
拟中应用了此优化算法 , 表明了该算法拥有令人满
意的稳定性, 与规则网格有限差分算法相比, 该算法
占用内存少, 节省计算时间, 极大地提高了计算效率. 
数值结果还表明, 与管波相关的模式波能量较强, 需
要压制, 否则将会降低井间声波层析成像精度.  

致谢  感谢审稿人的修改和建议. 
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