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摘要    通过研究求解不可压缩Navier-Stokes方程的拟压缩方法与加速刚性双曲型方程时间推进的预处理技

术, 推导了一般曲线坐标系下带预处理的拟压缩 Navier-Stokes 方程特征系统, 并结合有限差分法, 建立了适

用于不可压缩黏性流动计算的拟压缩快速算法. 通过对不可压缩无黏圆柱绕流、平板层流流动、低 Reynolds

数定常圆柱绕流问题的数值模拟研究, 得到了与相关理论与实验测试相吻合的结果, 验证了所建立数值方法

的快速可靠性. 较系统地研究了预处理引入的参数和拟压缩因子的选择对收敛特性的影响. 结果表明, Roe 格

式相对于二阶中心差分格式得到的结果更令人满意; 对拟压缩 Navier-Stokes 方程进行预处理能有效提高数值

计算的收敛速度; 自适应的拟压缩因子取值能在很大程度上改善数值解的收敛特性, 且不需要根据具体流动

问题进行人工调节. 最后将本文发展的数值方法用于低 Reynolds 数非定常圆柱绕流的数值模拟, 所得结果亦

和实验观测结果及其他文献的计算吻合很好. 
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不可压缩 Navier-Stokes 方程中, 压力仅以空间

梯度的形式出现, 不存在可压缩流动那样通过热力

学关系将压力和密度、温度相联系的状态方程, 没有

可以显式求解压力的方程 . 故而不可压缩 Navier- 

Stokes 方程数值求解的难点在于速度场变化和压力

场变化不耦合, 难以满足散度为零的条件. 近年来已

经发展了许多用于求解不可压缩 Navier-Stokes 方程

的算法, 大体上可以分为两类, 一类是基于非原始变

量的方法, 另一种是基于原始变量的方法.  

基于非原始变量的方法的典型代表是涡量-流函

数方法, 其基本思想是对 Navier-Stokes 方程进行变

换, 写成涡量-流函数的形式, 然后引入涡量方程, 消

去方程中的压力项, 再引入流函数, 连续方程便可以

自动满足. 涡量-流函数方法虽在计算二维不可压缩

Navier-Stokes方程中取得了成功, 但将该方法推广到

求解三维问题时却出现了困难. 三维流动的流函数

无法如二维流动一样直接定义, 需要引入多个流函

数, 不但场变量增加, 模型方程也更为复杂. 后人在

此基础上发展起来的如涡量-速度方法[1]、涡量-矢量

势方法[2]等一系列方法, 虽都能用于三维问题, 但在
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选择边界条件时将遇到诸多难题, 目前尚难以普遍

应用.  

在实际应用中, 基于原始变量的方法使用更为

广泛, 其依赖变量是速度和压力. 采用差分方法进行

实质求解时大致可以分为两类:  

第一类方法通过压力的泊松方程求得压力, 包

括 Harlow 和 Welch[3]的压力泊松方程法、Patanker 和

Spalding[4] 的 SIMPLE(Semi- Implicit Method for 

Pressure-Linked Equation)方法、Chorin[5]的投影法

(Projection Method)等. 这类方法的共同特点是压力

和速度是解耦求解的, 速度每推进一步, 需要迭代求

解泊松方程来得到压力, 在计算时需给出压力和速

度场的初值, 然后进行迭代, 直到满足连续方程为止. 

在实际应用中, 这类方法通常采用交错网格技术来

解决压力的奇偶失联问题. 该方法的缺点在于每一

时间步都需要进行迭代, 使速度和压力场耦合, 一方

面泊松方程的数值求解收敛速度很慢, 且有时仅能

使散度达到 0.01 量级; 另一方面在计算非定常流动

过程中初始条件很难给定. 若初始条件不满足零散

度条件, 则在计算过程中此误差将一直保留.  

第二类方法是 Chorin[6]引入的拟压缩法(Pseudo 

compressibility Method), 在一些文献中亦称为人工

压缩方法(Artificial Compressibility Method)[7]. 该方

法通过在连续方程中引入压力对时间的导数项, 将

不可压缩流场随时间的变化阶段当成可压缩流处理, 

从而将压力随时间的变化与速度散度联系起来, 使

不可压缩流动的控制方程由原来的椭圆型方程变为

双曲型方程. 拟压缩方法的思想类似于用时间相关

法来求解定常流动问题的方法, 其优点在于可以充

分利用近年来针对可压缩流动发展起来的大量成熟

方法, 并且拟压缩方法的求解代码和可压缩流动求

解代码的相似程度很高, 可以通过较少的努力相互

移植. 连续方程和动量方程是同步求解的, 拟压缩方

法能够更快地收敛, 求解效率高. 本文重点探讨拟压

缩方法.  

预处理方法 [8~10]是针对双曲型系统求解中的刚

性问题提出的, 该刚性问题的起源在于控制方程的

特征值不在同一量级, 为此通过在时间导数项前乘

以一个预处理矩阵, 改变原控制方程的特征系统, 令

其特征值处于同一量级, 从而加速收敛速度. 传统的

思想都是将预处理方法应用于求解高速可压缩流动

方程, 即对可压缩的 Navier-Stokes 方程进行预处理, 

以期改善高速可压缩流动的求解器在低速流动中的

表现, 获得更快的收敛速度和更高的精度. 目前已经

发展了多种预处理矩阵的构造方法, 并得到了广泛

的应用. 本文将结合拟压缩方法, 将预处理的思想应

用于不可压缩流动的求解.  

虽然 Chorin[6]早在 1967 年即提出拟压缩方法, 

但在之后的将近 20 年时间里, 该方法并未得到广泛

应用, 直到 20 世纪 80 年代当可压缩流动求解的数值

方法成熟发展后, 该方法方为学术界所关注. Kwak

等人 [11]最早采用中心型格式求解了拟压缩 Navier- 

Stokes方程, 随后Rogers等人[12,13]借助求解可压缩流

动的迎风型格式发展出了求解拟压缩 Navier-Stokes

方程的迎风型格式 . Chen 等人 [14]等还将高精度的

WENO 格式应用于拟压缩 Navier-Stokes 方程的求解. 

对虚拟压缩 Navier-Stokes 方程进行预处理的思想最

早是由 Turkel[15]提出, 通过理论分析讨论了带预处

理的拟压缩方程的参数选择条件, 但并未给出数值

计算结果. 上述的文献[11~14]则仅讨论了拟压缩因

子的选择对数值计算的影响, 而并未结合预处理方

法. Liu 等人[16]和 Esfahanian 等人[17]考虑了预处理方

法, 并采用添加了四阶人工黏性的 Jameson[18]二阶中

心差分格式求解了拟压缩 Navier-Stokes 方程. 但中

心差分格式的耗散过大, 导致数值结果并不理想. 因

此, 本文工作致力于建立求解带预处理的拟压缩方

程的迎风型Roe格式, 以期建立求解不可压缩流动的

高效数值方法.  

本文推导出了一般曲线坐标系下带预处理的拟

压缩 Navier-Stokes 方程的特征系统, 并结合有限差

分法, 采用类似 Roe[19]的迎风格式, 建立了适用于不

可压缩黏性流动计算的数值方法, 采用不可压缩无

黏圆柱绕流、不可压缩平板层流流动和低 Reynolds

数定常圆柱绕流作为算例, 验证了所建立的数值方

法的可靠性. 进一步系统地研究了预处理引入的参

数和拟压缩因子的选择对黏性流动数值计算收敛特

性的影响, 并给出了优化的参数选择方法. 最后将本

文发展的数值方法用于低 Reynolds 数非定常圆柱绕

流的数值模拟, 所得结果亦和其他文献的计算及实

验观测结果吻合很好, 初步验证了本文发展的数值

方法对非定常问题求解的可靠性.  
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1  数值方法 

1.1  不可压缩 Navier-Stokes 方程的拟压缩处理 

无量纲形式的不可压缩 Navier-Stokes 方程组可

写成 

 
( ) 2

0,                                  

1
.p

t Re

∇ ⋅ =⎧
⎪

∂⎨
+ ∇ ⋅ = −∇ + ∇⎪ ∂⎩

u

u
uu u

 (1) 

该方程是椭圆型的, 且速度场变化和压力场变化不

耦合, 难以满足散度为零的条件. 拟压缩方法的思想

是通过在连续方程中引入压力时间导数项将方程(1)

变成如下的虚拟时间 t 方向的双曲型方程组: 
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其中 β 为拟压缩因子, Re V Lρ μ= ∞ 为 Reynolds 数, 

,u v 为笛卡儿坐标系下 ,x y 方向的速度分量, V∞ 为自

由 来 流 速 度 . 无 量 纲 压 力 可 表 达 为 p =  

2( ) ,p p Vρ∞ ∞−  其中密度 ρ 和动力黏性系数 μ 在本

文计算中为常量.  

方程(2)可写成如下的向量形式:  

 1 ( ) ( ) 0,v v
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其中 
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1.2  建立拟压缩 Navier-Stokes 方程的预处理技术 

方程(3)为刚性双曲型系统, 如上所述, 可采用

预处理来减弱其刚性, 达到高效计算的目的. 本文采

用 Turkel[15]提出的预处理方法, 在动量方程中引入

与压力导数相关的项, 经整理, 笛卡儿坐标系下二维

带预处理的拟压缩无量纲化 Navier-Stokes 方程可表

达为 

 1 ( ) ( ) 0.v v
t x yQ E E F F−Γ + − + − =  (5) 

在此 
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自变量 Q 和通量 , , ,v vE F E F 等的表达式与(4)相同 . 

式中α 为预处理引入的参数, 当 0.0α = 时表不采用

预处理技术; 1.0α = 时表直接对守恒形式的方程进

行预处理; 而 2.0α = 时则表直接对非守恒形式的方

程进行预处理. 参数α 和 β 的选择对计算精度和收

敛速度具有重要影响, 详见下文讨论. 

为求解复杂外型绕流问题 , 引入变换 ( , )x y →  

( , ),ξ η  在一般曲线坐标系 ( , )ξ η 下(3)式可写成如下

形式:  

 ( ) ( )1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0,v v
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其中 
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在此 

 ,  ,x y x yU u v V u vξ ξ η η= + = +  (9) 

为逆变速度; 坐标变换的 Jacobi 行列式: 

 .x y x yJ ξ η η ξ= −  (10) 

Roe 格式是应用最广的迎风型格式, 该格式须用

到控制方程的特征信息. 因此, 将涉及到无黏通量 Ê

和 F̂ 的 Jacobi 矩阵 Â 和 B̂ 的特征值和特征向量 . 
ˆ ˆˆA E Q= ∂ ∂ 和 ˆˆ ˆB F Q= ∂ ∂ 可写成统一形式为 
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其中 1
ˆ ˆ,A A=  2

ˆ ˆ,A B=  
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在预处理方法中 , 一般需要矩阵 ˆ ˆA AΓ = Γ 和

ˆ ˆB BΓ = Γ 的特征分解, 即对之作对角化处理. Jacobi

矩阵 ,
ˆ

mAΓ 的形式为 
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其对角化有 

 1
, , , ,
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其特征值分别为 
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其中 c为虚拟声速: 

 2 2 2 2 21
(2 ) 4 ( ),

2 x yc k kα θ β= − + +  (16) 

记对角矩阵 , 1 2 3diag( , , ).m λ λ λΓΛ =  矩阵 ,
ˆ

mAΓ 的右特征

向量矩阵 ,mRΓ 为 
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其中 
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左特征向量矩阵 1
, ,m mL R−

Γ Γ= 形式为 

 1 2 3 T
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其中 
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 2 2 2
, 3 , , ,m x yL k kλ β βΓ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (23) 

 3 2 2
, 2 , , .m x yL k kλ β βΓ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (24) 

1.3  数值格式 

本文采用半离散的有限差分方法, 先对空间进

行离散, 再以隐式 LU-SGS(Lower-Upper Symmetric 

Gauss-Seidel)格式来完成时间推进.  

1.3.1  空间离散格式 

类比于可压缩流动的 Roe格式, 方程(7) i方向的

对流项空间离散格式可写成 
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1

          ( ) ,
2

i L R

i i i i L R

E E Q E Q

R R Q Q J

+

− −
+ Γ + Γ + Γ +

= +

− Γ Λ −
 

(25)

 

式中 

 , 1 2 1 2 3diag( , , ),i λ λ λΓ +Λ =  (26) 

LQ 和 RQ 分别为由选定限制器所得到的网格界面上

左右两侧的变量 . 在本文的实际计算中采用了

minmod限制器. 在Roe平均矩阵的计算中, 1 2i + 界

面处的变量值可由 1 2

1
( )

2i L RQ Q Q+ = + 给出. 

黏性项采用二阶精度的中心差分格式进行离散. 

壁面采用无穿透(无黏流动)或无滑移(黏性流动)速度

边界条件, 压力由内场外推得到. 远场边界处根据流

动方向判断入流和出流, 入流处给定速度值, 压力由

内场外推得到; 出流处给定压力值, 速度由内场外推

得到.  
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1.3.2  时间离散格式 

本文对时间变量采用隐式离散格式, 并对格式

的隐式部分进行线性化处理可得一般形式如下: 

 ,
ˆ ˆ( ) ,

nn
i jI t A B Q J tξ ηδ δΓ Γ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ Δ + Δ = Δ Γ⎣ ⎦⎣ ⎦ RHS  (27) 

其中 RHS 的表达式为 

 
( ) ( )

( ) ( )
1 2, 1 2, , 1 2 , 1 2

1 2, 1 2, 1 2, 1 2,

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ .

i j i j i j i j

v v v v
i j i j i j i j

E E F F

E E F F

+ − + −

+ − + −

⎡= − − + −⎣
⎤− − − − ⎦

RHS
 

(28)
 

如对无黏通量的 Jacobian 矩阵 ,mAΓ 进行正负分裂 

 , , ,
ˆ ˆ ˆ ,  1,2.m m mA A A m+ −

Γ Γ Γ= + =  (29) 

并将其代入到一般形式中得 

 

,

ˆ ˆ ˆ ˆ( )

 ,

n

n

i j

I t A A B B Q

J t

ξ ξ η ηδ δ δ δ+ − − + + − − +
Γ Γ Γ Γ

⎡ ⎤+ Δ + + + Δ⎣ ⎦

⎡ ⎤= Δ Γ⎣ ⎦RHS
 

(30)
 

式中, 算子δ 的上标 ,+ − 分别表前、后差.  

Yoon 和 Jameson[20] 提 出 的 LU-SGS(Lower- 

Upper Symmetric Gauss-Seidel)方法是目前模拟可压

缩流动中广泛应用的隐式计算方法. 本文将其推广

至带预处理的虚拟压缩 N-S 方程的求解中.  

对无黏通量 Jacobi 矩阵采用最大特征值分裂得 

 ( )( ), , ,

1ˆ ˆ ˆ ,  1,2,
2m m mA A A I mχρ±

Γ Γ Γ= ± =  (31) 

其中 ,
ˆ( )mAρ Γ 表示矩阵 ,

ˆ
mAΓ 的谱半径, χ 为大于或等

于 1 的常数因子, 用来调节数值计算的稳定性. 黏性

项的 Jacobi矩阵比较复杂, 在隐式部分通常忽略黏性

的影响. 这种作法在黏性影响强烈的区域容易造成

计算的不稳定. 为了保证稳定性, 本文对黏性项采用

近似隐式处理, 可简化为对无黏通量 Jacobi矩阵的谱

半径(31)式进行修正:  

 ( ) ( )( ),, , ,

1ˆ ˆ ˆ ˆ2 ,  1,2,
2 m

v
m m iA A A I A mχρ ρ

Γ

±
Γ Γ Γ= ± ± =  (32) 

其中 

 
,

2

ˆ( ) .
Rem

v k
A vρ

Γ

∇
=  (33) 

将(32)式代入(30)式中, 经整理可得到 

 ,( ) ,
nn

i jD L U Q J t ⎡ ⎤+ + Δ = Δ Γ⎣ ⎦RHS  (34) 

且有 

( )( ) ( )( )
, 11,

ˆ ˆ ˆ ˆ ,v v

i ji j
L t A A I B B Iρ ρ

Γ Γ

+ +
Γ Γ

−−

⎡ ⎤= −Δ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 (35) 

 1, , 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( ( ) ) ( ( ) ) ,v v

i j i jU t A A I B B Iρ ρ
Γ Γ

− −
Γ + Γ +

⎡ ⎤= Δ − + −⎣ ⎦  (36) 

 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) .v vD I t A A B Bρ ρ ρ ρ
Γ ΓΓ Γ

⎡ ⎤= + Δ + + +⎣ ⎦  (37) 

可采用下式通过沿主对角线上、下扫描推进求

解:  

 ( )* 1 *
,

* 1

,

.                     

n

i j

n n

Q D J t L Q

Q Q D U Q

−

−

⎧ ⎡ ⎤Δ = Δ Γ − Δ⎪ ⎣ ⎦⎨
⎪Δ = Δ − Δ⎩

RHS
 (38) 

进而可得 

 1 .n n nQ Q Q+ = + Δ  (39) 

1.4  数值方法包含的参数的选择准则 

(5)~(6)式中的参数α 为预处理引入的参数, β

为虚拟压缩因子. 该两参数的选择对计算的收敛速

度有着重要的影响, 有时甚至对计算精度也产生影

响. 根据 Turkel[15]的分析, α 的最佳值为 2, 本文计

算选取α = 0.0, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0. 当 0.0α = 时, 表示

不采用预处理技术, 此即绝大多数文献[11~14]中使

用的方式, 这时该方法的特性主要由虚拟压缩因子

β 来决定. β 的选择存在两种思路: 其一是令 β 为

常数, 即全流场采用统一的 β 值, 文献[12,13]的结果

和本文的数值实验均表明, 当 β 取值过小时计算结

果误差较大, 当 β 取值过大时则收敛速度下降. 但通

常在 2β 取 0.5~10 之间时, 均能保证解的精度, 所以

本文针对收敛性研究的计算时, 2β 的值取在 0.5~10

之间.  

考虑到参数α 和 β 的选择应该能够保证(13)中

Jacobian矩阵 ,
ˆ

mAΓ 的条件数在各种流动条件下都尽可

能接近 1, 从而保证较高的收敛速度. 而全场固定的

β 值在流场变化剧烈时往往不能保证, 另一种方法[15]

是令β 取如下的自适应形式 

 
{ }

{ }

2 2
02

2 2
0

max (3 )( ), ,      2;

max ( 1)( ), ,   2.

u v

K u v

α ε α
β

α ε α

⎧ − + <⎪= ⎨
− + ≥⎪⎩

 (40) 

其中, K 为略大于 1 的常数, 本文取为 1.1, 0ε 为一

常值, 防止流场中 2β 值过小导致精度下降, 本文取

为 0.7. (40)式能够保证(13)中 Jacobian 矩阵 ,mAΓ 的特

征值在各种流动条件下量级都尽可能接近, 从而保

持一致较高的收敛速度.  
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2  数值算例及讨论 

2.1  验证算例 

本节选取了具有精确解析解或者详细实验数据

的流动, 包括无黏不可压缩圆柱绕流、平板不可压缩

层流流动、低 Reynolds 数黏性缩圆柱定常绕流等算

例, 通过对比分析, 验证本文所发展的数值方法的可

靠性.  

2.1.1  无黏圆柱绕流 

无黏不可压缩流动问题中圆柱绕流属于有精确

解析解的经典算例, 本文采用的Roe格式相对于文献

[17]使用的经添加四阶人工黏性的 Jameson 二阶中心

差分格式可得到更令人满意的数值结果. 在此仅给

出α =2.0, β 2=1.0 时的计算结果, 本文采用的周向和

法向网格数目分别为 65×50.  

图 1和 2分别给出本文计算得到的流场压力等值

线与壁面压力系数分布的数值解和精确解析解的对

比. 文献[17]在计算该算例时, 由于采用了数值耗散

相对Roe格式较大的二阶中心差分格式, 导致圆柱后

驻点压力未能完全恢复, 和精确解析解不符. 本文结

果和精确解析解完全吻合, 体现了Roe格式相对于二

阶中心差分格式的优势.  

2.1.2  平板层流流动 

不可压缩平板的层流流动有理论上的解析解 , 

即 Blasius 解. 本节以该算例来验证所发展的数值方 

 

 
 

图 1  流场压力分布 

 
 

图 2  壁面压力系数 Cp 分布 
 

法对黏性边界层流动的模拟能力. 所采用的网格为

109×50, 在平板前缘和后缘对网格进行了加密, 上边

界和左边界取至 5 倍平板长度, 右边界取至 6 倍平板

长度. 基于平板长度的 Reynolds 数取为 51.0 10× .  

图 3(a)~(f)给出了参数α 和β 在不同赋值下数值

计算得到的速度型, 图中横轴为 ,xy y Re x′ =  纵轴

为无量纲速度 u. 可以看到, 在 1.4 节分析的范围内, 

参数α 和β 在各种取值下均能得到与解析解相吻合的

结果, 显示了本文所建立的数值方法对黏性边界层

流动模拟的可靠性.  

2.1.3  低 Reynolds 数黏性圆柱定常绕流 

低 Reynolds 数不可压缩流的圆柱绕流属于不可

压缩流动的经典算例, 有大量的实验和计算结果可

供参考[13,21,22]. 本节采用本文所建立的方法对绕圆柱

的低 Reynolds 数不可压缩流进行了数值模拟, 较为

系统地研究了预处理技术引入的参数α 和虚拟压缩

因子β 对数值计算精度的影响.  

本算例取 Re=40, 此时流动表现为一对定常的分

离涡. 计算采用了 O 型网格, 其流向和物面法向的网

格数目为 65×181, 物面法向第一层的网格间距取为

圆柱直径的 0.005 倍, 远场网格扩展到圆柱直径的 

20 倍.  

计算结果表明, 在一定范围内, α 和β 的不同取

值仅影响收敛性 ,  对计算结果影响很微弱 .  图

4(a)~4(f)给出了α 和β 分别取表 1 中几个典型值时计

算所得的流场解. 表中β 记为“(40)式”时表取自适应 
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图 3  平板层流速度型 
(a) α = 0.0, β 2 =5.0; (b) α = 0.0, β 2 取自适应形式(40); (c) α = 1.0, β 2 =1.0; (d) α = 1.0, β 2 取自适应形式(40); (e) α = 2.0, β 2 =1.0; (f) α = 2.0, β 2

取自适应形式(40) 

 
形式(40). 表 1 同时还列出了各种条件下的分离区长

度、分离角、阻力系数等参数. 可以看到, 本文计算

结果和文献[13]的计算结果及实验数据[21,22]符合良好. 

其中, 数值计算得到的分离区长度和分离角与文献

[22]的实验结果的最大误差分别不超过 4.69%和

1.87%, 得到的阻力系数与文献[21]的实验结果最大 



中国科学: 物理学 力学 天文学   2010 年  第 40 卷  第 12 期 
 

1549 

 
 

图 4  不同参数取值时的圆柱绕流流线 
(a) α=0.0, β 2 =5.0; (b) α=0.0, β 2 取自适应形式(40); (c) α=1.0, β 2 =1.0; (d) α=1.0, β 2 取自适应形式(40); (e) α=2.0, β 2

 =1.0; (f) α=2.0, β 2 取自

适应形式(40) 

 
误差不超过 4.24%. 所有算例的计算结果与实验数据

的误差均保持在 5%以内, 验证了本文所发展的方法

对于分离流动的模拟是可靠的.  

2.2  黏性流动求解的收敛特性研究 

本节重点考察参数α 和β 对黏性流场计算收敛性

的影响. 选择 2.1.3 节低 Reynolds 数不可压缩流的圆 
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表 1  α 和β 取几个典型值时的流场计算结果对比 

参数取值  结果对比 

α β 2 
 
 

分离区长度(L/D) 
(相对文献[22]的误差) 

分离角(°) 
(相对文献[22]的误差) 

阻力系数 
(相对文献[21]的误差) 

0.0 5.0  2.10 (-1.41%) 54.5 (+1.87%) 1.580 (−4.24%) 
0.0 (40)式  2.18 (+2.35%) 54.4 (+1.68%) 1.600 (−3.03%) 
1.0 1.0  2.23 (+4.69%) 54.4 (+1.68%) 1.598 (−3.15%) 
1.0 (40)式  2.21 (+3.76%) 54.2 (+1.31%) 1.600 (−3.03%) 
2.0 1.0  2.23 (+4.69%) 54.4 (+1.68%) 1.598 (−3.15%) 
2.0 (40)式  2.20 (+3.29%) 54.5 (+1.87%) 1.594 (−3.39%) 

文献[13]  2.29 (+7.51%) 53.0 (-0.93%) 1.549 (−6.12%) 
文献[21](实验)  − − 1.65 

文献[22](实验)  2.13 53.5 − 

 
柱绕流为算例, Reynolds 数及网格设置均与 2.1.3 节

相同. 本算例将进行以下两组对比: 

(1) 首先考察α 取值固定时, β 变化对收敛特性

的影响. 第一组算例固定α 为 0.0, 分别取β 2 为 1.0, 

3.0, 5.0, 8.0, 20.0, 50.0, 及自适应形式(40); 第二组算

例固定α 为 1.0, 分别取β 2为 0.5, 0.7, 1.0, 3.0, 5.0, 8.0, 

及自适应形式(40); 第三组算例固定α 为 2.0, 分别取

β 2 为 0.7, 1.0, 3.0, 5.0, 8.0, 15.0, 20.0, 及自适应形式

(40).  
计算结果如图 5~7 所示. 可以看出, 当α 取为 0.0, 

即不采用预处理时, β 2 的最优值约为 5.0; 当α 取为

1.0, 即对守恒形式的方程直接采用预处理时, β 2 的

最优值约为 1.0; 当α 取为 2.0, 即对非守恒形式的方

程直接采用预处理时, β 2 的最优值也约为 1.0. 在一

般的情况下, β 2 的取值在 0.5 到 10.0 之间时, 其收敛

特性均较好. 当不采用预处理, 即α =0.0 时, β 2 取自 

 

 
 

图 5  α =0.0, β 对收敛特性的影响 

 
 

图 6  α =1.0, β 2 对收敛特性的影响 

 

 
 

图 7  α =2.0, β 2 对收敛特性的影响 

 
适应形式(40)时的收敛速度相对于取固定值时并不

具有明显优势. 当采用预处理, 即α ≠0.0 时, β 2 取自



中国科学: 物理学 力学 天文学   2010 年  第 40 卷  第 12 期 
 

1551 

适应形式(40)时的收敛速度在大多数情况下优于取

固定值时的速度. 但β 2 取自适应形式不需要根据具

体流动状况来人工调节, 故总体上自适应形式相对

于固定值形式有其优势.  

(2) 本组算例考察β 取自适应形式(40)时对收敛

特性的影响. 在此, 参数α 分别取为 0.0, 1.0, 2.0, 3.0, 

4.0.  
计算结果如下图 8 所示, 可以看到当α 取 2.0 时, 

收敛速度最理想, 即对非守恒形式的方程直接进行

预处理的收敛效果最好, 这与文献[15]的分析结论一

致. 且当α 取 1.0, 2.0 和 3.0 时, 收敛特性皆相对于α 

取 0.0, 即不采用预处理时, 有较大改善, 表明本文

提出的预处理拟压缩计算技术能很好地改善一般拟

压缩方法的收敛特性. 

 

 
 

图 8  β 2 取自适应形式(40)时, α 对收敛特性的影响 
 

2.3  非定常黏性流动求解中的应用 

本节将本文所建立的数值方法应用于非常流动

的求解, 作为初步数值实验研究, 求解了Reynolds数

Re=200 的圆柱绕流问题. 该算例中流动呈现为非定

常的涡脱落, 即著名的 Karman 涡街现象. 非定常问

题计算时间离散采用的是双时间步迭代方法, 对虚

拟时间步(内循环)采用 LU-SGS 隐式离散方法, 对物

理时间步采用二阶精度的向后差分格式. 此时(27)将

变为如下形式 

3 ˆ ˆ( ) ,
2

n
n

m
p

t
I I t A B Q J t

t ξ ηδ δΓ Γ

⎡ ⎤Δ
+ + Δ + Δ = Δ⎢ ⎥

Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
RHS (41) 

其中 

 
( )

1, 1,

,

1, 1 1.5 2 0.5 ,

n m n m

i j

n m n nm

p

I
Q Q Q

J t

+ +

+ −

⎡ ⎤= Γ⎣ ⎦

− − +
Δ

RHS RHS
 

(42)
 

这里 m 表示内迭代的循环步数 , pt 表示物理时间 , 

diag[0,1,1],mI =  相应地 L, U 和 D 等算子的形式也有

所改变. 

本算例采用的网格与 2.1.3 节 Re=40 时所用网格

完全相同. 根据 2.2 节对收敛特性的研究, 采用本文

提出的预处理方法时取α =2.0 可给出最优的收敛特

性. 因此以下的计算采用α =2.0, 而β 2 取自适应形式

(40).物理时间步长取为 0.05. 内迭代(虚拟时间步)计

算推进到全场最大残差下降 3 个数量级.  

图 9 给出了计算得到的一个完整周期内 (t= 

129.60, 131.00, 132.40, 133.75 和 135.15 时刻)的压力

云图变化和涡脱落过程流线显示. 图 10 显示了升力

和阻力系数随时间变化的历程, 本文在计算时并未

添加人工扰动, 故而在 pt 约等于 80.0 之前, 涡脱落过

程处于发展阶段, 之后脱落过程才充分发展起来, 呈

现出周期性. 表 2 列出了本文及其他文献计算结果和

实验观测结果的对比. 本文得到的流动的斯特劳哈

尔数 0.18tS = , 阻力系数 1.35 0.05xC = ± 和文献[12]

采用三阶及五阶显式迎风格式、文献[14]采用 WENO

格式的计算结果、文献[23]采用二阶和四阶紧致格式

以及实验[24~26]观测结果符合得很好. 升力系数 yC

计算的分散性较大, 各个文献[12,14,23]给出的结果

并不统一, 本文得到的结果为 ±0.69yC = . 本文计算

结果和其他文献计算和实验测试结果吻合的很好 , 

初步验证了该算法对于非定常问题求解的可靠性.  

3  结论 

本文推导了一般曲线坐标系下带预处理的拟压

缩 Navier-Stokes 方程的特征系统, 结合有限差分法, 

采用类似Roe的迎风格式, 建立了适用于不可压缩黏

性流动计算的数值方法. 通过对无黏不可压缩圆柱

绕流、平板层流流动和低 Reynolds 数圆柱定常绕流

等算例的模拟计算验证了数值算法的可靠性. 在此

基础上, 结合数值实验进一步研究考察了预处理参

数α 和虚拟压缩因子 β 在不同取值形式下该方法的 
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图 9  Re=200 时, 一个周期内的压力云图变化和涡脱落过程流线显示 
(a) t=129.60; (b) t=131.00; (c) t=132.40; (d) t=133.75; (e) t=135.15. 
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表 2  Re=200 时, 计算结果对比 

 阻力系数 Cx 升力系数 Cy 斯特劳哈尔数 St 

本文 1.35±0.05 ±0.69 0.18 

文献[12]三阶格式 1.29±0.05 ±0.75 0.16 

文献[12]五阶格式 1.23±0.05 ±0.65 0.185 

文献[14]WENO 格式 1.33±0.04 ±0.72 0.197 

文献[23]二阶格式 1.46±0.04 ±0.70 0.227 

文献[23]四阶格式 1.58±0.0035 ±0.50 0.194 

文献[24](实验) − − 0.19 

文献[25](实验) − − 0.19 

文献[26](实验) 1.3 − − 

 

 
图 10  Re=200 时, 升力和阻力系数随时间变化的历程 

计算精度和对收敛特性的影响. 结果表明在参数α

和 β 较大变化范围内, 本文所建立的数值方法可给

出较高的计算精度. 所开展的数值试验还给出了收

敛速度最优的α 和 β 选值. 最后, 将所发展的数值

算法应用于低 Reynolds 数黏性圆柱非定常绕流的数

值模拟亦得到了令人满意的结果.  

本文研究表明, 迎风型 Roe 格式相对于二阶中

心差分格式得到的结果更令人满意 ; 对拟压缩

Navier-Stokes 方程进行预处理可有效地提高数值计

算的收敛速度; 自适应的拟压缩因子取值能在更大

程度上改善数值解的收敛特性, 且不需要根据具体

流动形式进行人工调节.  

致谢 感谢中国空气动力研究与发展中心李志辉研究员在本文研究过程中的帮助和建议. 
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