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摘 要

本文提出一类代数结构
,

称为递归结构
.

在续篇中
,

将在递归结构基础上建立可

解决性理论
,

并应用于数学问题
.

关键词 : 递归函数
,

代数结构

H il b e r t 说
,

判定问题是
“

数理逻辑中的基本问题
” .

在 M L (数理逻辑 )中对可判定性和不

可判定性的研究都有很多成果
.

但是在这方面多数是研究各种命题类的可判定性
,

对于单独

一个命题的可判定性还研究得较少
.

本文将提出一类代数结构称为 R S 即递归结构 ( eR
o ur s i v e st r uc ut

r e )
.

提出 R S 是数学

基础发展的需要
,

也是本文续篇 H 研究可解决性问题的需要
.

一
、

原始递归函数和递归结构

本文考虑一种可数代数结构 吸
.

吸 可以表作一个 3 元组

吸 一 <
`

丫
,

{ f
;
}

; 。 , ,

{
a , } ,。 , ) 一 <

`了
,

了
,

官 )
,

其中
L
习产是一可数无穷集

,

称为 吸 的论域 ( do m ia n) 一乡尹 是一函数集
,

称为
`

丫 的原始函数

集 : 任何 f` 〔 乡7 都是一
。 `呀 N +( 非零 自然数集

,

即 N
一

{ 0} ) 元函数

了认
`

之 /
”

一
忆

了

官 g
`
月厂 是

`
了 的一个固定的常元集

.

一般可以假定 I 互 N
, J里 N

, J 不空
.

涉及的形式语言是带等词的
,

等词写作
“
二

” ,

把
“

一
”
用以表示直观的相等

.

称一可数代数结构 纵 为一秩 ( r a
kn ) 为 a 的递归结构 ( R s) 是说它满足以下 3 个条

件
。

1
.

对 吸 而言 a 给定
, 。 〔 N 十

U {。 }
.

2
.

么 的常元集 中恰好有一个元称为 级 的初始元
,

一般写初始元为零
.

3
.

吸 的原始函数集 j 犷 可以表作两个函数集的 L 和 卜乡犷 ~ s U尸R
.

s 和 P R 两函数

本文 l , 8 , 年 9 月 拼 日收到压缩稿
.
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集应满足的条件分别陈述如下 :

S ~{
a;,

…
, 。 , } 当

a ~ 冷。 N +
时

,

s ~ {
a ;

! i 〔 N +
} 当

a 一 功时
,

各
。 ;
都是 1元函数

,

称 S 为 吸 的后继函数集
.

当给定的秩 a 一 1 时可记唯一的后继函数

矶 为
a .

可以表 吸 为以下形式
:

, I ~ <
.

月 / , S U p R
,

0 > 或

~ <
`

丫
。 , S

。

U p R
。 , o )

.

关于 厌 ~ s U p R 中 s 部分
,

在给定秩
a 的前提下施后继函数的运算于初始元零上恰好无

重复地遍历尽 了 中所有元
.

换言之
,

了 中任何元
“ 必有 价

, ,

…
,

ia , ( S 使
。 一 沂

:

…
a 编 o ,

如另有
“ ,

: ,

…
, a ,

。
〔 S 使

。 一 刃
,

…
a s

。
0 则必有 m 一 n , i :

一 少
, ,

…
, i , 一 尹, .

为了说

明 厌 中 尸 R ( p R a) 部分所满足的条件
,

先作以下定义
.

设 g 是
” 一 l 元的

,

h l ,

…
,

气 (当

。 一 及。 N +
时 ) h ; , h Z ,

… (当
a ~ 。 时 ) 是

, 十 l 元的
,

由给定的函数和常元集 S U { 0} U

{f 1, …
,

编 } 的有穷子集经显定义而得
.

当 f 是满足以下条件 的
” 元函数

,

任何
x , ,

…
, x 。

〔

` 习了 恒有

f ( 0 , x Z ,

…
, x 。

) ~ g (
x Z ,

…
, x 。

)
,

(当 , =

f ( a i x l , x Z ,

…
, x ,

) 一 h `
( f (

x l ,

…
, x 二

)
, x ; , 二

i 一 1 ,

…
,

反当 a
~ 汤〔 N

+

时
,

汗 N
+

当 a 一 。 时
.

1 时为常元 )
.

·
, x ”

)
,

( P
。

)

称 f 为由 { f
: ,

…
,

f
,
} (此集许可空 )经原始递归定义模式 ( aP ) 而得的函数

.

现在陈述
.

乡犷

中 尸 R ( p R
。

) 部分所满足的条件
.

p R
。

是满足以下两条件的最小的函数集 尸 :
( l) 所有由空

函数集经原始递归模式 ( P
。

) 而得的 厂〔 尸
,

( 2 ) P 封闭于经模式 ( P
。

) 而得的函数
,

即
,

如果

了
: ,

…
,

f , ` P ,

则由 { f
l ,

…
,

f .
} 经模式 ( P

。

) 而得的 f 〔 P
.

当 j 犷 ~ S U P R ( S
。

U P R
。

) 时

记 乡犷 为 尸R F ( P R F
。

) 由之记 吸 为

吸 ~ <出犷
, P R F , 0 )

,

可记秩为
a 的 R S 吸 为 吸

。 ,

并记

吸
。

~ <
`
戈了

。 , p R F
。 , o )

.

称一结构 吸 为一 R S ,

当且仅当
,

它是一秩为
a e N 十 U {。 } 的 R .S

称 尸 R F ( 尸 R F
。

) 为 R S 吸 的原始递归函数集
.

今后写
“ p R F ”

表示 吸 中的这个函数

集
,

又作为
“

原始递归函数
”
的简写

.

P aR (尸 R ) 是 吸
。

中借模式 ( P a) 定义而得的函数集
.

“ 尸 R ”

既用以表示这集
,

又用以代替措词
“

原始递归
” .

从上下文可以分清同一措词的不同的

表示
.

以上的定义可以写作与一般 ML 文献中的 尸 R F 的定义比较接近的形式
,

即通过以下

5 个定义模式以代模式 ( P
。

) 来作 出
.

常数
a (除了表示所讨论的结构的秩 )表示 ( l 。

) 式中给

出了 a
个函数

,

( v
。

) 式中包括 l +
a 个等式

,

不同的是给定了一个可数无穷集
L

丫
,

给出其

中一个初始元零和
`

了 上的一个函数集 S 。

(满足前面所讲条件 )
,

由之定义出一个
`

了 上的

尹 R F 集
。

f ( 二 ) 一 a ` ( 劣 ) i ~ 1 ,

…
,

及
,

当 a 一 反〔 N + ,

i 〔 N + ,

当 a
~ 。 ,

( I。 )
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f (
x : ,

…
, x 。

) ~

f (
x ; ,

…
, x 。

) ~

a 〔 次产
,

1 成 i 锐 ” ,

f (
x : ,

…
, x ,

) 一 g ( h :

( x l , 二

a 〔 次Z

h `( f ( : )
, x

)
,

i ~ 1 ,

i 〔 N
+ ,

·
, x 。

)
,

…
, 八.

(
x l ,

…
, x 二

) )
,

( 11)

( 111)

( IV )

f ( o ) 一
a ,

f (
a , ( : ) ) ~

代乙
ó

S
一一一一口a当当

于 f 为 1元时
.

f ( 0 , x Z ,

…
, x ,

) 一 g (
x Z ,

…
, x

f (
。 ` (二 )

, x Z ,

…
, x 。

) ~ h * ( f(
x ; ,

)
,

…
, x 。

)
, x , ,

…
, x 。

)
,

i 一 1 ,

…
,

天当 a
~ 灸

,

f 任 N
+ ,

当 a 一 。 ,

( V
。

)

于 f 为 , ) 2 元时
.

用这里的 ( I
a

)
,

( 11)
,

(川 )
,

( IV )
,

( V
a

) 式来定义秩为
a 的 P R F 集 P R F

。

和前面用模式

( P
。

) 来定义是等价的
.

上面定义了可数无穷个数学结构 叭 (及〔 N
十

) 和 吸。 ,

称为 R s
.

这些结构将成为以后引

进形式语言
、

形式理论的预定解释
.

设 f 是 l 元函数
,

写
“
了(幻

”

和
“

fx
”

表示同样的意思
.

如果 f 是 2 元函数
,

往往写 了(
x ,

力

为 (
x f夕) 或写作

x 了y
.

如 + (
x , y )写作

: + y
.

引理 L l
.

R S 的 p R F 集封闭于经显定义而得的函数
.

换言之
,

设 f
: ,

…
,

几 〔 尸 R F ,

t

是由 S U { o } U { f
l ,

…
,

f,
} 的有穷子集经显定义而得

,

肯定 f〔 P R F
.

证明从略
.

下同
.

引理 L 2
.

设 f
l ,

…
,

f ,
(一般可设 , ) 2 ) 满足以下条件

; 任何
x : ,

…
, x , 〔 忆

必厂
,

{
f

,

(
x l ,

…
, x 。

) ~ 0 ,

.
-

..。

gf ,
(

x , ,

中恰好有一个等式成立 ;又设有 m 个
” 元的

·
, x ,

) 一 O

,

f 与 f, ,
g `
有以下关系

:

g
;

(
x ; ,

9 .
(

x , ,

…
, x ,

)
,

当 f
l

(
x L ,

…
, x ,

) ~ 0 ,

…
, x 。

)
,

当 子
。

( x l ,

…
, x ,

) ~ 0
.

.lesr夕、essees
、

一一
、 ./

XX
/.、

肯定 : f; , g ;
( i 一 l

,

…
, m ) ` p 尺尸 , f〔 p R F

.

在 R s 中的第一个后继函数为 丙
.

令

0,
一 ` , a 1 0

.

一个
” 元的函数 f

,

对任何
x ; ,

…
, x , ,

f (
x l ,

…
, x 。

) 恒于 { 0 , 0 ,

} 中取值
,

则称 f 为一表示函

数
。

设 R 是一
” 元的关系

,

满足条件

R (
x : ,

…
, x 。

) <二> f (
x ; ,

…
, x ,

) ~ o ,

非 R (
x : ,

…
, x ,

) 嘴三> f (
x : ,

…
, x ,

) 一 0 : .

称 f 表示 R
,

f (
x ` ,

…
, x 一

)表示 R (
x : ,

…
, x 一

)
.
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上面所写的 p R定义模式 ( a P)给出了施 p R于第一个变元的定义
.

对 ”
元的函数有

施 p R于第 夕 ( l成 萝成 的 个变元的定义模式
,

可写作

f (
: , ,

…
, x ,一 , , o , x ,+ : ,

…
, x ,

)

~ g (
x ; ,

…
, x 少一 ; , x ,+ : ,

…
, x 。

)
,

f (
: , ,

…
, x ,一 : , 。 `x , , x ,+ ; ,

…
, x ,

)

~ 人`
(

x : ,

…
, x ,一 、 ,

f(
x : ,

…
, x ,

)
, x , ,

…
, x ,

)
,

i ~ 1 ,

…
,

汤
,

当 a
~ 及〔 N +

时
,

( P
,

) ,
, ,

f 〔 N + ,

当 a 一 。 时
.

任何给定的 1 ( ”
由这里的模式 ( P

。

) 人
,

定义的
n 元的 f 不超出原来用模式 ( aP ) 定 义 的

P R
。

的范围
.

二
、

R s 中的一些 PR F 的定义

本节列举一些各个不同秩的 R S 在本结构内都可以作出的 P R 定义
.

0 ; = ` , a ` ( o ) ~ 1 ,

…
,

天
,

当 a ~ 寿任 N
+

~ 1 , 2 ,

… 当 a ~ 。 。

二

。
。
“ 一 d“

,

·

①
。
一 ( , )一

, a `

(
·

①
。

,

)
, ` 一 ` ,

一
* ( ` 一 1 , 2 ,

… )
.

在一定的上下文范围里
,

在不至于引起误会时可作定义
x ,一 ` , x 。 , 一 J, x

①
`

,
.

由于 。
。
。 尸 R F 满足组合律

,

所以 x( , :
)

,

(
x , )

: 可以写为 xy
“

.

xy 可读为
` 与 , 的

并

以下作 无个 ( 。 个 ) P R F 于, (夕~ 1 ,

…
,

天当 a ~ 及〔 N + ,

夕一 l , 2 ,

… 当 a
~ 。 )的 P R

定义

子, ( o )一
` , o , ,

子s (刃
x
) = ` r a `子 , (二 )

,

i ~ 1 ,

…
,

k
,

当 a 一 及̀ N + ,

f ~ 1 , 2 ,

… 当 。 一 叭

i n ,
( 0 ) = ` , 0 ,

i n ,
( ia x

) 一
` , 子`

( i n , (万 ) )
,

…
,

寿

关于 子, 和 R S 的 p R 定义模式 ( aP ) 有以下引理
.

引理 .2 1
.

设由 g
, h*

通过以下模式定义 f
:

f ( 0 , x Z ,

…
, x 。

)一
` , 君(

x Z ,

…
, x ,

)
,

f (了
;
(

x :

)
, x : ,

…
, x ,

) 一
` ,

无、
( f (

x : ,

…
, x .

)
, x : ,

…
, x ,

)
,

( 1 )
i ~ 1 ,

`

二

i 〔 N
+ ,

当

,

天
,

当 a
~ 寿〔 N + ,

a
~ 功

.

{
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那么 f相对于 君,
丙; 原始递归 ; 即 g

,
h * 为 p R r 时 f 也是

.

引理说明
,
子`
可以与模式 ( P 。

) 中的
。 ,
起着同样的作用

。

f曰 0一
, , 0

, .

t曰 。 i x ~ ` f o , i ~ l ,

…
,
k ( 1 , 2 ,

… )
,

59 ( : ) = ` l “ “ x ,

丁
0人 ’ 一 “ ` g ( y )

,

La ` x 人 y一 ` , 0 , , i ~ 1 ,

…
,

k ( 1 , 2 ,

… )
,

x
一 y = J ,“ (

x 人曰夕)
,

x 丫 y 一 ` ,曰 (曰
x 人曰 y )

,

x
, y一 ` 了

(
x
一力人 ( y一 x)

.

以下给出 及个 (。 个 ) p R F ,

记为 l e t , ,

j ~ 1 ,

…
,

及(

l e t , ( o ) = ` , o : ,

, 2 ,

… ) :

,一 (一 ,一 {了{
` )

’

蓦:军:器:
i ~ l ,

…
,

寿( l , 2 ,

… )
.

l e t , (
, ) 表示

x 是 0 ,
.

引理 .2 2 (受囿特称和全称运算对于 尸 R F 的封闭性 )

设 f: `

丫
”

”
乞
习犷 ,

令

( i ) : (
x ; ,

…
, x ,

)

一 ` ,
( a , )

二
s r (

x : ,

…
, x ,一 : , , , x ,+ , ,

…
, x ·

)

当有 夕刁
, , 夕2

使 x , ~ y l夕夕2

并且

f (
x , ,

…
, x ,一 ; , y , x ,+ 1 , ,

…
x 。

) ~ 0 , l 镇 夕《 , ,

当 芍 不满足上述条件时
.

自̀

,i

ōn一nUr̀...沪、 .̀.1

碑J
碑

( 11) h (
x : ,

…
, x 。

)

一 ` ,
<, >

二
s f (

x , ,

…
, x ,一 , , , , x ,+ 1 ,

…
, x 。

)

{ o ,

当任何有 y ; , y Z

使
x , ~ y , y y Z

的 夕恒有

一
` ,
之 f (

x l ,

…
, x ,一 1 , y , x ,+ 1 ,

…
, x ,

) ~ o , l 蕊 j 《 。 ,

}0 , ,

当 芍 不满足上述条件时
.

肯定
: f 〔 p R F 乡 g

, h ` p R F ; g , h 相对 fP R
.

为了书写的方便
,

令

( a , , ,

…
, ,

,

>
二

—
~ ` , (。 , 1

)
:

… (。 , .

)
二

—
<y l ,

…
, y

,

)
:

—
一 ` ,

( y ,

)
二

… <y
,

)
二

—d e l ,
( o ) = ` , o ,

d e l ;
(

a ; x
) ~ ` z x ,

, l e t ( 0 ) 一
J , 0 ,

, l e t (
a ` x

) = ` j o` ,

勺

…

于
。

含、

卿 x ` 二 y

` , ` : ( , )
,

~ ` , x
匕 d e l r (夕) 人 l e t ,

(
r l e t (夕) )

,

瞬
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二
当夕 表示

x
~ 夕 ,

二
牢夕= J f一 (

x
匕 y )

,

i n
(

x , y ) = ` f <口y l , y Z

)
,

[ y匕 y : x y Z
]

.

以上在各秩的 R S 中定义 p R F 时使用了直观符号匕
,

口
,

一
,

丈
,

丫
,

, (对应于逻辑演

算中的等词二
,

连接词一
,

”
,

A
,

V
,

~ )
,

称为拟逻辑词项
.

表示 <。价
二 ,

<价
二

的符号使用

(
s y m ob ils m ) 也是一种拟逻辑词项

,

称为受 囿特称和全称量词
.

下一节还将引进另外的受囿

量词
.

R s 的理论中包含着一个二值的 L 系统
.

0 为真值
, 。 ;

为假值
.

l e t (二 ) ~ ` r

x 率 0人 ( y , z )
二

[
x
当夕

z
一

x
匕 o 丫夕当 o ]

,

如果在秩为 及〔 N
+ 的 R S 中

,

则 le t 可定义为

l e t (万 ) 一 ` f l e t :

( : ) 丫… 丫 l e t * (二 )
.

三
、

有穷秩 R s 中秩为 1 的 R S

本节证明
,

在有穷秩 及》 2 的 R s 跳 中可定义一个秩为 l 的 R S 吸: ,

使 也 ,

成为 吸 , 的

子结构
.

我们写

吸 , ~ (
`

丫 * , s * U p R * , o )
, 2 《 及< ot

,

吸 ;

~ (
`

丫
; , S: U P R ; , 0 >

,

其中 s * ~ {。
: ,

…
, 。 * }

, s :

~ {
a
}

, 。 不属于 s * ,

但可于 吸* 中借模式 ( p * ) 定义 。 〔 p R ,

(见以下定义中之 ( i v
) ) 并证明于 吸* 中可借 尸 R 定义模式 ( P l

) 定义 吸:
中的 尸 R F : ,

使

p R F :

g p R凡
.

从而使 吸:

成为 跳 的子结构 (见以下引理 3
.

1 )
.

定义
.

于 纵* 中作以下 ( i) 一 ( vi ) 定义 ;

设 1

“ < 互
,

令

i(ii(iii(iv(v(
<

x
>

,

~ ` r x ,

<x
)
`+ `
一 J f (

x
)
` 0 , x ,

...,k

f lw ( o )~
` 。 o,

〔lw (
。 `x

) ~
` f <lw (二 ) >走0 , ( o :

>
` , 矛~

lw o r ( 二 ) ~ d r( 夕>
二

[ l e t ( y )一 l e t : ( , ) ]
.

}
。 0一 “ 。”

、 !· ,

-

一
1蝴

x 一 “ “ `

.lx飞
曰

` 、 ’
、 ` ,

t a 口灸x
=

` f a 1) 戈万 j
。

l e n
( o ) ~

d f o ,

l e n
( 。

` x
) ~

d f。 ( l e n
(

, ) )
, i ~ 1 ,

…
,

反
.

f l e n
(
二 )

,

当 lw o r
(
二 ) ~ o ,

e ` 、 ` j 一 “ 飞。 当 二 l w o r ( ` ) 一 o
· (

v i )

引理 3 :1 取 吸:

的论域 次 r :

为 叭 的论域
`

了 * ,

取
。 〔 尸凡 g P R F , 为 吸:

的唯一的

后继函数
,

肯定 p R F :

g p R F ,
.

由这引理
,

显然可以在任何有穷秩的 R s 叭 中作有如 N 中的 p R 定义
,

可以把 叽 的

论域 了 当作 N
,

借 ` 对 。 的叠代无重复地遍历 了
* ,

即
.

山 r , ~ {。
,

动
,

。 。 ,

… }
.

若取
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了
* 为N

,

可令

l = ` f 口 0

”
+ 1一 ` f 叮 ” -

引理 .3 2
.

设

j ( , ) ~
d , (口夕)

` x

g ( y ) ( (。夕 )
<二 g ( , ) )

fo
,

当有 y ( x
( y < x

) 使得 g勿 ) ~ 0 ,

“
1, 曰仪月达件刚 .y

f (
, ) 一 d ,( y )

` 二

g ( , ) ( (夕 )
<二 g ( , ) )

( i )

!
0 ,

当任何 y ` x
( y < x

) g ( y )

一 “

} 恒为 0 ,

( l ,

当不如此时
。

( 11)

f ( 劣 ) ~ d f( 那夕)
` x

g ( , ) ( (产夕>
< x

g ( , ) )

最小的 y ( x
( y < x

) 使 g ( y ) ~ 0 ,

当有这样一个 y 时
,

二 (刃 ( , )
,

当不存在这样一个 y 时
.

111)

肯定 ( i )
,

( 11)
,

( 111) 式中的 f 都相对于 9 p R ,

即

g ` P R F = 今 f 〔 P R F
-

f 和 g 都可以有更多参数
.

以 ( i) 式为例
,

如 f 与 g 为

f (
x l ,

…
, x 。

)一
` f(。 y )

< x
s。 (

x , ,

…
, x ,一 : , , , x ,十 : ,

…
, x .

)

则 f 相对于 g 尸 .R

仿上可于秩为 。 的 R S 吸。

中定义一个秩为 l 的 R s 吸 ,

中的后继函数
。 〔 尸 R

, ,

证明于

吸。

中可使用定义模式 ( P l

)
,

使 纵 ,

成为 吸。
的子结构

.

四
、

秩为 1 的 R S 中的有穷秩的 R S

本节将给出引理 .3 1 的逆命题 : 取有穷秩为 及 ) 2 的 R S 的论域
`
戈了 * 为秩为 l 的 R S

的论域 J 了
, ,

于 吸;

中借模式 ( lP ) 定义
。 : ,

…
,

入 〔 p R :

为 叽 的后继函数
,

于 吸 :

中可以

使用 ( P * )
,

从而证明 P R F o g P R F :

(引理 4
.

3 )
.

由引理 3
.

1与 4
.

3乃有 p R F :

~ P R F ,
.

给定了一个
: 〔 N

,

任一 y 〔 N 可以作以下 ( l) 式的算术表达
.

关于
`
我们可以设想它的

后继数 了 ~
z

+ 1 ~ 毛

y ~ o ,

或者

y ~ i二 (
: ,

)
` 一 `

+ … + i
一 + : ·

(
z ,

)
,

+ i二 (
: `

)一
1

+ … + fZ ·

z’ + i :

其中的 。

和 i : ,

…
,

编 是由给定的
二

和 夕唯一确定的
,

0 ( i : ,

…
, 1 . 《 忿 , 1 《 i一

( 1 )

按 ( l) 式中有关各数的关系
,

于 自然数域中定义以下 ( 2 )
,

( 3 )
,

( 4 )式中 3 个 N上的函数
s f p

,

l e n P ,

e
-
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s fp ( 0,
y

, z
) = , f o ,

`

}
`

一
’

(
· ”

’

+ `二 (
“ ’

S l p、 ” ’ 夕 ’ ` ’ 一 “

)
Ly ,

一
1
+ + 多一 ,

( 2 )
当 ” 十 1 ( ” 时

,

当 。 < n 十 l 时
.

.̀lssseee`wseewei、

其中参数
万
是用以表示 R S 的秩 夜一 了 的

.

( l) 式中的 , 取为 y 与 “ 的函数
,

记为

l e n p ( , , z
) 一

` r m
.

( 3 )

再令

卿 ,y, )z 一川
,

一
、 . ` . 、

}。 ( `
’ , y , “

2一“
· ’

_

( “ )
` ’ c

{
p廿” ’ + ” ’ 一 `

十
“

`

+
` 1

’

( “ ’
` “ n , “ y

’ “ ’
+ y ,

} 学
` 一

`

川伴
一

+\’
二 十 ll,

_

、 其中
, ~ I e n p ( x

’
, z

)
, 1 ( ; l ,

…
, ` 。

镇 z
` .

( 4 )

按上面在自然数域中由 ( l) 式作 ( 2 )
,

( 3 )
,

( 4 )式 3 个直观定义的思想
,

可于 吸 ,

中作以下

定义中的 ( i )
,

( 11)
,

( 111) 3 个 p R 定义
.

从定义中使我们确认

le n p ,

0 是 自然数的 尸R F
.

自然数的 P R F 本来就是秩为 1的

于 级、

中对于给定的 友重新定义

中作定义
.

定义
.

以 ( P l

) 在 吸;

中作

。 ` , l e t` ( i ~ l ,

…
,

天)
,

l e t , 犷

( 2 )
,

( 3 )
,

( 4 ) 式中的
s f p ,

P R F 的特例
.

定义中需要

l e t ,
d e l r ,

因为现在是于 吸

以下的
。
是 !

,立呵树
, “

)
L 又a y )

`

( i )一 (
x
) 1 0个 P R 定义

-

的临时缩写
.

s f p ( 0 , y , z
) = ` f o ,

s f p (
a x , 夕 , z

)一
` f

D ,

当 夕 ~ o ,

y ,

当 ( o K 夕人 a
) ~ 0 ,

( 产i >
` 。 :

( o长 i人 d i v
(

a z , a
二 i ) )

·

( a z
)

`

+ s f p (
x , y , z

)
,

当 ( O K y人一
。
) ~ .0

( i )

了lslasseeer, 1
wees、刀.百、

n七é气
.

v
(i((l e n p (

x , z
) ~

才f<户 y )
` 二

(
s fp ( y , x , :

)匕
s fp (

a y , x , :
) )

.

0 (
x ,

,
, z

)一
` r(

a z
)
” ” p `y

,

”
一 + ,

.

:

df a o ,

一 ` f a o` , l ( i < 及

一一+1
nUnUf.廿.万

、

这是对给定的 及〔 N
+

对
.

丫
,

中 互个元 0 1 ,

…
,

叭 的定义
.

0 , (
x , , ) 一

` fo (
x , , ,

天二 l )
,

及) 2
.

。季
x 一

` , x o * o`一 ` fo * (
x , o、

)
, i 一 l ,

…
,

友
.

l e t 走(
二 ) 一 ` r o K

x 人 (夕
, 劣

>

l e t少(
二 ) ~

碑 f二匕 0` , i ~ 1

` :

(
x
匕 ( y o * z

)一y匕 o )
.

(
v
)

(
v i )

(
v i i )

(
v i i i )

、 ./、,
,

XXi((

, l e t夜( 0 ) ~
J f o ,

r l e t灸( 。
x
)一

` f (产 y >
` a r

(口
z
>
` 。 :

(。
劣
匕 (

: 0 , y )人 l e t灸( , ) )
.

d e l r走( 0 ) ~
` * 0 ,

d e l r 灸( a x
) ~

` f (群 y >
` 二

(口
:

>
` , 二

(
口 x
匕 ( y o * z

)人 l e t处( , ) )
.



第 11期 胡世华 :递归结构—
1

.

可解决性理论 1 1 5 4

对上面定义中所定义的那些函数
,

显然可以肯定以下的引理
.

引理 4
.

1
.

任何 及〔 N +
恒有

s fp , l e n p ,

0
,

0 * , 。才
,

…
, ,
言

, l e t灸,
l e t少( i ~ l ,

…
,

反)
, r l e t灸,

d e l r 灸〔 P R i .

对于给定的 天
,

于讨论中不再涉及别的秩的 R S 时
,

上面 ( v) 一 ( x) 式巾所定义的函数的

直观符号上的
“

4’’ 可以省写
,

并写
x o 廿 为 xy

,

( vi ) 式可以写为

丙 x 一 ` , x o` , i 一 1 ,

…
,

及

等等
.

引理 .4 .2 串值递归

设 了是由 f 借 ( P l

) 定义而得
: ,

) ~

·
, x 。

)

` r l ,

~ ` ,

n ,二
`, , ` : · ’ ` ’ , · 。 ’ ,

.诊
:
孟

,才幻l,,X
八曰ù叮

`

了火/、̀,子了ō于矛,̀...`,月..̀

f 与 表满足条件 : 任何 xl ,
· ` ’

f (
x 、 , 二

, 二 ,

。
了

:

恒有
·

, x ,

) ~ 人(了(
x 、 ,

…
, 二 .

)
, x 、 ,

一
, x ”

肯定
:

引理 .4 .3

x : ,
,

二 , x 。
行 `

丫

h 〔 P R F ; = 二乡 f e P R F : .

对于给定的 及〔 N 十
(友) 2 )

,

设 f 与 g , h : ,

…
,

久 满足以下条件 : 对于任何

恒有

}
j ( o , x Z ,

…
, x ,

) ~ g (
x Z ,

…
, x 。

)
,

j ( 。
, x : , x Z ,

…
, x 。

) ~ h ;
( f (

x : ,

…
, x ,

)
, x ; ,

…
, x 。

)
,

…
,

及
。

肯定 :

g , h : ,

…
, h , 〔 P R F :

= 今 f〔 P R F , .

换言之
,

取秩为 反的 R S 的论域 诱犷 * 为秩为 l 的 R S 的论域
`

丫
: ,

取
a : ,

…
,

入 〔 p R :
为

头 中的后继函数
.

肯定 :
于 吸:

中可以使用模式 ( P * )
, p R F , g p R F I .

引理 .4 3 和引理 3
.

1 按各 自的证明
, 吸 ,

和 叽 都互为子结构
.

不难进一步证明 ; 在

饥 (叽 ) 的子结构 叽 (子结构 饥 ) 中再借引理 3
.

1 (引理 4
.

3 ) 定义秩为 l 的 R S (秩为 友的

R S )
,

那么所定义的就是原来的 吸:

(就是原来的 跳 )
.

仿上可以于 么,
中作 么。

中后继函数的定义
,

并进而证明 尸R F ;

与 尸R F .

外延地相

等
.

在此基础上
,

还可以证明以下定理
.

定理 4
.

1
.

设 a 消 〔 刃
+

U {。 }
, a 梦( i ~ 1 ,

…
,

夜当 a 为 天〔 N + , i 〔 N
+ ,

当 a 为 功 ) 与

时 ( , 一 1 ,

…
,

反当 口为 天〔 N + ,

汪 N十

当 月为 ot ) 相应地为 吸
。

和 跳 的后继函数
.

肯定 : 可于 跳 中作 时 的 尸 R 定义 时 〔 p R , , `

于 吸 ,
中可用 ( P

。

) 使 p R F “
g p R F , ; 相

应地可于 吸。

中作
a
尸的 p 尺 定义 衅 任 p R , ,

于 吸
。

中可用模式 ( p ,
) 使 p R F , 二 p R F

。 .

对于两个 R s 吸
。 , 么, ,

它们虽然等价
,

可以互相嵌人
,

有 尸 R F
。

~ 尸R F , ,

但是在用以

处理某些有关数学问题 (包括可解决性问题 )时可以出现用一个比用另一个更为便于处理的情

况
。


