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摘要 本文主要研究随机生灭 Q矩阵的极限谱分布.在严平稳遍历的情形下,本文证明随机生灭 Q矩

阵的经验谱分布弱收敛于某个非随机概率分布. 进一步, 在非严平稳遍历情形下, 本文研究了比 Beta-

Hermite 系综更广的一类随机矩阵模型, 建立了与之相应的随机生灭 Q 矩阵的极限谱分布存在性, 并

且证明它的极限谱分布具有卷积表达式. 特别地, Beta-Hermite系综所对应的随机生灭 Q矩阵的极限

谱分布是经典半圆率与 Dirac 测度 δ−2 的卷积.
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1 引言和主要结果

本文主要考虑具有以下三对角结构的随机生灭 Q 矩阵模型:

Qn =



d1 b1

a1 d2 b2

a2 d3 b3
. . .

. . .
. . .

an−2 dn−1 bn−1

an−1 dn


, (1.1)

其中 n > 1, {ai, bi}16i6n−1 为一族正的随机变量, a0 = 0, 0 < ai, bi < ∞, 且 di = −(ai−1 + bi) < 0,

1 6 i 6 n.

本文的出发点主要基于下列两个方面:

一方面, 在确定情形下, 三对角矩阵 (1.1) 是经典的生灭 Q 矩阵. 生灭 Q 矩阵所生成的生灭过程

是 Markov过程中最基本的一个模型,侯振挺教授在专著 [1]中系统总结了生灭过程的研究成果.另外,

当 ai = bi > 0, di ∈ R, 这类三对角矩阵在文献中称为 Jacobi 矩阵, 与正交多项式有密切的联系 (参见

文献 [2]).
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另一方面, 在随机情形下, 随机生灭 Q 矩阵 (1.1) 是随机环境中随机游动的基本模型 (参见文

献 [3]). 而当 {dn}是独立的随机变量时 (此时不是随机生灭 Q矩阵),这类随机矩阵模型在量子物理和

随机矩阵理论中具有广泛的应用和研究. 例如, 它们可以作为随机 Schrödinger 算子的一维离散模型,

如对称情形下的 Anderson 模型 (ai = bi, 且 {ai, di} 独立同分布) 以及非对称情形下的 Hatano-Nelson

模型 (dj ∈ R, aj/bj > 0), 相关的文献可参见文献 [4,5]; 再如, 在对称 (an = bn) 情形下, 当 {an, dn}n>1

相互独立、an 服从分布 χnβ/
√
β (χnβ 是参数为 nβ 的卡方分布)且 dn 服从正态分布 N(0, 2/β)时,这

类三对角矩阵 (1.1) 在随机矩阵文献中称为 Beta-Hermite 系综. 它们最早由 Dumitriu 和 Edelman [6]

提出, 并且特征值的联合分布具有下面明确的表达式:

fβ(λ) =
1

Znβ

∏
i<j

|λi − λj |β exp
(
− β

2

n∑
i=1

λ2
i

)
, (1.2)

其中 {λi}ni=1 是 Qn 的特征值, Znβ 为规范化常数. 特别地, 当 β = 1, 2, 4 时, (1.2) 分别对应了经典的

Gauss 正交系综 (GOE)、Gauss 酉系综 (GUE) 和 Gauss 辛系综 (GSE) 等经典系综.

进一步, 随机矩阵的极限谱分布不仅具有很强的物理和统计背景 (参见文献 [2, 4, 7]), 而且紧密联

系着许多重要的特征值函数的渐近行为, 因此在文献中被广泛研究. 例如, 关于 Beta-Hermite 系综的

极限谱分布, Dumitriu 和 Edelma [8] 建立了整体半圆率; 鲍志刚和苏中根 [9] 证明了局部半圆率. 进一

步, Popescu [10] 研究了比 Beta-Hermite 系综更广的一类三对角随机矩阵模型并刻画了相应的极限谱

分布,该项工作随后由 Bose等人 [11] 推广到一般的带状随机矩阵 (带长固定). 此外,关于 Beta不变系

综的动力学模型 (广义 Dyson Brown 运动) 及其极限谱分布的研究可参见李向东等人的最新工作 (参

见文献 [12]).

基于上述生灭 Q矩阵、三对角随机矩阵以及极限谱分布在应用和理论上的重要意义,我们在本文

中主要研究随机生灭 Q 矩阵的极限谱分布. 与上述各类经典的矩阵模型所不同的是, 随机生灭 Q 矩

阵的对角元素与非对角元素有很强的相依性. 文献上,关于对称随机 Q矩阵 (非对角元均独立同分布)

的极限谱分布存在性问题最早由 Bai [13] 在对称 Wigner 矩阵的基础上提出. 后来 Bryc 等人 [14] 应用

经典的矩方法证明对称随机 Q 矩阵的极限谱分布是经典半圆率和标准正态分布的自由卷积. 此项工

作继而由 Bordenave 等人 [15] 推广到非对称情形, 在 Tao 和 Vu [16] 关于非对称 Wigner 矩阵圆率工作

的基础上, 他们给出了非对称随机 Q 矩阵的极限谱分布是圆率和标准正态分布的自由卷积.

与上述工作不同的是, 本文所考虑的随机生灭 Q 矩阵 (1.1) 具有三对角结构, 不要求非对角元具

有对称性或独立同分布. 在严平稳 (严平稳是指过程的有限维分布随时间平移不变) 和遍历的条件下,

我们证明了它的极限谱分布的存在性. 事实上, 这类随机矩阵的经验谱分布弱收敛于非随机的概率测

度 (见定理 1). 而在不具有严平稳遍历的情形下, 我们考虑了比 Beta-Hermite 系综更广的一类随机矩

阵模型, 建立了与之相应的随机生灭 Q矩阵的极限谱分布存在性, 并进一步证明了极限谱分布可表达

为两个测度的卷积, 且其中一个测度是集中在单点上的 Dirac 测度. 特别地, 与 Beta-Hermite 系综对

应的随机生灭 Q 矩阵的极限谱分布是经典半圆率和 Dirac 测度 δ−2 的卷积.

叙述主要结果之前, 我们先引进一些记号. 设 {λi(Qn)}ni=1 为矩阵 Qn(1.1) 的全体特征值, µQn

为 Qn 的经验谱测度, 即

µQn =
1

n

n∑
i=1

δλi(Qn),

其中 δλi(Qn) 表示集中在特征值 λi(Qn) 上的 Dirac 测度. P(R−) 记为 R− 上概率测度全体, R− 表示

非正实轴, 且对 ∀µ, ν ∈ P(R−), µ
w
⇀ ν 表示测度 µ 弱收敛于 ν. 本文的主要结果陈述如下.
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定理 1 设两个正的随机变量序列 {an}n>1 和 {bn}n>1 分别是二阶矩有限的严平稳遍历过程,而

且两个序列之间相互独立或者 an = bn (对称), ∀n ∈ N, 则存在非随机 µQ ∈ P(R−) 使得 P− a.s.,

µQn

w
⇀ µQ, n → ∞.

下面若无特殊说明, 我们均规定 an 和 bn 为正的随机变量, 即 0 < an, bn < ∞, ∀n > 1.

作为上述定理的直接应用, 当 (i) {an, bn}n>1 独立同分布且二阶矩有限; 或者 (ii) {an}n>1 与

{bn}n>1 相互独立, 且它们分别是二阶矩有限的严平稳遍历 Markov链, 则随机生灭 Q矩阵 (1.1)的极

限谱分布存在且非随机.

进一步, 在非严平稳遍历的情形下, 我们亦有下述结果.

定理 2 设正的随机变量 {an, bn}n∈N 之间相互独立, 或者 ∀n ∈ N, an = bn (对称) 且 {an}n∈N

之间相互独立. 给定 α > 0, ∀ i > 1, 记 a
(n)
i := n−αai, b

(n)
i := n−αbi 及 Q

(n)
i := n−αQi.

(i) 若存在 C0 > 0, ∀C > C0, ∀ k > 1, 存在 m1,k(C) 和 m2,k(C) 满足

lim
n→∞

E(a(n)n )kI
[a

(n)
n >C]

= m1,k(C), lim
n→∞

E(b(n)n )kI
[b

(n)
n >C]

= m2,k(C), (1.3)

则存在非随机 µQ ∈ P(R−) 使得 P− a.s.,

µ
Q

(n)
n

w
⇀ µQ, n → ∞; (1.4)

(ii) 若存在常数 a 和 b 使得 ∀ k > 1, 当 n → ∞,

E(a(n)n )k → ak, E(b(n)n )k → bk, (1.5)

则存在非随机 µQ ∈ P(R−) 满足 (1.4), 并有

µQ = µα ∗ δ−c, (1.6)

其中 µα 是 n−α(Qn − diag(d1, . . . , dn)) 的极限谱分布, 且 c = a+ b > 0.

值得一提的是, 定理 2 的条件包含了经典 Beta-Hermite 系综所对应的随机生灭 Q 矩阵, 特别地,

它们的极限谱分布是经典半圆率和 Dirac 测度 δ−2 的卷积.

本文的结构具体安排如下. 定理 1的证明主要在第 2节给出.我们首先利用生灭 Q矩阵的可配称

性, 将非对称矩阵 Qn 转化为对称矩阵 Sn 并保持谱不变; 然后借助经典的截断方法, 将定理 1 的证明

转化为矩阵元素一致有界的情形;继而,运用矩方法获得极限谱分布的存在性. 与文献 [14]所采用的矩

方法不同的是,这里给出的证明并未涉及复杂的计数问题.第 3节则主要包括了定理 2的证明. 其中论

断 (i) 的证明主要基于定理 1 以及矩收敛条件 (1.3); 而论断 (ii) 的证明则关键依赖于矩比较引理 (见

引理 3), 将随机生灭 Q 矩阵 (1.1) 中具有强相依性的对角元素分别替换为常数 c, 以此入手来获得 µQ

的卷积形式. 最后, 定理证明后面的注说明了, 文中关于极限谱分布存在性的证明方法同时也适用于

许多经典的三对角随机矩阵模型.

下面符号说明. 任给定 n × n 矩阵 M , M(ij) 表示 M 中第 i 行第 j 列元素, TrM 为矩阵 M 的

迹, TrM =
∑n

i=1 M(ii), µM 表示 M 的特征值所对应的经验谱测度, 即

µM =
1

n

n∑
i=1

δλi(M),
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其中 {λi(M)}ni=1是M 的特征值, supp(µM )表示测度 µM 的支集,且对任给定 α > 0, M (n)表示经 n−α

约化后的矩阵 n−αM . 记 diag(c1, . . . , cn)为对角矩阵,其中对角元素依次为 c1, . . . , cn. 给定实数 x, [x]

表示不超过 x 的最大整数. 再记 P(R) (P(R−)) 为 R (R−) 上概率测度全体. ∀X ∈ Lp(P), p > 1,

∥X∥p = (E|X|p)
1
p 为标准的 Lp 范数. ∀ v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn, ∥v∥2 则表示向量 v 的 Euclid 长度, 即

∥v∥2 = (
∑n

i=1 v
2
i )

1
2 .

2 定理 1 的证明

我们先引入下面引理, 利用生灭 Q 矩阵的可配称性将 (1.1) 转化为对称矩阵.

引理 1 设 πi =
∏i−1

k=1
bk
ak
, 2 6 i 6 n, π1 = 1. 令 Sn(ij) =

√
πi

πj
Qn(ij), 1 6 i, j 6 n, 则 Sn 是对称

矩阵, Sn 和 Qn 的特征值相同且均非正. 特别地,

µQn = µSn ∈ P(R−). (2.1)

证明 关于 Sn 的对称性, 由一些简单的代数运算易得

πiQn(ij) = πjQn(ji), j = i± 1. (2.2)

于是,

Sn(ij) =

√
πi

πj
Qn(ij) =

πiQn(ij)√
πiπj

=
πjQn(ji)√

πiπj
= Sn(ji).

另一方面, 注意到,

Sn = Λ Qn Λ−1, (2.3)

其中 Λ = diag(1,
√
π2, . . . ,

√
πn), 可见 Qn 与对称矩阵 Sn 有相同的实特征值.又由于生灭 Q矩阵的特

征值小于等于 0 (参见文献 [17, 第 2 页]), 由此可得引理.

引理 1 说明了有关 Qn 特征值的论断均等价于对称矩阵 Sn 的相关论断. 此外, 由 Sn 的定义, 有

Sn(i, i+ 1) =

√
πi

πi+1
Qn(i, i+ 1) =

√
aibi,

即

Sn =



d1
√
a1b1

√
a1b1 d2

√
a2b2

√
a2b2 d3

√
a3b3

. . .
. . .

. . .√
an−2bn−2 dn−1

√
an−1bn−1√

an−1bn−1 dn


. (2.4)

下面将给出的截断性引理 2 说明, 在二阶矩有限的条件下, 定理 1 的证明可转化为矩阵元素一致

有界的情形. 为简便起见, 引入记号 ∀C > 0, aCn := anI[an6C], b
C
n := bnI[bn6C], 并令 QC

n 和 SC
n 分别
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为 (1.1)和 (2.4)中将 ai, bi 换为 aCi , b
C
i 后所形成的随机矩阵. 令 d(·, ·) : P(R)×P(R) → R为 P(R)

上的 Lévy 距离, 熟知 (P(R), d) 是一个完备的度量空间 (参见文献 [7]), 并且拓扑等价于测度弱收敛.

引理 2 在定理 1 的条件下, 若存在 C0 > 0, ∀C > C0, 存在非随机 µQC ∈ P(R) 满足 P− a.s.,

lim
n→∞

d(µQC
n
, µQC ) = 0, (2.5)

则存在非随机 µQ ∈ P(R) 使得 P− a.s.,

lim
n→∞

d(µQn , µQ) = 0. (2.6)

证明 下面主要给出非对称情形的证明, 对称情形 (an = bn) 的证明类似. 由引理 1 及扰动不等

式 (参见文献 [7, 推论 A.41]) 可得, ∀C > C0,

d3(µQn , µQC
n
) = d3(µSn , µSC

n
) 6 1

n
Tr(Sn − SC

n )2

=
1

n

[
2
n−1∑
i=1

aibi(1− I[ai6C]I[bi6C])
2 +

n−1∑
i=1

(aiI[ai>C] + biI[ai>C])
2

]

6 8

n

n−1∑
i=1

[aibi(I[ai>C]I[bi>C] + I[ai>C]I[bi6C] + I[ai6C]I[bi>C])

+ (a2i I[ai>C] + b2i I[bi>C])]. (2.7)

于是, 由独立性和严平稳遍历条件可知, P− a.s.,

lim
C→∞

lim sup
n→∞

d(µQn , µQC
n
) = 0. (2.8)

考虑到 ∀n,m > 1,

d(µQn , µQm) 6 d(µQn , µQC
n
) + d(µQC

n
, µQC

m
) + d(µQC

m
, µQm).

应用 (2.5) 得 P− a.s.,

lim sup
n,m→∞

d(µQn , µQm) 6 2 lim sup
n→∞

d(µQn , µQC
n
), ∀C > C0. (2.9)

于是, 令 C → ∞, 由上式和 (2.8) 得 P− a.s.,

lim sup
n,m→∞

d(µQn , µQm) 6 2 lim
C→∞

lim sup
n→∞

d(µQn , µQC
n
) = 0.

故 P − a.s., {µQn} 是 P(R) 上的 Cauchy 列. 于是, 由 (P(R), d) 的完备性, 存在 µQ ∈ P(R), 使得
P− a.s., µQn

w
⇀ µQ. 再由 (2.5) 和 (2.8) 得

lim
C→∞

d(µQ, µQC ) = lim
C→∞

lim
n→∞

d(µQn , µQC
n
) = 0,

从而, 由 {µQC} 的非随机性知 µQ 亦非随机. 引理 2 证毕.

引理 2说明定理 1可归结为截断后随机矩阵 QC
n 的极限谱分布存在性. 简便起见,分别记 aCn , b

C
n

和 QC
n 为 an, bn 和 Qn, 于是在下面的论证中, {an, bn}n∈N 关于 n 一致有界.
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定理 1 的证明 我们主要给出非对称情形 ({an}与 {bn}相互独立)的证明. 对称情形 (an = bn)

的论证类似且更简单些. 证明主要分为以下三步:

(I) supp(µQn) 的一致有界性;

(II) ∀ k > 1, 1
nETrQ

k
n 的极限存在;

(III) ∀ k > 1, limn→∞
1
n (TrQ

k
n − ETrQk

n) = 0, P− a.s.

其中在第 (II) 步中, 我们利用了矩阵 (1.1) 的三对角结构来得到矩的类似次可加性的性质, 类似的论

证思路也将在后面定理 2 的证明中用到.

(I) supp(µQn) 的一致有界性.

考虑到 Qn 的特征值小于等于 0, 我们只需估计 |λmin(Qn)|, 等价地, λmax(−Qn). 由 {an, bn}n∈N

关于 n 的一致上界 C 以及 λmax(−Qn) 的定义, 得

λmax(−Qn) = max
v∈Rn:∥v∥2=1

∥(−Qn)v∥22

= max
v∈Rn:∥v∥2=1

n∑
i=1

|ai−1vi−1 + divi + bivi+1|2

6 8 max
v∈Rn:∥v∥2=1

n∑
i=1

(|ai−1vi−1|2 + |divi|2 + |bivi+1|2)

6 24C2 max
v∈Rn:∥v∥2=1

n∑
i=1

|vi|2 = 24C2 < ∞,

第 (I) 步证毕.

结合 Weierstrass 定理可知, {µQn}n∈N 的弱收敛极限完全由各阶矩 {µQn(x
k)}n∈N 的极限所确定,

k > 1, 因此, 下面着重分析各阶矩的极限性.

(II) ∀ k > 1, 1
nETrQ

k
n 的极限存在性.

下面的证明主要基于观察到, 三对角结构 (1.1) 可提供矩的类似次可加性的性质.

∀n,m > 1, 由 (1.1) 的三对角结构, 我们有

Qn+m =

 Qn Cn,m

Dm,n Q̃m

 =

 Qn O

O Q̃m

+

 O Cn,m

Dm,n O

 ,

其中

Qn =



d1 b1

a1 d2 b2
. . .

. . .
. . .

an−1 dn


, Q̃m =



dn+1 bn+1

an+1 dn+2 bn+2

. . .
. . .

. . .

an+m−1 dn+m


,

且

Cn,m =



0 0 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0

bn 0 · · · 0


, Dm,n =



0 · · · 0 an

0 · · · 0 0

...
. . .

...
...

0 · · · 0 0


.
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于是, ∀ k > 1, 由

Qk
n+m =

 Qn O

O Q̃m

+

 O Cn,m

Dm,n O

k

=

 Qk
n O

O Q̃k
m

+Rm+n,m+n,

可得

TrQk
m+n = TrQk

n +TrQ̃k
m +TrRm+n,m+n. (2.10)

注意到, 由严平稳性 (截断之后, {an}n>1 和 {bn}n>1 仍是严平稳过程), ETrQ̃k
m = ETrQk

m, 从而有

ETrQk
m+n = ETrQk

n + ETrQk
m + l(m,n, k), (2.11)

其中 l(m,n, k) := ETrRm+n,m+n.

进一步,由于 Cn,m 和 Dm,n 仅含有一个元素,它们与 Qn 和 Q̃m 进行若干次相乘之后仍只有一个

元素, 再由矩阵元素关于 n 的一致有界性, 便可推出

|l(n,m, k)| 6 Ck < ∞,

其中 Ck 是与 m 和 n 无关的常数.

现在, ∀n > 1, 1 6 m < n, 取 n′, r ∈ N, 0 6 r < m, 满足 n = n′m+ r. 反复应用 (2.11) 可得

ETrQk
n = ETrQk

n′m + ETrQk
r + l(n′m, r, k)

= ETrQk
(n′−1)m + ETrQk

m + ETrQk
r + l(n′m, r, k) + l((n′ − 1)m,m, k)

...

= n′ETrQk
m + ETrQk

r +
n′−1∑
j=1

l((n′ − j)m,m, k) + l(n′m, r, k)

6 n′ETrQk
m + ETrQk

r + n′Ck. (2.12)

于是,

1

n
ETrQk

n 6 n′

n
ETrQk

m +
1

n
ETrQk

r +
n′

n
Ck.

令 n → ∞ 得

lim sup
n→∞

1

n
ETrQk

n 6 1

m
TrQk

m +
1

m
Ck.

再令 m → ∞ 便有

lim sup
n→∞

1

n
ETrQk

n 6 lim inf
m→∞

1

m
TrQk

m.

由此可知, 1
nETrQ

k
n 的极限存在. 第 (II) 步证毕.

(III) ∀ k > 1, limn→∞
1
n (TrQ

k
n − ETrQk

n) = 0, P− a.s.
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我们先来定义下述一些量. ∀ 0 6 l 6 [k2 ], 1 6 i 6 n− l, 定义

Q
−→ml,

−→n l

l,i := M
−→ml

l,i

l∏
j=0

(Qn(i+ j, i+ j))nj , (2.13)

其中

M
−→ml

l,i :=

l−1∏
j=0

(Qn(i+ j, i+ j + 1)Qn(i+ j + 1, i+ j))mj+1 =

l−1∏
j=0

(ai+jbi+j)
mj+1 ,

−→ml = (m1,m2, . . . ,ml),
−→n l = (n0, n1, . . . , nl), mj > 0, nh > 0, 1 6 j 6 l, 0 6 h 6 l, 并满足

2
l∑

j=1

mj +
l∑

h=0

nh = k,

且若 l > 0, 存在 p : 1 6 p 6 l, 使得 mp = 0, 则 ∀ j, h : p < j 6 l, p 6 h 6 l, mj = 0, nh = 0.

上述各量的直观含义解释如下, 由矩展开和三对角结构知,

TrQk
n =

∑
π∈Pn

Qπ, Qπ :=

k∏
j=1

Q(πj , πj+1),

其中 Pn 表示回路的全体: Pn = {π : (1, . . . , k) → (1, . . . , n) : |πj − πj+1| 6 1, 1 6 j 6 k, πk+1 = π1}.
{l, i,−→ml,

−→n l}决定了Pn 里的类别, Q
−→ml,

−→n l

l,i 是该类别中一个代表元,其中起点为 i, l表示自 i出发向右

走的距离 (回路的长度), −→ml 对应非对角元所形成的回路 π̂,其中 mj+1 表示往返顶点 i+ j 和 i+ j+1

的次数, 对应的矩阵元素即为

(Qn(i+ j, i+ j + 1)Qn(i+ j + 1, i+ j))mj+1 = (ai+jbi+j)
mj+1 ,

因而 M
−→ml

l,i 即是回路 π̂ 所对应的矩阵部分. 余下的, −→n l 对应对角元的部分, nj 即为从顶点 i+ j 一步

回到自身的环的个数. 记 C
−→ml,

−→n l

l,i 为类别 {l, i,−→ml,
−→n l} 里的元素个数, 由于同一类别里的元素个数相

同, C
−→ml,

−→n l

l,i = C
−→ml,

−→n l

l,j , ∀ i, j, 可令 C
−→ml,

−→n l

l = C
−→ml,

−→n l

l,i . 于是据上面的分析有

TrQk
n =

[ k2 ]∑
l=0

∑
−→ml,

−→n l

n−l∑
i=1

C
−→ml,

−→n l

l,i Q
−→ml,

−→n l

l,i =

[ k2 ]∑
l=0

∑
−→ml,

−→n l

C
−→ml,

−→n l

l U
−→ml,

−→n l

l , (2.14)

其中

U
−→ml,

−→n l

l :=
n−l∑
i=1

Q
−→ml,

−→n l

l,i

表示不同起点的代表元的总和.

以 k = 3, n = 4 为例, 此时 l = 0 或 l = 1. 类别 {l,−→ml,
−→n l} 分别为 {0, (0), (3)}, {1, (1), (1, 0)}

和 {1, (1), (0, 1)}, 而每个类相应的元素个数 C
−→ml,

−→n l

l 分别是 1, 3 和 3. 它们对应的矩阵元素 Q
−→ml,

−→n l

l,i

分别是: 当 1 6 i 6 3, (Q4(ii))
3, (aibi)Q4(ii), (aibi)Q4(i + 1, i + 1); 当 i = 4, (Q4(44))

3. U
−→ml,

−→n l

l 即为∑4
i=1(Q4(ii))

3,
∑3

i=1(aibi)Q4(ii),
∑3

i=1(aibi)Q4(i+ 1, i+ 1). 于是,

TrQ3
4 =(Q4(11))

3 + 3(a1b1)Q4(11) + 3(a1b1)Q4(22) + (Q4(22))
3

+ 3(a2b2)Q4(22) + 3(a2b2)Q4(33) + (Q4(33))
3
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+ 3(a3b3)Q4(33) + 3(a3b3)Q4(44) + (Q4(44))
3

=U
(0),(3)
0 + 3U

(1),(1,0)
1 + 3U

(1),(0,1)
1 .

将 Q
−→ml,

−→n l

l 和 U
−→ml,

−→n l

l 中心化, 可定义

Q̃
−→ml,

−→n l

l,i = Q
−→ml,

−→n l

l,i − EQ
−→ml,

−→n l

l,i , Ũ
−→ml,

−→n l

l = U
−→ml,

−→n l

l − EU
−→ml,

−→n l

l .

于是,

TrQk
n − ETrQk

n =

[ k2 ]∑
l=0

∑
−→ml,

−→n l

C
−→ml,

−→n l

l Ũ
−→ml,

−→n l

l . (2.15)

由于 {an} 与 {bn} 相互独立且分别严平稳遍历, 可知 {Q̃
−→ml,

−→n l

l,i }26i6n−l−1 也是严平稳遍历 (参见

文献 [18, 定理 7.1.3]), 故而应用 Birkhoff 遍历性定理 (参见文献 [18, 定理 7.2.1]) 得

lim
n→∞

1

n
Ũ

−→ml,
−→n l

l = 0, P− a.s. (2.16)

代入 (2.15) 便有, ∀ k > 1,

lim
n→∞

1

n
(TrQk

n − ETrQk
n) = 0, P− a.s. (2.17)

下面为定理 2的证明作准备,我们在独立同分布的特殊情形下给出另一个简便证明 (无需 Birkhoff

遍历性定理). 为此,我们将 Ũ
−→ml,

−→n l

l 分解为若干错开的无公共元素的随机变量之和.注意到,由 (1.1)的

三对角结构,对角线元素 Qn(jj)只依赖 Qn(j, j−1)和 Qn(j, j+1). 因而,当 l = 0, Q̃
−→ml,

−→n l

l,i = (Q̃n(ii))
k,

{Q̃
−→ml,

−→n l

l,i+2j }j>0 之间相互独立, i = 1, 2. 再考虑 l > 1 的情形. ∀ i > 2, Q
−→ml,

−→n l

l,i 与之前的 Q(j, j − 1) 无

关, j < i, 且与后面的 Q(j, j ± 1) 无关, j > i + l + 1. 因此, 可选取 L = l + 2, 则 ∀ j ̸= h, Q
−→ml,

−→n l

l,jL+i 与

Q
−→ml,

−→n l

l,hL+i 无公共元素. 再令 N = [n−l−1
L ], 则 n−l−1

L − 1 < N 6 n−l−1
L . 从而, 由 {an, bn}n>1 独立同分布

可知, {Q
−→ml,

−→n l

l,jL+i}16j6N−1 也是独立同分布, 则可分解 Ũ
−→ml,

−→n l

l 如下, 当 n− l −NL < L,

Ũ
−→ml,

−→n l

l =

N∑
j=0

Q̃
−→ml,

−→n l

l,jL+1 +

N∑
j=0

Q̃
−→ml,

−→n l

l,jL+2 + · · ·+
N∑
j=0

Q̃
−→ml,

−→n l

l,jL+(n−l−NL)

+
N−1∑
j=0

Q̃
−→ml,

−→n l

l,jL+(n−l−NL+1) + · · ·+
N−1∑
j=0

Q̃
−→ml,

−→n l

l,jL+L, (2.18)

类似地, 当 n− l −NL = L,

Ũ
−→ml,

−→n l

l =
N∑
j=0

Q̃
−→ml,

−→n l

l,jL+1 +
N∑
j=0

Q̃
−→ml,

−→n l

l,jL+2 + · · ·+
N∑
j=0

Q̃
−→ml,

−→n l

l,jL+L. (2.19)

由以上分析,我们可应用强大数定律取极限.以 (2.18)第一个求和式为例,由于 {Q
−→ml,

−→n l

l,jL+1}16j6N−1

之间独立同分布, 由强大数律得

lim
N→∞

1

N + 1

N∑
j=0

Q̃
−→ml,

−→n l

l,jL+1 = 0, P− a.s. (2.20)
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另由 N 的定义, 0 < N+1
n 6 2

L < ∞, 从而,

1

n

N∑
j=0

Q̃
−→ml,

−→n l

l,jL+1 =
N + 1

n

(
1

N + 1

N∑
j=0

Q̃
−→ml,

−→n l

l,jL+1

)
→ 0, P− a.s.

同理可分析 (2.18) 或 (2.19) 中其余的求和项. 注意到 L 固定, 于是有 (2.16) 成立, 进而 (2.17) 也成立.

第 (III) 步得证.

至此, 由第 (II) 和 (III) 步知, 存在非随机 mk 使得 ∀ k > 1, P− a.s.,

µQn(x
k) =

1

n
Tr(Qn)

k → mk, n → ∞. (2.21)

又由第 (I) 步 |λmax(−Qn)| 的一致有界性,

|mk| =
∣∣∣∣ lim
n→∞

1

n
ETr(Qn)

k

∣∣∣∣ 6 sup
n>1

|λmax(−Qn)|k 6 (24C2)k < ∞.

于是,

∞∑
k=1

m
− 1

2k

2k >
∞∑
k=1

1

24C2
= ∞,

{mk}k>1 满足 Carleman 条件. 从而, 由文献 [7, 引理 B.3和 B.1], 存在唯一非随机 µQ ∈ P(R) 满足

µQ(x
k) = mk, k > 1,

且 P− a.s.,

µQn

w
⇀ µQ, n → ∞.

最终, 结合引理 2, 并注意到 Qn 的特征值小于等于 0, 定理 1 得证.

注 1 设三个随机变量序列 {an}, {bn} 和 {dn} (an 和 bn 不必是正数) 分别是二阶矩有限的严

平稳遍历过程, 且它们之间相互独立. 则类似定理 1 的论证可证明, 它们所形成的三对角随机矩阵的

极限谱分布存在. 特别地, 对于一类特殊的 Anderson 模型, an = bn = −1, 且 dn 独立同分布并二阶矩

有限, 它的极限谱分布存在.

作为定理 1 的应用, 我们给出下列具体的例子.

例 1 当正的随机变量序列 {an, bn}n>1 独立同分布且二阶矩有限, 此时定理 1 的条件满足, 故

而相应的随机生灭 Q 矩阵 (1.1) 的极限谱分布存在.

例 2 当两个正的随机变量序列 {an}n>1 与 {bn}n>1 相互独立, {an}>1 ({bn}>1) 是遍历的时齐

Markov 链, 且其极限分布 πa (πb) 的二阶矩有限, 则以 πa (πb) 为初始分布, {an}n>1 ({bn}>1) 即为二

阶矩有限的严平稳遍历 Markov链. 因此,由定理 1可知,相应的随机生灭 Q矩阵 (1.1)的极限谱分布

存在.

3 定理 2 的证明

我们先给出下述引理, 为后面 (1.6) 的证明作准备.
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引理 3 在定理 2(ii)的条件下,设 An := Sn−diag(d1, . . . , dn), Rn := An−nαcIn,其中 Sn依 (2.4)

定义, c = a + b, 且 a 和 b 满足 (1.5). 再记 S
(n)
n := n−αSn, R

(n)
n := n−αRn, α 依定理 2(ii) 取定, 则

∀ k > 1,

1

n
E[Tr(S(n)

n )k − Tr(R(n)
n )k] → 0, n → ∞. (3.1)

证明 类似 (2.13), ∀ 0 6 l 6 [k2 ], 1 6 i 6 n− l, 定义

S
−→ml,

−→n l

l,i := M
−→ml

l,i

l∏
j=0

(Sn(i+ j, i+ j))nj , (3.2)

其中 M
−→ml

l,i ,−→ml 和
−→n l 依定理 1 第 (III) 步定义. 记总和

V
−→ml,

−→n l

l :=

n−l∑
i=1

S
−→ml,

−→n l

l,i .

S
(n)
n , M

(n),−→ml

l,i 和 V
(n),−→ml,

−→n l

l 分别表示相应的量经 n−α, n−α(
∑l−1

j=0 mj+1) 和 n−αk 约化后所得的量.

同理定义

R
−→ml,

−→n l

l,i = M
−→ml

l,i

l∏
j=0

(Rn(i+ j, i+ j))nj , W
−→ml,

−→n l

l =
n−l∑
i=1

R
−→ml,

−→n l

l,i ,

并类似上面定义 R
(n)
n 和 W

(n),−→ml,
−→n l

l .

于是, 与 (2.14) 同理, 我们有

1

n
E[Tr(S(n)

n )k − Tr(R(n)
n )k] =

1

n

[ k2 ]∑
l=0

∑
−→ml,

−→n l

C
−→ml,

−→n l

l E(V (n),−→ml,
−→n l

l −W
(n),−→ml,

−→n l

l )

=

[ k2 ]∑
l=0

∑
−→ml,

−→n l

C
−→ml,

−→n l

l

1

n

n−l∑
i=1

E
[
M

(n),−→ml

l,i

( l∏
j=0

(S(n)
n (i+ j, i+ j))nj

−
l∏

j=0

(R(n)
n (i+ j, i+ j))nj

)]
.

由文献 [10, 引理 1] 不难观察到, 为证 (3.1), 只需证明

E
[
M

(n),−→ml

l,n

( l∏
j=0

(S(n)
n (n+ j, n+ j))nj −

l∏
j=0

(R(n)
n (n+ j, n+ j))nj

)]
→ 0. (3.3)

下证 (3.3). 简记Mn,l := M
(n),−→ml

l,n , Sn,j := (S
(n)
n (n+ j, n+ j))nj , Rn,j := (R

(n)
n (n+ j, n+ j))nj , 利

用独立性和 Hölder 不等式, 分析上式有

E
[
Mn,l

( l∏
j=0

Sn,j −
l∏

j=0

Rn,j

)]
=

l∑
j=0

E
[
Mn,l(Sn,j −Rn,j)

j−1∏
i=0

Sn,i

l∏
i=j+1

Rn,i

]

6
l∑

j=0

E∥Mn,l∥2(l+1)∥Sn,j −Rn,j∥2(l+1)
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×
j−1∏
i=0

∥Sn,i∥l+1

l∏
i=j+1

∥Rn,i∥l+1, (3.4)

这里约定
∏−1

i=0 Sn,i = 1,
∏l

i=l+1 Rn,i = 1.

易见

l∏
i=j+1

∥Rn,i∥l+1 6 c(l−j)k. (3.5)

又由于 ∀ 1 6 i 6 n, a
(n)
i 6 a

(i)
i , 于是, 由 (1.5) 可知, ∀ k > 1,

Mk := sup
n

sup
16i6n

E[(a(n)i )k + (b
(n)
i )k] < ∞. (3.6)

通过取最大值的操作, 无妨设 {Mk} 单调递增且大于 1. 注意到, ∀ 0 6 i 6 l, a
(n)
n+i−1 6 2αa

(n+i−1)
n+i−1 ,

b
(n)
n+i 6 2αb

(n+i)
n+i , 以及初等不等式 |x+ y|r 6 2r−1(|x|r + |y|r), r > 1, 可推出, 当 ni > 0,

∥Sn,i∥l+1 = ∥(a(n)n+i−1 + b
(n)
n+i)

ni∥l+1

6 2ni−1(∥(a(n)n+i−1)
ni∥l+1 + ∥(b(n)n+i)

ni∥l+1)

6 2ni−12αni(∥(a(n+i−1)
n+i−1 )ni∥l+1 + ∥(b(n+i)

n+i )ni∥l+1)

6 2ni+αniM
1/l
(l+1)ni

6 2ni+αniM
1/l
(l+1)k.

于是, 由
∑l

i=0 ni 6 k 得

j−1∏
i=0

∥Sn,i∥l+1 6 2(α+1)kM(l+1)k. (3.7)

此外, 由 {an, bn}n∈N 的独立性和 2
∑l−1

j=0 mj+1 6 k 得

∥Mn,l∥2l2l =
l−1∏
j=0

E(a(n)n+jb
(n)
n+j)

2lmj+1 6 22αlk
l−1∏
j=0

M2
2lmj+1

6 4αlkM2l
kl . (3.8)

综合 (3.4)–(3.8) 可见, 为证明 (3.3) 只需证明

∥Sn,j −Rn,j∥2(l+1) → 0, n → ∞. (3.9)

下面证明 (3.9). 首先, 由矩收敛 (1.5) (应用文献 [7, 引理 B.3 和 B.1]) 可知,

a(n)n
w
⇀ a, b(n)n

w
⇀ b.

于是,

a(n)n
pr→ a, b(n)n

pr→ b, (3.10)

其中 “pr” 表示依概率收敛.

考虑 nj > 1, 由于

∥Sn,j −Rn,j∥2(l+1) = ∥(a(n)n+j−1 + b
(n)
n+j)

nj − (a+ b)nj∥2(l+1), (3.11)
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由 (3.10) 知, (3.11) 中被积函数依概率趋于 0. 进一步, 类似上述估计有

|(a(n)n+j−1 + b
(n)
n+j)

nj − (a+ b)nj | 6 2nj−1((a
(n)
n+j−1)

nj + (b
(n)
n+j)

nj ) + ck + 1

6 2nj−1+αnj ((a
(n+j−1)
n+j−1 )nj + (b

(n+j)
n+j )nj ) + ck + 1

6 2(α+1)k−1((a
(n+j−1)
n+j−1 )k + (b

(n+j)
n+j )k + 2) + ck + 1 ∈ L2(P).

因而, 被积函数一致可积. 于是取极限可得 (3.11) 趋于 0, 从而 (3.9) 成立. 引理证毕.

定理 2 的证明 (i) 证明与定理 1 的论证类似. 我们首先由矩收敛条件 (1.3) 给出

lim
C→∞

lim sup
n→∞

d(µ
Q

(n)
n

, µ
Q

(n),C
n

) = 0. (3.12)

事实上, 类似 (2.7), 我们有 ∀C > C0,

d3(µ
Q

(n)
n

, µ
Q

(n),C
n

) 6 8

n

n−1∑
i=1

[a
(n)
i b

(n)
i (I

[a
(n)
i >C]

I
[b

(n)
i >C]

+ I
[a

(n)
i >C]

I
[b

(n)
i 6C]

+ I
[a

(n)
i 6C]

I
[b

(n)
i >C]

)

+ ((a
(n)
i )2I

[a
(n)
i >C]

+ (b
(n)
i )2I

[b
(n)
i >C]

)].

注意到 ∀ 1 6 i 6 n− 1, a
(n)
i 6 a

(i)
i , 于是, I

[a
(n)
i >C]

6 I
[a

(i)
i >C]

, b
(n)
i 项亦同理. 从而,

d3(µ
Q

(n)
n

, µ
Q

(n),C
n

) 6 8

n

n−1∑
i=1

[a
(i)
i b

(i)
i (I

[a
(i)
i >C]

I
[b

(i)
i >C]

+ I
[a

(i)
i >C]

+ I
[b

(i)
i >C]

)

+ ((a
(i)
i )2I

[a
(i)
i >C]

+ (b
(i)
i )2I

[b
(i)
i >C]

)]. (3.13)

为取极限,我们以上式中 1
n

∑n−1
i=1 a

(i)
i b

(i)
i I

[a
(i)
i >C]

为例. 首先注意到, ∀ 1 6 i 6 n, a
(n)
i 6 a

(i)
i , b

(n)
i 6 b

(i)
i ,

结合矩收敛条件 (1.3) 知, 存在 M < ∞, 使得 ∀ 1 6 k 6 4,

sup
n>1

sup
16i6n

E((a(n)i )kI
[a

(n)
i >C0]

+ (b
(n)
i )kI

[b
(n)
i >C0]

) 6 M < ∞, (3.14)

并由 Chebyshev 不等式可得

lim
C→∞

m1,k(C) = lim
C→∞

m2,k(C) = 0, k = 1, 2. (3.15)

于是,

∞∑
i=1

1

i2
E(a(i)i b

(i)
i I

[a
(i)
i >C]

)2 6
∞∑
i=1

1

i2
E(a(i)i )2E(b(i)i )2 6 M2

∞∑
i=1

1

i2
< ∞.

因而, 由 {an, bn}n>1 的独立性假设, 应用文献 [19, 第 272 页] 得

1

n

n−1∑
i=1

[a
(i)
i b

(i)
i I

[a
(i)
i >C]

− Ea(i)i b
(i)
i I

[a
(i)
i >C]

] → 0, P− a.s.

又由 (1.3) 有 Ea(i)i b
(i)
i I

[a
(i)
i >C]

→ m1,1(C)m2,1, i → ∞, 于是,

1

n

n−1∑
i=1

Ea(i)i b
(i)
i I

[a
(i)
i >C]

→ m1,1(C)m2,1.
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因而,

1

n

n−1∑
i=1

a
(i)
i b

(i)
i I

[a
(i)
i >C]

→ m1,1(C)m2,1, P− a.s.

同理可用 4 阶矩一致有界证明

1

n

n−1∑
i=1

(a
(i)
i )2I

[a
(i)
i >C]

→ m1,2(C), P− a.s.

(3.13) 中其余诸项均可类似的分析. 从而结合 (3.15) 得 (3.12) 成立.

因此,类似 (2.8)下面部分的论证,由 (3.12)可推知,在定理 2(i)条件下,类似的引理 2成立. 依定

理 1 的证明思路, 下面无妨假定 {a(n)i , b
(n)
i }16i6n 关于 n 一致有界. 因而, (1.3) 中 m1,k 和 m2,k (省略

记号 C) 亦有界, 满足 Carleman 条件. 从而存在随机变量 ξ 和 η 满足

a(n)n
w
⇀ ξ, b(n)n

w
⇀ η. (3.16)

且 ∀ k > 1,

Eξk = m1,k = lim
n→∞

E(a(n)n )k, Eηk = m2,k = lim
n→∞

E(b(n)n )k. (3.17)

现在 ∀ 1 6 i < j, 记 Q[i,j] 为 Qj 中去除前 i− 1 行前 i− 1 列所得到的矩阵, 特别有 Q[1,n] = Qn.

并记 Q
(n)
[i,j] := n−αQ[i,j]. 类似 (2.10) 可得, ∀m,n > 1,

TrQk
m+n = TrQk

n +TrQk
[n+1,m+n] +TrRm+n,m+n.

下面简记 TrQ
(i),k
j = Tr(Q

(i)
j )k, ∀ i, j. 我们有

ETrQ(m+n),k
m+n = ETrQ(m+n),k

n + ETrQ(m+n),k
[n+1,m+n] + l

(m+n)
(m,n,k), (3.18)

其中 |l(m+n)
(m,n,k)| = |n−(m+n)αkETrRm+n,m+n| 6 Ck, Ck 是与 m 和 n 无关的常数.

类似 (2.12) 论证, ∀n > 1, ∀ 1 6 m < n, 取 n′, r ∈ N, 0 6 r < m, 满足 n = n′m+ r. 无妨设 r > 0,

我们有

ETrQ(n),k
n =

n′−1∑
i=0

ETrQ(n),k
[im+1,(i+1)m] + ETrQ(n),k

[n′m+1,n] +

n′−1∑
j=0

l
(n)
((n′−j)m,m,k) + l

(n)
(n′m,r,k)

=
n′−1∑
i=0

ETrQ(n),k
[im+1,(i+1)m] + ETrQ(n),k

[n′m+1,n] + n′O(1). (3.19)

注意

1

n

n′−1∑
i=0

ETrQ(n),k
[im+1,(i+1)m] =

n′

n

1

n′

n′−1∑
i=0

(
(i+ 1)m

n

)αk

ETrQ((i+1)m),k
[im+1,(i+1)m]

=
n′

n

(
n′m

n

)αk
1

n′

n′−1∑
i=0

(
i+ 1

n′

)αk

ETrQ((i+1)m),k
[im+1,(i+1)m]. (3.20)
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易见,

n′

n
→ 1

m
,

(
n′m

n

)αk

→ 1.

进一步, 由 ai 与 bj 之间的独立性及矩收敛 (3.17), 我们有

ETrQ((i+1)m),k
[im+1,(i+1)m] → ETrZk

m, i → ∞, (3.21)

其中 Zm 是 m×m矩阵,满足 Zm(j, j+1) = ηj , Zm(j, j−1) = ξj−1, Zm(j, j) = −(ξj−1+ηj), 1 6 j 6 m,

且 Zm(ij) = 0 当 |i− j| > 2. ξj−1
d
= ξ, ηj

d
= η, 且相互独立.

事实上, 由 (3.16) 知, ∀ im + 1 6 j 6 (i + 1)m, Q
((i+1)m)
(j,j+1) 与 Q

((i+1)m)
(j,j−1) 分别弱收敛于 ηj , ξj−1,

ηj
d
= η, ξj−1

d
= ξ, 且相互独立. 于是, 由 Skorohod 表示定理, 存在一概率空间 (Ω̂, F̂ , P̂) 及随机变量

âj−1, b̂j , ξ̂j−1 和 η̂j , 使得

âj−1
d
= Q

((i+1)m)
(j,j−1) , b̂j

d
= Q

((i+1)m)
(j,j+1) , ξ̂j−1

d
= ξj−1, η̂j

d
= ηj ,

且当 i → ∞ (注意 im+ 1 6 j 6 (i+ 1)m),

âj−1 → ξ̂j−1, b̂j → η̂j , P− a.s.

类似 Zm 可定义 m×m三对角矩阵 Ẑm, 只需将 Zm 元素分别替换为 ξ̂j−1 和 η̂j . 再记 Q̂m,i 为 m×m

三对角矩阵, 满足 Q̂m,i(j, j + 1) = b̂j , Q̂m,i(j, j − 1) = âj−1, Q̂m,i(j, j) = −(âj−1 + b̂j), 其余元素为 0.

于是有

TrQ̂k
m,i → TrẐk

m, i → ∞, P− a.s.

考虑到 âj 和 b̂j 的一致有界性, 应用有界控制收敛定理可得

ETrQ((i+1)m),k
[im+1,(i+1)m] = ÊTrQ̂k

m,i → ÊTrẐk
m = ETrZk

m,

证得 (3.21) (若 (1.3) 对 ∀ k > 1, C = 0 成立, 且 {m1,k} 和 {m2,k} 满足 Carleman 条件, 则 (3.21) 也可

用定理 1 论证中的矩方法来证明).

此外, 考虑到

1

n′

n′−1∑
i=0

(
i+ 1

n′

)αk

→ 1

αk + 1
,

由上述分析不难看出 (3.20) 中

1

n

n′−1∑
i=0

ETrQ(n),k
[im+1,(i+1)m] →

1

αk + 1

1

m
ETrZk

m. (3.22)

因此, 以 1
n 乘以 (3.19) 两边, 令 n → ∞, 再令 m → ∞. 注意到, 由 (3.22) 以及 Zm 满足定理 1 条

件, (3.19) 右边第 1 项极限存在, 而第 2 和 3 项趋于 0. 由此可知, 1
nETrQ

(n),k
n 极限存在, 且

lim
n→∞

1

n
ETrQ(n),k

n = lim
m→∞

1

αk + 1

1

m
ETrZk

m. (3.23)
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与定理 1第 (II)步的证明类似 (只需将 Q̃
−→ml,

−→n l

l,i 和 Ũ
−→ml,

−→n l

l 等项分别替换为 Q̃
(n),−→ml,

−→n l

l,i 和 Ũ
(n),−→ml,

−→n l

l

等), 不难证明

1

n
Tr(Q(n)

n )k − 1

n
ETr(Q(n)

n )k → 0, n → ∞, P− a.s. (3.24)

事实上, 对 Tr(Q
(n)
n )k, 我们有类似 (2.15)、(2.18) 和 (2.19) 成立. 为取极限, 下面以 1

N

∑N
j=0 Q̃

(n),−→ml,
−→n l

l,jL+1

为例. 由于 {Q̃(n),−→ml,
−→n l

l,jL+1 }06j6N 无公共元素, 且 {an, bn}n∈N 相互独立, 知 {Q̃(n),−→ml,
−→n l

l,jL+1 }06j6N 之间亦相

互独立. 由 Taylor 展开 (参见文献 [20, 定理 6.4.2]) 及 EQ̃(n),−→ml,
−→n l

l,jL+1 = 0 得

Eeit
1
N

∑N
j=0 Q̃

(n),−→ml,
−→n l

l,jL+1 =
N∏
j=0

Eeit
1
N Q̃

(n),−→ml,
−→n l

l,jL+1 =
N∏
j=0

(
1 + Λn,j

t2

N2
E(Q̃(n),−→ml,

−→n l

l,jL+1 )2
)
,

其中 |Λn,j | 6 1
2 . 记 θn,j := Λn,j

t2

N2E(Q̃(n),−→ml,
−→n l

l,jL+1 )2, 由 {a(n)i , b
(n)
i }16i6n 的一致有界性知, 存在 Ck < ∞

使得

max
06j6N

|θn,j | 6
Ckt

2

2N2
,

N∑
j=0

|θn,j | 6
Ckt

2

2N
→ 0.

于是, 应用文献 [20, 第 199 页] 有

Eeit
1
N

∑N
j=0 Q̃

(n),−→ml,
−→n l

l,jL+1 → 1,

故 1
N

∑N
j=0 Q̃

(n),−→ml,
−→n l

l,jL+1 弱收敛于 0, 等价地, 亦概率收敛于 0.

另一方面, 对于任意固定的 h,{
lim

N→∞

1

N

N∑
j=0

Q̃
(n),−→ml,

−→n l

l,jL+1 = 0

}
=

{
lim

N→∞

1

N

N∑
j=h

Q̃
(n),−→ml,

−→n l

l,jL+1 = 0

}
,

可见 {
lim

N→∞

1

N

N∑
j=0

Q̃
(n),−→ml,

−→n l

l,jL+1 = 0

}
是一尾事件. 于是, 由独立随机变量序列尾事件的 0-1 律以及上述依概率收敛的结果, 推出

1

N

N∑
j=0

Q̃
(n),−→ml,

−→n l

l,jL+1 → 0, P− a.s.

同理可分析其他求和项, 由此证得 (3.24) 成立. 至此, 类似定理 1 的论证, 我们证得论断 (i) 成立.

(ii)类似论断 (i)的思路,我们可由 (1.5)和 (3.10)证明此时 Q
(n)
n 的极限谱分布存在,其中论断 (i)

所涉及的用有界性来取极限的论证可以用高阶矩有界来替代. 我们也可以从 (1.5) 和 (3.10) 不难验证

a
(n)
n 和 b

(n)
n 满足条件 (1.3). 事实上, 当 C > a, 由 (3.10) 有 a

(n)
n I

[a
(n)
n >C]

pr→ 0. 又由 (1.5),

sup
n>1

E|a(n)n I
[a

(n)
n >C]

|2 6 sup
n>1

E(a(n)n )2 < ∞,

故而 {a(n)n I
[a

(n)
n >C]

} 一致可积. 于是有

lim
n→∞

E a(n)n I
[a

(n)
n >C]

= 0.
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同理可分析序列 b
(n)
n . 因此, 由论断 (i) 知, 存在非随机 µQ 使得 P− a.s.,

µ
Q

(n)
n

w
⇀ µQ, n → ∞. (3.25)

为确定极限谱测度 µQ 的表达式, 我们利用引理 1 从对称矩阵 Sn 入手. 注意到

Sn = An +Dn,

其中 Dn = diag(d1, . . . , dn), An = Sn−Dn. 另一方面,回忆引理 3中 Rn = An−nαcIn,且 R
(n)
n 与 S

(n)
n

各阶矩的渐近行为相同, 因此, 下面着重分析 R
(n)
n 的极限谱分布.

首先注意到, ∀m > 1, ETrA2m−1
n = 0. 又由独立性和 (1.5),

E
(√

anbn
nα

)2m

= E
(
an
nα

)m

E
(
bn
nα

)m

→ (ab)m.

于是, 应用文献 [10, 命题 1] (此时可取 Y ≡
√
ab, 便可满足 EY 2m = (ab)m), 可知存在有界随机变量 Z

满足. ∀ k = 2m,m > 1,

Lk := EZk =
1

2αm+ 1
Cm

2m(ab)m,

这里应用了 |Γ2m| = Cm
2m, 其中 Γ2m 依文献 [10,第 188页]定义,且由 Stirling公式 n! ≈ (ne )

n
√
2πn有

L2m ≈ (2αm+ 1)−1(πm)−
1
2 (4ab)m,

由此可知, {L2m} 满足 Carlemann 条件. 于是, 令 µα = P ◦ Z−1, 我们有

µ
A

(n)
n

w
⇀ µα. (3.26)

类似引理 1 可见, n−α(Qn −Dn) 的极限谱分布为 µα. 此外, 由 Z 的有界性, 存在 0 < M < ∞ (与 n

无关) 使得

supp(µα) ⊂ [−M,M ], P− a.s. (3.27)

现在, 定义平移算子 τc : Cb → Cb, (τcf)(x) = f(x− c), 则 ∀ f ∈ Cb,

µ
R

(n)
n

(f) = µ
(A

(n)
n −cIn)

(f) =
1

n

n∑
i=1

f(λi(A
(n)
n )− c) =

∫
(τcf)(x) µA

(n)
n

(dx).

于是, 由 (3.26) 得

µ
R

(n)
n

(f) →
∫
(τcf)(x) µα(dx) =

∫
f(x) (µα ∗ δ−c)(dx),

因而有 P− a.s.,

µ
R

(n)
n

w
⇀ µα ∗ δ−c. (3.28)

由此结合引理 4, 可猜测

µQ = µα ∗ δ−c. (3.29)
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下面证明 (3.29) 成立. 首先可取可测集 Ω̃ 满足 P(Ω̃) = 1, 使得 (3.25) 在 Ω̃ 上成立. 再由 (3.10)

知, 存在子列 {nj}j>1 使得

a(nj)
nj

→ a, b(nj)
nj

→ b, P− a.s.

以下仅考虑该子列 {nj}j>1, 为简便起见, 仍记 a
(nj)
nj 和 b

(nj)
nj 分别为 a

(n)
n 和 b

(n)
n . 于是, ∀ ε > 0, 存在

N(ε) > 1, 使得

P
( ∞∪

n=N(ε)

(|a(n)n − a|+ |b(n)n − b| > ε)

)
< ε.

记

Ωε := Ω̃ ∩
∞∩

n=N(ε)

(|a(n)n − a|+ |b(n)n − b| 6 ε),

则 P(Ωε) > 1− ε, 且 ∀ω ∈ Ωε, n > N(ε),

|a(n)n (ω)− a|+ |b(n)n (ω)− b| 6 ε.

从而有 {a(n)n (ω), b
(n)
n (ω)}n>N(ε) 的一致有界性. 类似定理 1第 (I)步的论证, 可得 {µ

R
(n)
n

(ω)}n>N(ε) 的

支集关于 n 一致有界. 于是, 由 (3.28), ∀ k > 1,

1

n
ETr(R(n)

n (ω))k =
1

n
E[(µ

R
(n)
n

(ω))(xk)] → L̃k := (µα ∗ δ−c)(x
k), (3.30)

再应用引理 1 和 3, ∀ k > 1,

lim
n→∞

1

n
ETr(Q(n)

n (ω))k = lim
n→∞

1

n
ETr(S(n)

n (ω))k = lim
n→∞

1

n
ETr(R(n)

n (ω))k = L̃k. (3.31)

注意到由 (3.27), {L̃k}k>1 满足 Carleman 条件, 因而应用文献 [7, 引理 B.1 和 B.3] 得 ∀ω ∈ Ωε,

µ
Q

(n)
n

(ω)
w
⇀ µα ∗ δ−c.

则结合 (3.25), ∀ω ∈ Ωε,

µQ(ω) = µα ∗ δ−c. (3.32)

最后, 取 εn = 2−n, n > 1, 并令 Ω̂ =
∪

n=1 Ωεn , 则 P(Ω̂) = 1, 且 ∀ω ∈ Ω̂, (3.32) 成立, 论断 (ii) 得证. 定

理 2 证毕.

注 2 若定理 2(i)的条件 (1.3)对 ∀ k > 1和 C = 0成立,且 {m1,k}和 {m2,k}分别满足 Carleman

条件, 则仍然成立矩 1
nTrQ

(n),k
n 几乎处处收敛于某确定常数 mk. 证明与定理 2(i) 的论证类似, 只需把

涉及到用矩阵元素的一致有界性来取极限的论证分别用它们的高阶矩收敛来替换说明. 进一步, 若能

证明 {mk} 满足 Carleman 条件, 则 Q
(n)
n 的极限谱分布存在.

注 3 类似注 1,若三个随机变量序列 {an}, {bn}和 {dn} (an 和 bn 不必为正)相互独立,且分别

满足条件 (1.3), 则可类似证明, 约化后随机矩阵 Q
(n)
n 的极限谱分布存在.

注 4 定理 2(ii) 的卷积表达式 (1.6) 说明对于此类随机矩阵, 其极限谱分布是由 A
(n)
n 的极限谱

分布向左平移 c 个单位而得到. 进一步, 考虑到 supp(µQ) ⊂ (−∞, 0], 我们可猜测

lim sup
n→∞

λmax(A
(n)
n ) 6 c.
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注 5 关于定理 2 中 µα 的具体表达式, 由文献 [10, 推论 1] 可知, 当 a = b = 1 时, µα 是 Ullman

分布且有密度函数 hα,

hα(x) = I[−2,2](x)
1

απ

∫ 2

|x|
2

t−1+1/α

√
4− t2

dt. (3.33)

特别地, h1/2 即为经典的半圆率

h 1
2
(x) =

1

2π
I[−2,2](x)

√
4− x2.

作为定理 2 的应用, 我们给出下列具体例子.

例 3 an = u1,nξn, bn = u2,nηn, 其中 ui,n ∈ R+, n−αu1,n → a, n−αu2,n → b, a 和 b 是常数, 且正

的随机变量序列 {ξn, ηn}n∈N各阶矩有限并相互独立同分布.不难验证 (1.3)成立,故相应的随机生灭 Q

矩阵的极限谱分布存在.

例 4 考虑 Beta-Hermite系综,即 an = bn 服从分布 χnβ/
√
β (χnβ 是参数为 nβ 的卡方分布), dn

服从正态分布 N(0, 2/β), 且它们相互独立. 熟知 (参见文献 [10, 21]) χnβ −
√
nβ 弱收敛于正态分布

N(0, 1/2), 于是, χnβ/
√
nβ 依概率收敛于 1. 因此, 由定理 2 可知, Beta-Hermite 系综所对应的随机生

灭 Q 矩阵的极限谱分布是经典半圆率与 Dirac 测度 δ−2 的卷积.
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5 Goldsheid I Y, Khoruzhenko B A. The Thouless formula for random non-Hermitian Jacobi matrices. Israel J Math,

2005, 148: 331–346

6 Dumitriu I, Edelman A. Matrix models for beta ensembles. J Math Phys, 2002, 43: 5830–5847

7 Bai Z D, Silverstein J. Spectral Analysis of Large Dimensional Random Matrices. Mathematics Monograph Series 2.

Beijing: Science Press, 2006

8 Dumitriu I, Edelman A. Global spectrum fluctuations for the β-Hermite and β-Laguerre ensembles via matrix models.

J Math Phys, 2006, 47: 5830–5847

9 鲍志刚, 苏中根. HβE 的局部半圆率和 Gauss 波动. 中国科学: 数学, 2012, 42: 1017–1030

10 Popescu I. General tridiagonal random matrix models, limiting distributions and fluctuations. Probab Theory Related

Fields, 2009, 144: 179–220

11 Bose A, Sen S. Finite diagonal random matrices. J Theoret Probab, 2013, 26: 819–835

12 Li S Z, Li X D, Xie Y X. Generalized Dyson Brownian motion, Mckean-Vlasov equation and eigenvalues of random

matrices. ArXiv.org/abs/1303.1240v1, 2013

13 Bai Z D. Methodologies in spectral analysis of large dimensional random matrices: A review. Statist Sinica, 1999, 9:

611–677

14 Bryc W, Dembo A, Jiang T F. Spectral measure of large random Hankel, Markov and Toeplitz matrices. Ann Probab,

2006, 34: 1–38
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Limiting spectral distribution of random birth-death Q matrices

HAN Dong & ZHANG Deng

Abstract This article studies the limiting spectral distributions of random birth-death Q matrices. Under the

strictly stationary ergodic condition, we prove that the empirical spectral distribution converges weakly to a non-

random probability distribution. Furthermore, in the situations without strictly stationary ergodic condition, we

study a class of random birth-death Q matrices, corresponding to generalizations of the Beta-Hermite ensembles,

and establish the existences as well as convolution formulations for their limiting spectral distributions. In

particular, for the random birth-death Q matrices corresponding to the Beta-Hermite ensembles, the limiting

spectral distribution is the convolution of the semi-circle law and Dirac measure δ−2.
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