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摘要 针对非圆信号测向中方位依赖幅相误差的校正问题,本文根据非圆信号的非圆特性和辅助阵

元能够自校正的特点, 对协方差匹配估计技术 (covariance matching estimation technique, COMET) 进

行改进,提出一种适用于信源时域统计特性未知和统计独立特性先验已知两种情况的改进算法: NC-

COMET 算法. 该算法利用非圆信号扩展协方差数据, 使其校正精度较常规的基于辅助阵元的最大

似然类算法 (未利用非圆特性)有明显提升,且降低了最小辅助阵元数要求. 从理论上证明了参数估

计的统计一致性, 采用一阶误差分析方法推导了有限采样影响下参数估计的均方误差表达式, 并提

出算法的 “数据利用率”定义,定量比较获得了 NC-COMET算法的数据利用率较常规的最大似然类

算法的提升幅度.仿真结果亦表明 NC-COMET算法性能较常规的最大似然类算法更优: 低信噪比下

具有更强的鲁棒性; 信源时域统计独立特性先验已知或者大非圆率的情况下, 该算法对校正精度的

提升尤为明显.
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1 引言

非圆 (noncircular NC)信号是现代通信系统和卫星通信系统中的常用信号,常见的有 BPSK、AM、

PAM 和 MASK 等调制信号. 近年来, 利用信号非圆特性提高波达方向 (direction-of-arrival, DOA) 估

计性能的算法得到大量研究: Charge 等 [1] 研究了非圆信号测向的 MUSIC 算法 (记为 NC-MUSIC 算

法)及求根解法; Haart和 Romer[2] 将酉 ESPRIT算法用于非圆信号测向;文献 [3]又根据非圆确定性

信号波达方向估计的数学模型, 提出了基于非圆信号的 DOA 估计最大似然算法. 虽然这些算法的分

辨力和测角精度较传统的 MUSIC、ESPRIT等算法有明显提高,但是在工程应用中的阵列误差往往会

影响算法的估计精度, 甚至导致其失效, 因此阵列误差校正是进一步提高超分辨率测向算法实际性能

的关键技术之一. 目前将非圆特性应用到阵列误差校正方法中的研究较少, 文献 [4] 提出的非圆信号

自校正算法也仅针对与方位无关的阵元幅相误差. 然而, 实际应用中遇到的阵列误差很多都是 (或从

数学上可以等效为) 方位依赖的幅相误差: 例如当阵元不满足各向同性时, 需要用方位依赖的幅相误

差进行建模; 当阵列同时存在多种误差形式 (如阵元通道幅相误差、位置误差 [5] 以及互耦效应 [6] 等),

它们对阵列的综合影响也需要用一个方位依赖的幅相误差模型来描述. 因此, 我们有必要针对非圆信

号, 建立校正方位依赖幅相误差的数学模型并对参数的估计方法进行研究.
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文献 [7]首先提出了基于协方差匹配估计技术 (covariance matching estimation technique COMET)

的阵列信号处理方法, Boonstra 等 [8,9] 将该技术引入到阵列误差校正方法中, 提出了基于协方差匹配

估计技术的有源校正算法, 相比基于子空间原理的校正算法, 该算法能够利用校正源的时域统计独立

性, 有利于进一步提高校正精度 (当信源统计独立时). 这种有源校正算法计算简单, 但只适用于不依

赖方位的幅相误差, 针对这一问题, 文献 [10,11] 利用辅助阵元 [5,12,13] 能够进行自校正的特点, 通过协

方差匹配估计技术构造了在高斯信号源下与最大似然估计器渐近等价的目标函数,提出了基于辅助阵

元的方位依赖幅相误差的最大似然 (maximum likelihood, ML)自校正算法. 这些算法都是针对圆信号

模型的,虽然基于最大似然准则的误差校正方法对于参数的估计性能已经能够达到圆信号模型相应的

克拉美罗界 (Cramér-Rao bound, CRB), 然而这只是在没有利用信源更多信息的情况下达到最优, 若

结合非圆信号具有椭圆协方差矩阵不为零的特征, 必然能够进一步提升校正精度.

基于以上研究现状, 本文提出了一种 NC-COMET 算法, 该算法通过利用已校准的辅助阵元, 能

够自校正方位依赖的幅相误差, 基于非圆信号的扩展协方差矩阵构造了最优权值的协方差匹配估计

器, 并给出了一种信源方位和幅相误差交替迭代的算法用以实现各种参数的优化计算, 适用于信源时

域统计特性未知和信源时域统计独立特性先验已知的两种情况. 尤其对于高斯随机非圆信号, 该算法

可看作非圆信号的最大似然估计器的另一种实现方式,因而在大样本数据下能够逼近相应的克拉美罗

界 [7], 其性能较文献 [10] 中的最大似然自校正算法有明显提升.

衡量算法性能的重要参照来源于对其性能的理论分析,它对如何令算法实现更高的预期精度有一

定的指导意义. 虽然自校正算法可以消除阵列误差带来的测向干扰, 但是噪声的存在使得算法的估计

精度无法避免有限采样的影响, 因此本文又针对提出的 NC-COMET 算法, 通过一阶误差分析将非线

性模型近似线性化处理,利用泰勒 (Taylor)级数展开的方法获得了有限采样影响下该算法对信源方位

以及幅相误差参数估计的均方误差表达式. 此外,衡量算法性能的指标除了估计精度以外,文献 [14,15]

都指出非圆特性有利于提高算法的数据利用率,为了能够更加全面地理解 NC-COMET算法对非圆信

号的阵列误差校正本质, 本文定义了校正算法的 “数据利用率” 这一概念, 并分别对信源时域统计特

性未知和信源时域统计独立特性先验已知的情况下 NC-COMET 算法的数据利用率进行了定量分析.

论文的内容安排如下: 第 2 节列出本文所需的基本数学知识; 第 3 节针对存在方位依赖幅相误差

的阵列, 给出了非圆信号的扩展数据模型; 第 4 节建立了 NC-COMET 算法的数学优化模型并设计了

求解该模型的交替迭代算法; 第 5 节依次研究分析了 NC-COMET 算法对参数估计的统计一致性, 有

限采样影响下的参数估计均方误差表达式以及数据利用率; 第 6 节基于均匀直线阵列, 通过实验仿真

将 NC-COMET 算法与基于辅助阵元的最大似然自校正算法 [10] 的性能进行了对比与分析; 第 7 节对

全文进行了总结.

2 预备数学知识

命题 1 设矩阵 A 的正交投影矩阵为 Π⊥
A, 若 A 是关于参量 γ ∈ RK×1 的矩阵, 则 Π⊥

A 对

γi(i = 1, 2, . . . ,K) 的一阶偏导数为

∂Π⊥
A

∂γi
= −Π⊥

A

∂A

∂γi
A† −

(
Π⊥

A

∂A

∂γi
A†

)H

, (1)

式中, [·]H 表示矩阵或者矢量的共轭转置, [·]† 表示矩阵的伪逆.

命题 2 设矩阵 A 的正交投影矩阵为 Π⊥
A, 若 A 是关于参量 γ ∈ RK×1 的矩阵, 则 Π⊥

A 对
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γi,γj(i, j = 1, 2, . . . ,K) 的二阶偏导数为

∂2Π⊥
A

∂γi∂γj
= Π⊥

A

∂A

∂γj
A† ∂A

∂γi
A† + (A†)H

∂AH

∂γj
Π⊥

A

∂A

∂γi
A† −Π⊥

A

∂2A

∂γi∂γj
A†

−Π⊥
A

∂A

∂γi
(AHA)−1 ∂A

H

∂γj
Π⊥

A +Π⊥
A

∂A

∂γi
A† ∂A

∂γj
A† + (· · · )H, (2)

其中, (· · · )H 表示等式右边所有项的共轭转置.

命题 1、命题 2 的证明见文献 [16], 它们对于推导牛顿型迭代公式起着关键作用.

3 信号模型

3.1 非圆信号

若随机信号与它的任意旋转具有相同的一阶和二阶统计特性, 即该信号具有旋转不变性, 则称

之为圆信号, 反之为非圆信号 [17]. 直观来讲, 若 s 为圆性复随机矢量, 则有 E[s] = 0, 协方差矩阵

E[ssH] ̸= 0 而椭圆协方差矩阵 E[ssT] = 0 [18], 其中 [·]T 表示矩阵或者矢量的转置; 若 s 为非圆信号,

则有 E[ssH] ̸= 0 且 E[ssT] ̸= 0. 对于非圆信号 s1(随机矢量 s 的第一个信号), 该信号的非圆率 ρ 定

义为

ρ =

∣∣∣∣ E[s21]

E[|s1|2]

∣∣∣∣ . (3)

非圆率的取值区间为 0 6 ρ 6 1, 若信号的非圆率 ρ = 1, 则称之为最大非圆率信号.

3.2 存在方位依赖幅相误差的扩展数据模型

在 DOA 估计中 [19], 最常用的信号模型是远场的窄带信号模型. 假设信号源为 N 个远场的窄带

非圆信号, 阵列天线由 M 个阵元组成, 阵元数与通道数相等, 其中 K 个阵元存在方位依赖的幅相误

差, 已校准的辅助阵元有 P (P = M −K) 个, M 个阵元在特定时刻 t 接收到的信号矢量表示为

s(t) + n(t), (4)

其中, x(t) 为阵列的 M × 1 维快拍数据矢量, s(t) 为空间信号源的 N × 1 维快拍数据矢量, n(t) 为阵

列的 M × 1 维快拍复圆高斯噪声矢量, 与信号不相关. B 为误差阵列的 M ×N 维流型矩阵, 具体表

达为

B = [b(θ1, τ1), b(θ2, τ2), . . . , b(θN , τN )], (5)

式中, θn(n = 1, 2, . . . , N) 表示第 n 个信号源的信源方位, τn ∈ CK×1 由 K 个扰动阵元对第 n 个信号

源的幅相误差参数构成. 继而阵列流型矢量可以展开为以下形式:

b(θn, τn) = blkdiag[11×P , τn]a(θn) n = 1, 2, . . . , N, (6)

式中, blkdiag[·] 表示由矩阵或矢量作为对角元素构成的块状对角矩阵, a(θn) 为原始的阵列流型矢量,

即没有受到幅相误差影响.

根据定义, 观测数据 x(t) 的协方差矩阵 Rx 和椭圆协方差矩阵 R′
x 分别为

Rx = E[x(t)xH(t)] = BRsB
H + σ2

nIM , R′
x = E[x(t)xT(t)] = BR′

sB
T, (7)
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其中, Rs 与 R′
s 分别为非圆信号源 s(t) 的协方差矩阵和椭圆协方差矩阵.

联合信源的非圆特性, 将信号的协方差矩阵数据矢量扩展为

ry = [rT, r̃
′T, r̃′H]T ∈ C(2M2+M)×1, (8)

式中, r = vec[Rx], r̃
′ = Svec[R′

x] = Sr̃, 其中 vec[·] 表示矩阵的矢量化, S 为选择矩阵, 表示取 R′
x 下

三角部分在 vec[R′
x] 中的元素, 具体表达式为

S = blkdiag[IM , ĪM−1, ĪM−2, . . . , Ī1], (9)

式中, Īm = [0m,M−m, Im] ∈ Rm×M (m = 1, 2, . . . ,M − 1).

需要强调的是,由于式 (8)中 ry 包含了非圆信号的所有二阶统计数据信息,为了充分利用非圆特

性, 本文的 NC-COMET 算法就是基于该扩展协方差矩阵数据矢量 ry 来设计实现的.

4 NC-COMET 算法

4.1 算法的数学优化模型

针对阵列中阵元受到方位依赖幅相误差影响的情况, 基于非圆信号的扩展协方差矩阵, 若将所有

未知实参量包含在矢量 Θ = [ΘT
1 ,Θ

T
2 ]

T 中, 则有

Θ1 =
[
θT,µT

1 ,µ
T
2 , . . . ,µ

T
K ,νT

1 ,ν
T
2 , . . . ,ν

T
K

]T ∈ R(2K+1)N×1, (10)

其中, θ = [θ1, θ2, . . . , θN ]T, µk = [Re{τ k
1 , τ

k
2 , . . . , τ

k
N}]T, νk = [Im{τ k

1 , τ
k
2 , . . . , τ

k
N}]T, Re{·}, Im{·} 分别

表示取矩阵或者矢量的实部、虚部, τ k
n 表示误差矢量 τn 的第 k 个元素.

未知参量 Θ2 = [ωT , σ2
n]

T 在信源时域统计特性未知的情况下, ω ∈ R(2N2+N)×1 由 Re{[Rs]i,j},
Im{[Rs]i,j}, Re{[R′

s]i,j}, Im{[R′
s]i,j}(1 6 j < i 6 N) 以及 [Rs]i,i, Re{[R′

s]i,i}, Im{[R′
s]i,i}(1 6 i 6 N)

构成; 在信源时域统计独立特性先验已知的情况下, 未知参量 ω 的维数下降为 ω ∈ R3N×1, 只包含了

协方差矩阵以及椭圆协方差矩阵的对角线元素信息, 即由 [Rs]i,i, Re{[R′
s]i,i}, Im{[R′

s]i,i}(1 6 i 6 N)

构成.

通过最优加权, 可以最大限度地减少协方差匹配估计器的估计方差 [7], 为此根据协方差匹配估计

技术可构造如下优化模型:

Θ̂ = argmin
Θ

V (Θ), (11)

式中,

V (Θ) = (ry,L − ry)
HW (ry,L − ry) = ∥W 1/2(ry,L − ry)∥22, (12)

其中, ry,L = 1
L

∑L
t=1 ry(t), ∥ · ∥2 为矢量的 L2 范数, W 表示加权矩阵, 最优加权矩阵为 C−120

ry
(Cry 为√

Lry,L 的协方差矩阵). 由大数定理可知
√
L(ry,L − ry) 服从零均值的高斯分布 [20], 因而 Cry 写为

Cry = lim
T→∞

E
{√

L(ry,L − ry)
√
L(ry,L − ry)

H
}

=


Cr Cr,r′ST KC∗

r,r′ST

SCH
r,r′ SCr′ST SC ′

r′ST

SCT
r,r′K SC ′H

r′ST SC∗
r′ST

 . (13)
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式 (13) 中用到了 r = Kr∗, 其中 K 为交换矩阵, 满足 vec[Rx] = Kvec[RT
x ], 具体表达式如下:

K =
[
K̄T, K̄ ′T

1 , K̄
′T
2 , . . . , K̄

′T
M−1

]T
(14)

其中, K̄ = blkdiag

e1TM , e1TM , . . . ,e1TM︸ ︷︷ ︸
M个

 (e1M 为 M 维的首一向量), K̄ ′
m 表示 K̄ 按列右循环移 m 列.

需要指出, (13) 式中各符号的物理意义及表达式为

Cr = lim
L→∞

E
{√

L(rL − r)
√
L(rL − r)H

}
= RT

x ⊗Rx +K(R′
x ⊗R′∗

x) +R4,

Cr′ = lim
L→∞

E
{√

L(r̃L − r̃)
√
L(r̃L − r̃)H

}
= Rx ⊗Rx +K(Rx ⊗Rx) +R′

4,

C ′
r′ = lim

L→∞
E
{√

L(r̃L − r̃)
√
L(r̃L − r̃)T

}
= R′

x ⊗R′
x +K(R′

x ⊗R′
x) +R′′

4,

Cr,r′ = lim
L→∞

E
{√

L(rL − r)
√
L(r̃L − r̃)H

}
= R′∗

x ⊗Rx +K(Rx ⊗R′∗
x) +R′′′

4,

(15)

式中, [·]∗ 表示矩阵或者矢量的共轭, rL = 1
L

∑L
t=1 r(t), r̃L = 1

L

∑L
t=1 r̃(t). R4, R

′
4, R

′′
4, R

′′′
4 分别为

x(t) 的四阶累积量, 取值方式如下:

[R4](k1−1)M+k2,(k3−1)M+k4
= Cum

{
x∗
k1
,xk2 ,xk3 ,x

∗
k4

}
,

[R′
4](k1−1)M+k2,(k3−1)M+k4

= Cum
{
xk1 ,xk2 ,x

∗
k3
,x∗

k4

}
,

[R′′
4](k1−1)M+k2,(k3−1)M+k4

= Cum {xk1 ,xk2 ,xk3 ,xk4} ,

[R′′′
4](k1−1)M+k2,(k3−1)M+k4

= Cum
{
x∗
k1
,xk2 ,x

∗
k3
,x∗

k4

}
.

(16)

式 (15) 的证明见附录 A. 需要说明: 若信号为高斯分布, 式 (15) 中的高阶累积量为零. 此外, 因

为在实际求解过程中一般无法获得 Cry 的准确值, 可由式 (15) 中表达式的一致估计值给出.

我们的目标是进行阵列误差校正,也就是只需要估计包含信源方位参量和阵列误差参量的 Θ1,而

此时多余的未知参量较多, 这里考虑采用 “嵌入式” 优化的思想来减少迭代的未知参量个数, 先将未

知参量 Θ2 的估计值转化为 Θ1 的闭式表达式, 再对 Θ1 进行优化.

针对信源时域统计特性未知的情况, 为了表达的简洁, 将未知参量 ω 转化为同维数的复参量, 即

ω = [rTs , r̃
′T
s , r̃

′H
s ]

T(rs = vec[Rs], r̃′ = Svec[R′
s] = Sr̃), 继而 Θ2 = [rTs , r̃

′T
s , r̃

′H
s , σ

2
n]

T. 经过分析可将

ry 用 Θ2 线性表示, 即

ry = Ψ(Θ1)Θ2, (17)

其中, Ψ(Θ1) ∈ C(2M2+M)×(2N2+N+1) 的表达式如下:

Ψ(Θ1) =


B∗ ⊗B 0 0 vec[IM ]

0 S(B ⊗B)S̃ 0 0

0 0 S(B∗ ⊗B∗)S̃ 0

 , (18)

式中, S̃ 为 S 的反变换, 即 r̃s = S̃r̃′s. 式 (18) 的证明见附录 B.

针对信源时域统计独立特性先验已知的情况, 我们也将 ω 转换为等价的复数变量

ω =
[
[Rs]1,1 · · · [Rs]N,N , [R′

s]1,1 · · · [R
′
s]N,N ,

[
R′∗

s

]
1,1
· · ·

[
R′∗

s

]
N,N

]T
. (19)
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在该情况下, ry 与 Θ2 之间仍然存在形如式 (17) 的线性关系, 通过简单的推导, 得到此时 Ψ(Θ1)

的表达式变为

Ψ(Θ1) =


B∗ ⊗B 0 0 vec[IM ]

0 S(B ⊗B)S̃ 0 0

0 0 S(B∗ ⊗B∗)S̃ 0

T ∈ C(2M2+M)×(3N+1), (20)

式中, T = blkdiag{T1,T2,T2, 1} ∈ R(2N2+N+1)×(3N+1), 其中 T1T2 为选择矩阵:

T1 =



1 0 · · · 0 0

0N×N

0 1 0 · · · 0

0N×N

...

0 0 · · · 0 1


, T2 =



1 0 · · · 0 0

0(N−1)×N

0 1 0 · · · 0

0(N−2)×N

...

0 0 · · · 0 1


. (21)

综合以上两种情况, 将 (17) 代入目标函数 (12), 得到

V (Θ) = (ry,L −Ψ(Θ1)Θ2)
HW (ry,L −Ψ(Θ1)Θ2). (22)

上式即为线性加权最小二乘估计问题, 易得

Θ̂2 = (ΨH(Θ1)WΨ(Θ1))
−1ΨH(Θ1)Wry,L. (23)

将 (23)代入 (22)式,则目标函数变为仅关于未知参量 Θ1 的函数,由于W = C−1
ry

,有W = WH,

进一步化简后的目标函数为

V (Θ1) = rHy,LW
1/2

(
I2M2+M −W 1/2Ψ(Θ1)(Ψ

H(Θ1)WΨ(Θ1))
−1ΨH(Θ1)W

1/2
)
W 1/2ry,L

=
(
W 1/2ry,L

)H

Π⊥
W 1/2Ψ(Θ1)

W 1/2ry,L

=
∥∥∥Π⊥

W 1/2Ψ(Θ1)
W 1/2ry,L

∥∥∥2
2
. (24)

则对参量 Θ1 的优化问题如下:

Θ̂1 = argmin
Θ1

V (Θ1) = argmin
Θ1

∥∥∥Π⊥
W 1/2Ψ(Θ1)

W 1/2ry,L

∥∥∥2
2
. (25)

需要说明, 该优化模型能够估计成功需要注意以下两个假设条件:

假设 1 对于方位空间中的任意 N +1个方位 θ0, θ1, . . . , θN ,它们的阵列流型矢量受到扰动后无

秩 N 模糊, 即 a(θi)(i = 0, 1, . . . , N) 在受到任意幅相误差 τj(j = 0, 1, . . . , N) 的干扰后, N + 1 个阵列

流型矢量 b(θi, τj) 之间线性独立.

假设 1 是为了避免方位估计与相位误差估计的模糊性, 保证矩阵 Ψ(Θ1) 对待估计参量 Θ1 具有

唯一可辨识性, 它在证明估计量一致性中起到了关键性作用.
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假设 2 在信源时域统计特性未知的情况下, 辅助阵元数 P、阵元总数 M 与信源个数 N 之间

需要满足:

2(P − 1)N +M − 1 > 2N2 + 2MN − 2M2; (26)

在信源时域统计独立特性先验已知的情况下, 它们之间需要满足

2(P − 2)N +M − 1 > 2MN − 2M2. (27)

假设 2是保证对非圆信号 (ρ ̸= 0)估计成功的必要条件,它是为了要求 (12)中的方程式个数不小

于未知参量个数. 但是当矩阵 Rx, R
′
x 具有某些特殊结构时, 这会导致几个方程式呈线性关系继而有

效方程个数降维,则对于给定的信源数 N , M 与 K 之间的关系会被要求得更为严格.因而在没有特殊

矩阵形式的 RxR
′
x 情况下, 假设 2 中的式 (26) 与 (27) 能够帮助我们获知在两种情况下 NC-COMET

算法校正成功对辅助阵元个数的要求, 附录 C 证明了 NC-COMET 算法所需的辅助阵元个数是小于

同情况下基于辅助阵元的最大似然自校正算法 [10] 所需的辅助阵元个数的.

4.2 牛顿型交替迭代算法

由于待优化的未知参量较多, 这里用牛顿型迭代算法进行求解. 根据此时阵列流型矢量的表达式

(6) 可知, 幅相误差矢量 τn 与信源方位角 θn 呈乘性关系, 在每一次牛顿型迭代中, 考虑对误差参量和

信源方位交替进行处理.

首先, 计算目标函数对信源方位 θ 的梯度矢量, 根据命题 1 有

∂Π⊥
W 1/2Ψ(Θ1)

∂θn
= −Π⊥

W 1/2Ψ(Θ1)
W 1/2 ∂Ψ(Θ1)

∂θn
(W 1/2Ψ(Θ1))

†

−
(
Π⊥

W 1/2Ψ(Θ1)
W 1/2 ∂Ψ(Θ1)

∂θn
(W 1/2Ψ(Θ1))

†
)H

, (28)

继而
∂V (Θ1)

∂θn
= −2Re

{
pH ∂Ψ(Θ1)

∂θn
q

}
, (29)

其中, p = W 1/2Π⊥
W 1/2Ψ(Θ1)

W 1/2ry,L, q = (W 1/2Ψ(Θ1))
†W 1/2ry,L.

因而目标函数对信源方位 θ 的梯度矢量可以表示为

G1(Θ1) = −2 · Re{g1(Θ1)}, (30)

式中, g1(Θ1) = (IN ⊗ p)HF (θ)(Θ1)q, F
(θ)(Θ1) = [Ψ(θ1)H(Θ1),Ψ

(θ2)H(Θ1), . . . ,Ψ
(θN )H(Θ1)]

H, 其中

Ψ(θn)(Θ1) 表示 Ψ(Θ1) 对 θn 的偏导数.

接着, 计算目标函数对信源方位 θ 的 Hessian 矩阵, 由命题 2 通过简单的推导, 目标函数对信源

方位的二阶偏导数可以近似省略为

∂2V (Θ1)

∂θn∂θm
≈ 2Re

{
qH ∂ΨH(Θ1)

∂θm
W 1/2Π⊥

W 1/2Ψ(Θ1)
W 1/2 ∂Ψ(Θ1)

∂θn
q

}
. (31)

因而目标函数对信源方位 θ 的 Hessian 矩阵表示为

H1(Θ1) ≈ 2 · Re
{
hH
1 (Θ1)W

1/2Π⊥
W 1/2Ψ(Θ1)

W 1/2h1(Θ1)
}
, (32)
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其中, h1(Θ1) = F̄ (θ)(Θ1)(IN ⊗ q), F̄ (θ)(Θ1) = [Ψ(θ1)(Θ1),Ψ
(θ2)(Θ1), . . . ,Ψ

(θN )(Θ1)].

根据 (30) 与 (32) 式, 固定幅相误差参量, 可以得到对信源方位估计的牛顿型迭代公式

θi = θi−1 − γi
1H

−1
1 (Θ1)G1(Θ1), (33)

式中, 0 < γ1 6 1 为迭代信源方位角的步长因子.

令 η = [µT
1 ,µ

T
2 , . . . ,µ

T
K ,νT

1 ,ν
T
2 , . . . ,ν

T
K ]T, 与目标函数对信源方位 θ 的梯度矢量的求解方法相似,

我们可以得到目标函数对阵列误差参量 η 的梯度矢量为

G2(Θ1) = −2 · Re{[g2(Θ1) g3(Θ1)]
H}, (34)

式中, g2(Θ1) = (IKN ⊗ p)
H
F (µ)(Θ1)q,

g3(Θ1) = (IKN ⊗ p)
H
F (ν)(Θ1)q,

(35)

其中, F (µ)(Θ1) =
[
Ψ(µ11)H(Θ1) · · ·Ψ(µ1N )H(Θ1) · · ·Ψ(µK1)H(Θ1) · · ·Ψ(µKN )H(Θ1)

]H
,

F (ν)(Θ1) =
[
Ψ(ν11)H(Θ1) · · ·Ψ(ν1N )H(Θ1) · · ·Ψ(νK1)H(Θ1) · · ·Ψ(νKN )H(Θ1)

]H
.

(36)

同理, 易得目标函数对阵列误差实参量的 Hessian 矩阵表示为

H2(Θ1) ≈ 2 · Re
{
hH
2 (Θ1)W

1/2Π⊥
W 1/2Ψ(Θ1)

W 1/2h2(Θ1)
}
, (37)

式中, h2(Θ1) = [F̄ (µ)(Θ1)(IKN ⊗ q), F̄ (ν)(Θ1)(IKN ⊗ q)], F̄ (µ)(Θ1) 与 F̄ (ν)(Θ1) 的表达式如下:F̄ (µ)(Θ1) =
[
Ψ(µ11)(Θ1) · · ·Ψ(µ1N )(Θ1) · · ·Ψ(µK1)(Θ1) · · ·Ψ(µKN )(Θ1)

]
,

F̄ (ν)(Θ1) =
[
Ψ(ν11)(Θ1) · · ·Ψ(ν1N )(Θ1) · · ·Ψ(νK1)(Θ1) · · ·Ψ(νKN )(Θ1)

]
.

(38)

进一步根据 (34) 与 (37) 式, 固定信源方位, 可以得到对幅相误差参量估计的牛顿型迭代公式

ηi = ηi−1 − γi
2H

−1
2 (Θ1)G2(Θ1), (39)

式中, 0 < γ2 6 1 为迭代幅相误差参量的步长因子.

总结前面的讨论, 下面给出上述交替迭代算法的具体步骤:

步骤 1 设置 e 为一个很小的正数以及初始值 θ0 和 η0, 选择合适的步长因子 γ1γ2, 并利用式

(24) 计算目标函数 V1, 并令 i← 1;

步骤 2 将 Θ1 =
[
θT
i−1,η

T
i−1

]T
代入式 (33) 计算第 i 次信源方位角的迭代结果 θi;

步骤 3 将 Θ1 =
[
θT
i ,η

T
i−1

]T
代入式 (39) 计算第 i 次幅相误差参量的迭代结果 ηi;

步骤 4 令 i← i+ 1, 并利用式 (24) 计算目标函数 Vi;

步骤 5 计算 ∆i = |Vi − Vi−1|, 若 ∆i 6 e, 则终止计算; 否则转至步骤 2.

为了确保该迭代算法能够收敛, 对初始值的选取十分重要, 一般可用次优估计算法 (如秩减估计

器 [521∼23](rank reduction estimator, RARE)) 获得初始值, 从而避免算法发散, 特别地, 当秩减估计器

失效时, 初始值可通过对各个方向阵列流型的预先测量存储、内插 [24] 来得到. 此外, 由上文可知, 信

源时域统计特性未知和信源时域统计独立先验已知两种情况的优化问题均能够用 (25) 来构造, 因此

上述算法对两种情况都适用, 只是迭代公式中矩阵 Ψ(Θ1) 的表达式有所不同.
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5 NC-COMET 性能分析

该部分将在满足假设 1和假设 2的条件下, 分别从参数估计一致性、有限采样影响下的均方误差

表达式、数据利用率三个方面对 NC-COMET 算法性能展开分析.

5.1 参数估计统计一致性分析

由 NC-COMET 算法给出的估计量具有统计一致性, 下面对目标估计量 Θ̂1(信源方位参数、阵元

幅相误差参数) 的统计一致性进行分析证明.

当快拍个数 L→∞ 时, 观测样本的扩展协方差矩阵趋近于真值, 即有

ry,L =
1

L

L∑
t=1

ry(t)
L→∞−→ ry, (40)

相应的优化模型 (25) 变为

Θ̂1 = argmin
Θ1

V̄ (Θ1) = argmin
Θ1

∥∥∥Π⊥
W 1/2Ψ(Θ1)

W 1/2ry

∥∥∥2
2
. (41)

因此, 要证明参量估计的一致性, 只要证明在假设 1 与假设 2 的条件下, V̄ (Θ̂1) = 0 的充分必要

条件是 Θ̂1 = Θ̄1, 其中 Θ̄1 表示 Θ1 的真实值.由于 ry = Ψ(Θ̄1)Θ̄2(Θ̄2 表示 Θ2 的真实值),充分性容

易得证; 下面利用反证法证明必要性:

首先针对信源方位的估计进行证明, 假设存在参量 Θ′
1 包含至少一个非真实方位 θ0 ̸= θn(n =

1, 2, . . . , N)及对应的幅相误差 τ0,使得 V̄ (Θ′
1) = 0. 由假设 1的条件可知B(Θ̄1)与B(Θ′

1)的列矢量线

性独立,因而Ψ(Θ̄1)与Ψ(Θ′
1)都是列满秩的,那么由矩阵论知识,一定存在非奇异矩阵 J(信源时域统

计特性未知下, J ∈ C(2N2+N+1)×(2N2+N+1);信源时域统计独立特性先验已知下, J ∈ C(3N+1)×(3N+1)),

使得

Ψ(Θ′
1) = Ψ(Θ̄1)J . (42)

根据矩阵Ψ(Θ1)的结构 (见表达式 (18)与 (20)),比较Ψ(Θ′
1)与Ψ(Θ̄1)的前M 行,可知 b(θ0, τ0)

能够由真实的阵列流型矢量线性表示, 即有

b(θ0, τ0) ∈ span{b(θ1, τ1), b(θ2, τ2), . . . , b(θN , τN )}, (43)

其中, span{·} 表示由向量组生成的线性子空间. 上式说明向量组 b(θ0, τ0), b(θ1, τ1), . . . , b(θN , τN ) 线

性相关, 与假设 1 矛盾. 继而必要性得证, 证明了信源方位参数估计的统计一致性.

在信源方位估计的统计一致性基础上,针对幅相误差参数的估计进行证明,这里假设存在参量Θ′
1,

其中至少有一个真实方位 θn(n ∈ {1, 2, . . . , N}) 对应的幅相误差矢量 τ0 ̸= τn(n = 1, 2, . . . , N), 也使得

V̄ (Θ′
1) = 0. 与有关信源方位估计的证明相似, 该情况说明 b(θn, τ0) 可由真实的阵列流型矢量线性表

示, 即有

b(θn, τ0) ∈ span {b(θ1, τ1), b(θ2, τ2), . . . , b(θN , τN )} , (44)

上式说明向量组 b(θn, τ0), b(θ1, τ1), . . . , b(θN , τN )线性相关,也与假设 1矛盾. 继而阵元幅相误差参数

估计的统计一致性得证.
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5.2 有限采样影响下的估计性能

有限采样是造成校正精度下降的一个重要原因, 由于未知参数较多, 接下来通过一阶误差分析方

法研究有限采样对 NC-COMET 算法的性能影响, 推导大快拍个数下该算法对 Θ1 参数估计的均方误

差.

基于 NC-COMET 校正原理, 对未知参量 Θ1 的估计等价于对未简化的目标函数 (12) 进行关于

未知参量 Θ = [ΘT
1 ,Θ

T
2 ]

T 的多维最小值搜索, 假设迭代能够收敛到最优解, 此时有下式成立

∂V (Θ)

∂Θ

∣∣∣∣
Θ

= Θ̂ = 0. (45)

由 Θ̂1 是 Θ1 的一致性估计以及 (23) 式可知 Θ̂ 是 Θ 的一致性估计, 因此我们将 V (Θ) 对 Θ 的

偏导数在其真实值上进行一阶泰勒级数展开, 省略高阶项后得到

V (α)(Θ̂) ≈ V (α)(Θ̄) +
∑
β∈Θ

V (α,β)(Θ̄)(β̂ − β̄), (46)

式中, α ∈ Θ, β̄, Θ̄ 分别表示 β 和 Θ 的真实值, V (α)(Θ) 表示 V (Θ) 对 α 的一阶偏导数, V (α,β)(Θ) 表

示 V (Θ) 对 α, β 的二阶偏导数, 相应的偏导表达式为

V (α)(Θ) = (ry − ry,L)
HW

∂ry
∂α

+ (ry − ry,L)
TW ∗ ∂r

∗
y

∂α
, (47)

V (α,β)(Θ) =

(
∂ry
∂β

)H

W
∂ry
∂α

+ (ry − ry,L)
H
W

∂2ry
∂α∂β

+

(
∂ry
∂β

)T

W ∗ ∂r
∗
y

∂α
+ (ry − ry,L)

T
W ∗ ∂2r∗y

∂α∂β

≈
(
∂ry
∂β

)H

W
∂ry
∂α

+

(
∂ry
∂β

)T

W ∗ ∂r
∗
y

∂α
, (48)

式中, W = C−1
ry
为最优加权矩阵, 继而有

(ry − ry,L)
H
W

∂ry
∂α

= (ry − ry,L)
T
W ∗ ∂r

∗
y

∂α
. (49)

将上式代入 (47), (48) 中得到

V (α)(Θ) = 2(ry − ry,L)
HW

∂ry
∂α

, (50)

V (α,β)(Θ) ≈ 2

(
∂ry
∂β

)H

W
∂ry
∂α

. (51)

根据式 (45), 再将 (50), (51) 式代入 (46) 式中, 有下式成立

(
ry(Θ̄)− ry,L

)H
Wr(α)y (Θ̄) +

∑
β∈Θ

(
r(β)y

(
Θ̄
))H

Wr(α)y (Θ̄)(β̂ − β) = 0, (52)

式中, r
(α)
y (Θ̄), r

(β)
y (Θ̄) 分别为 ry 对 αβ 的一阶偏导数在真实值上的取值. 由上式推出

∆Θ = Θ̂− Θ̄ = −
((

r(Θ)
y

(
Θ̄
))H

Wr(Θ)
y

(
Θ̄
))−1 (

r(Θ)
y

(
Θ̄
))H

W
(
ry

(
Θ̄
)
− ry,L

)
, (53)
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式中, r
(Θ)
y (Θ̄) 表示 ∂ry

∂ΘT 在 Θ 真实值上的取值.

根据最优加权矩阵W = C−1
ry
和式 (13),对上式进行推导简化,在大快拍点数下 Θ的估计均方误

差表达式 RΘ 可以写为

RΘ = E

[(
Θ̂− Θ̄

)(
Θ̂− Θ̄

)H
]
=

1

L

((
r(Θ)
y

(
Θ̄
))H

C−1
ry

r(Θ)
y

(
Θ̄
))−1

. (54)

将 r
(Θ)
y (Θ̄) 进行分块 r

(Θ)
y (Θ̄) = [r

(Θ1)
y (Θ̄)|r(Θ2)

y (Θ̄)], 则上式变为

RΘ =
1

L


(
r
(Θ1)
y (Θ̄)

)H

C−1
ry

r
(Θ1)
y

(
Θ̄
)
;
(
r
(Θ1)
y

(
Θ̄
))H

C−1
ry

r
(Θ2)
y

(
Θ̄
)(

r
(Θ2)
y

(
Θ̄
))H

C−1
ry

r
(Θ1)
y

(
Θ̄
)
;
(
r
(Θ2)
y

(
Θ̄
))H

C−1
ry

r
(Θ2)
y

(
Θ̄
)


−1

. (55)

进而由 ry = Ψ(Θ1)Θ2 可知 r
(Θ2)
y (Θ̄) = Ψ(Θ̄1)(信源时域统计特性未知时见 (18), 信源时域统

计独立特性先验已知时见 (20)), 再根据矩阵求逆的性质, 我们可以得到对于参量 Θ1 的估计均方误差

RΘ1 的表达式

RΘ1 =
1

L

((
r(Θ1)
y (Θ̄)

)H

C−1
ry

r(Θ1)
y

(
Θ̄
)
−
(
r(Θ1)
y

(
Θ̄
))H

C−1
ry

r(Θ2)
y

(
Θ̄
)((

r(Θ2)
y

(
Θ̄
))H

C−1
ry

r(Θ2)
y

(
Θ̄
))−1 (

r(Θ2)
y

(
Θ̄
))H

C−1
ry

r(Θ1)
y

(
Θ̄
))−1

=
1

L

((
r(Θ1)
y

(
Θ̄
))H

C−1
ry

r(Θ1)
y

(
Θ̄
)
−
(
r(Θ1)
y

(
Θ̄
))H

C−1
ry

Ψ
(
Θ̄1

) (
Ψ

(
Θ̄1

)
C−1

ry
Ψ

(
Θ̄1

))−1 (
Ψ

(
Θ̄1

))H
C−1

ry
r(Θ1)
y

(
Θ̄
))−1

=
1

L

((
r(Θ1)
y

(
Θ̄
))H

C−1/2
ry

Π
−1/2
Cry

Ψ (Θ1)C
−1/2
ry

r(Θ1)
y

(
Θ̄
))−1

, (56)

其中, 将 r
(Θ1)
y (Θ̄) 展开为

r(Θ1)
y

(
Θ̄
)
=

[(
r(Θ1)

(
Θ̄
))T

,
(
r̃′(Θ1)

(
Θ̄
))T

,
(
r̃′

∗(Θ1) (
Θ̄
))T

]T
, (57)

式中,

r(Θ1)(Θ̄) =

[
∂r

∂θT
,

∂r

∂µT
1

· · · ∂r

∂µT
K

,
∂r

∂νT
1

· · · ∂r

∂νT
K

]
,

r̃′
(Θ1)

(Θ̄) =

[
∂r̃′

∂θ

T

,
∂r̃′

∂µT
1

· · · ∂r̃′

∂µT
K

,
∂r̃′

∂νT
1

· · · ∂r̃′

∂νT
K

]
,

r̃′
∗(Θ1) (

Θ̄
)
=

(
r̃′

(Θ1) (
Θ̄
))∗

,
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它们具体表示为 

∂r

∂θT
= (BRs)

∗ ∗B(θ) +B(θ)∗ ∗ (BRs),

∂r̃′

∂θT
= S((BR′

s) ∗B(θ) +B(θ) ∗ (BRbms)),

∂r

∂µT
k

= (BRs)
∗ ∗B(µk) +B(µk)∗ ∗ (BRs),

∂r̃′

∂µT
k

= S((BR′
s) ∗B(µk) +B(µk) ∗ (BRs)),

∂r

∂vT
k

= (BRs)
∗ ∗B(νk) +B(νk)∗ ∗ (BRs),

∂r̃′

∂vT
k

= S((BR′
s) ∗B(νk) +B(νk) ∗ (BRs)),

k = 1, 2, . . . ,K, (58)

其中, 符号 ∗ 表示矩阵的 Column-wise Kronecker 积,

B(θ) =

[
∂b(θ1, τ1)

∂θ1
,
∂b(θ2, τ2)

∂θ2
· · · ∂b(θN , τN )

∂θN

]
,

B(µk) =

[
∂b(θ1, τ1)

∂Re{τ k
1 }

,
∂b(θ2, τ2)

∂Re{τ k
2 }
· · · ∂b(θN , τN )

∂Re{τ k
N}

]
,

B(νk) =

[
∂b(θ1, τ1)

∂Im{τ k
1 }

,
∂b(θ2, τ2)

∂Im{τ k
2 }
· · · ∂b(θN , τN )

∂Im{τ k
N}

]
= jB(µk).

在有限采样影响下, NC-COMET 算法对参数 Θ1 估计均方误差由 RΘ1 的对角元素给出, 至此我

们得到了有限采样对于该算法校正精度的影响. 需要指出的是, 对于高斯的随机信号源, 最优权值的

协方差匹配估计器可看作是最大似然算法的一种实现, 其估计精度能够逼近相应的克拉美罗界 [7], 实

验结果也显示了这一点.

5.3 数据利用率

为了定量分析非圆特性 (由于当 ρ = 0 时该算法利用不到非圆特性, 此时与传统算法相当, 这里

假设信号含有非圆特性, 即 ρ ̸= 0)、时域统计特性为算法带来的性能提升, 我们采用 “数据利用率” 作

为衡量指标, 将算法的数据利用率 κ 作如下定义:

κ ∝ Df

DΘ
, (59)

式中, Df 表示算法构造的独立方程个数 (若 (12) 式中方程式均无线性关系, 该参数等于所利用的数

据维数), DΘ 表示模型中未知参量的维数. 定义式 (59) 说明数据利用率与有效观测数据量成正比, 与

未知参数量成反比, 即算法利用的数据量越大, 未知参量维数越小, 数据利用率就越高.

根据 κ的定义,下面对本文 NC-COMET算法的数据利用率进行分析比较,并假设 (12)式中方程

式均无线性关系 (大多数情况满足此假设). 对于信源时域统计特性未知的情况, NC-COMET 算法通

过利用扩展协方差数据 ry ∈ C(2M2+M)×1 来完成对 Θ ∈ C(2N2+(2K+2)N+1)×1 的估计, 而未利用非圆

特性的 ML算法 [10,11] 利用协方差数据 r ∈ CM2×1 来估计的未知参量维数为 N2 +(2K +1)N +1; 对

于信源时域统计独立特性先验已知的情况, NC-COMET算法 (为区别时域统计特性未知的情况, 在下

文称之为 NCI-COMET)利用扩展协方差数据 ry ∈ C(2M2+M)×1 来估计 Θ ∈ C((2K+4)N+1)×1, 而未利
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用非圆特性的 COMET算法 [10] (利用了先验独立信息)则是利用协方差数据 r ∈ CM2×1 来估计维数

为 (2K + 2)N + 1 的未知参量. 由定义式 (59) 可知关于四类算法的数据利用率有下式成立
κNC-COMET ∝

2M2 +M

2N2 + (2K + 2)N + 1
, κML ∝

M2

N2 + (2K + 1)N + 1
,

κNCI - COMET ∝
2M2 +M

(2K + 4)N + 1
, κCOMET ∝

M2

(2K + 2)N + 1
.

(60)

由 (60) 比较得到它们的数据利用率之间的关系
κNCI - COMET > κNC - COMET > κML,

κNCI - COMET > κCOMET > κML,(
κNCI - COMET/κCOMET

)
>

(
κNC - COMET/κML

)
.

(61)

不等式中的等号成立的条件为 N = 1, 即当只有一个信源入射时, 统计独立信息失去先验的意义,

因此先验已知和未知情况下的数据利用率相等.

进一步分析本文算法与未利用非圆特性的最大似然类算法在大阵列 (M ≫ 1,K ≫ 1)、多信号源

(N ≫ 1) 情况下 κ 之间的渐进关系, 不妨假设 (59) 式的正比关系是线性的, 继而得到
κNC - COMET

κML
∝

(1 + 1/2M)
(
1 + 2K/N + 1/N + 1/N2

)
1 +K/N + 1/N + 1/2N2

≈
(
1 +

K/N

1 +K/N

)
,

κNCI - COMET
κCOMET

∝ (2 + 1/M) (1 + 1/K + 1/2KN)

1 + 2/K + 1/2KN
≈ 2.

(62)

上式说明: 虽然 NC-COMET 算法较 ML 算法使用的数据信息增加了一倍, 但是未知参量的维数也扩

大了一倍, 因此数据利用率仅有 1 倍多的提升; 而 NCI-COMET 算法较 COMET 算法的数据利用率

提升了 2 倍左右. 事实上, 算法的数据利用率一方面能够反映算法估计精度的高低: 对于同样的入射

非圆信号, 数据利用率越高, 表示我们能够利用越多的信息去估计较少的参量, 从而获得更高的估计

精度, 本文的实验结果也验证了这一结论; 令一方面它也能够反映算法所需辅助阵元个数的多少 (见

附录 C): 数据利用率越高, 要求辅助阵元提供的信息量越少, 继而所需辅助阵元个数也就越少.

6 数值仿真与结果分析

为了验证本文提出的算法在信源时域统计特性未知和统计独立特性先验已知这两种情况下的优

越性, 该部分在第一种情况下, 通过数值仿真将传统的 (未利用非圆特性) 基于辅助阵元的 ML 算法
[10] 与本文的 NC-COMET算法的估计性能进行对比;并在第二种情况下,通过数值仿真将传统的基于

辅助阵元的 COMET 算法 [10](利用了先验独立信息) 与本文的 NCICOMET 算法的估计性能进行对

比. 同时, 该部分也比较了本文算法在有限采样影响下的估计精度实验值与本文推导的理论值, 从而

验证该算法的实际校正效果.

实验采用相邻阵元间隔与波长比 (孔径大小) 为 0.5(d/λ = 0.5) 的 9 元均匀直线阵列, 其中存在

方位依赖幅相误差的阵元有 6 个 (幅度误差因子范围为 [0.5,2], 相位误差因子范围为 [−80◦, 80◦]), 辅
助阵元 3 个 (满足假设 1 和假设 2), 信号源为两个等功率的远场窄带高斯非圆信号, 分别从 45◦(信号

1) 与 75◦(信号 2) 方向同时入射 (入射角指与线阵夹角). 每组实验的蒙特卡洛 (Monte Carlo) 仿真次
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图 1 信号 1 的信源方位估计随信噪比的变化曲线

Figure 1 RMS error of DOA of Source 1 versus the level
of SNR

图 2 信号 2 的信源方位估计随信噪比的变化曲线

Figure 2 RMS error of DOA of Source 2 versus the level
of SNR

数均为 500 次, 假设噪声为高斯白噪声. 实验中, 对于信源入射角度的估计均方根误差, 以及阵列幅相

误差参数估计相对误差的统计, 采取如下方式:

εθ =

√√√√ 1

500

500∑
k=1

(
θ − θ̂(k)

)2

, ετ =

√√√√ 1

500

500∑
k=1

∥∥τ − τ̂ (k)
∥∥2
2
/ ∥τ∥22, (63)

式中, θ̂(k)τ̂ (k) 分别表示第 k 次仿真的入射角度估计值与幅相误差矢量估计值.

6.1 初始值选取与收敛速度

对于迭代类算法, 初始值的选取和收敛速度是共性问题, 因此该组实验将主要对这两个问题进行

实验研究,由于篇幅限制,这里给出信源统计独立特性先验已知情况下的仿真结果.假设两个信源为独

立的最大非圆率信号 (ρ = 1), 快拍点数 L = 500, 信噪比变化区间为 −6 dB 到 10 dB.

针对初始值的选取问题, 我们给出两种初始值的获取方式: 基于辅助阵元的秩减估计器 [5] (初始

值 1), 没有校正能力的 MUSIC 估计 (初始值 2), 令步长因子 γ1 = 1, γ2 = 0.5, 对两个信号的角度估计

结果如图 1、图 2 所示. 从这两个图可以看出, 由秩减估计器估计值为初始值进行迭代后的收敛值比

选取 MUSIC 算法估计值为初始值得到的结果更优. 因为秩减估计器为次优估计, 而 MUSIC 算法在

方位依赖的幅向误差影响下已经基本上失效, 选择后者会导致收敛值离最优解较远, 因此前者为初始

值后的校正效果更好.

针对收敛速度问题, 我们将本文的牛顿型交替迭代算法与常规的牛顿型迭代算法进行对比, 与上

一部分的实验条件相同, 选择基于辅助阵元的秩减估计器来获得初始值, 在步长因子为 γ1 = 1, γ2 =

0.2, γ = 0.2(步长因子 1) 和 γ1 = 1, γ2 = 0.5, γ = 0.5(步长因子 2) 的情况下, 统计两种迭代算法达到收

敛的迭代次数平均值, 如表 1 所示, 相应的估计结果如图 3、图 4 所示. 从表 1 可以看出, 常规的牛顿

型迭代算法较本文的迭代算法收敛速度略慢, 而图 3、图 4 的估计结果显示由本文的迭代算法得到的
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表 1 牛顿型交替迭代算法及常规牛顿型迭代算法的迭代次数随信噪比变化

Table 1 Iteration times of our proposed method and Newton method versus the level of SNR

Step size
SNR(dB)

−6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

Proposed method γ1 = 1, γ2 = 0.2 25. 030 24. 600 24. 280 23. 840 23. 670 23. 350 22. 950 22. 830 23. 040

γ1 = 1, γ2 = 0.5 12. 280 12. 100 11. 970 11. 760 11. 720 11. 450 11. 480 11. 320 11. 350

Newton method γ = 0.2 28. 014 27. 642 27. 368 27. 088 26. 990 26. 834 26. 850 26. 580 26. 734

γ = 0.5 13. 232 13. 230 13. 206 13. 186 13. 096 13. 024 13. 088 13. 106 13. 062
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图 3 信源方位估计随信噪比的变化曲线 (步长因子 1)

Figure 3 RMS error of DOAs versus the level of SNR
with the use of step size 1 (S1 and S2 are short for Source
1 and Source 2, repectively)

图 4 信源方位估计随信噪比的变化曲线 (步长因子 2)

Figure 4 RMS error of DOAs versus the level of SNR
with the use of step size 2

估计值明显比常规牛顿型迭代算法的精度高, 这是由于当同时对信源方位和误差参数进行迭代时, 优

化的参数类型较多, 若对所有参数同时迭代处理, 可能带来迭代不稳定, 收敛结果不佳.

6.2 信源时域统计特性未知

根据第一组的实验结果, 在后面的实验中我们将采用基于辅助阵元的秩减估计器来获取初始值,

迭代步长因子为 γ1 = 1, γ2 = 0.5. 第二组实验主要研究 NC-COMET 算法在信源时域统计特性未知

情况下的估计精度, 假设两个信源为最大非圆率信号. 首先, 固定快拍点数 L = 500, 信噪比为 dB, 在

信源时域相关系数为到 0.9 的变化区间, 统计 NC-COMET 算法对两个非圆信号的测向均方根误差以

及对幅相误差参数的相对估计误差结果, 并与基于辅助阵元的最大似然 (ML) 算法相应的估计结果进

行对比, 如图 5、图 6 所示. 从图中可以看出, 本文算法对方位的估计精度较 ML 算法的略高, 对误差

参数的估计精度比 ML 算法的提升明显, 而且实验值与理论值基本吻合; 两种算法对信号 1 的方位估

计误差都大于对信号 2 的方位估计误差, 这是由均匀线阵本身的性质决定, 入射方向与线阵夹角越大

(与法线越近), 相应的测向精度越高, 两个信号的估计误差差异性较大则和方位依赖的幅相误差有关.
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图 5 信源方位估计随相关系数的变化曲线

Figure 5 RMS error of DOAs versus the correlation co-
efficient

图 6 误差参数估计随相关系数的变化曲线

Figure 6 Relative error of sensor errors versus the corre-
lation coefficient
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图 7 信源方位估计随信噪比的变化曲线 (L = 500)

Figure 7 RMS error of DOAs versus the level of SNR

(L = 500)

图 8 误差参数估计随信噪比的变化曲线 (L = 500)

Figure 8 Relative error of sensor errors versus the level

of SNR (L = 500)

接着,固定两个最大非圆率信号源的相关系数为 0.6,分别在快拍点数 L = 500和 L = 1000下,令

信噪比在 −6 dB 到 10 dB 变化, 对基于辅助阵元的最大似然 (ML) 算法和 NC-COMET 算法进行实

验仿真, 并与理论值曲线作对比, 图 7、图 8 分别给出了快拍点数 L = 500 时, 两个信号的信源方位,

幅相误差参数的估计结果. 图 9、图 10 分别给出了快拍点数 L = 1000 时, 两个信号的信源方位, 幅相

误差参数的估计结果.

从以上 4 个图可以看出, 无论哪一种算法, 其估计误差都是与信噪比、快拍点数成反比, 这与常
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图 9 信源方位估计随信噪比的变化曲线 (L = 1000)

Figure 9 RMS error of DOAs versus the level of SNR
(L = 1000)

图 10 误差参数估计随信噪比的变化曲线 (L = 1000)

Figure 10 Relative error of sensor errors versus the level
of SNR (L = 1000))

表 2 信源时域统计特性未知情况下本文算法的方位估计均方误差及非圆 CRB 随信噪比变化 (L = 1000)

Table 2 The estimation variance of DOAs and the associated CRB for noncircular sources versus the level of SNR in the
absence of time-domain statistical information (L = 1000)

Variance
SNR(dB)

−6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

Source 1
Rθ1 3.816 2.315 1.423 0.883 0.551 0.346 0.217 0.137 0.086

CRBθ1 3.816 2.315 1.423 0.883 0.551 0.346 0.217 0.137 0.086

Source 2
Rθ2 2.061 1.247 0.765 0.474 0.296 0.185 0.116 0.073 0.046

CRBθ2 2.061 1.247 0.765 0.474 0.296 0.185 0.116 0.073 0.046

识以及均方误差表达式 (56) 都是统一的; 信噪比越低, NC-COMET 算法的性能曲线较基于辅助阵元

的最大似然 (ML) 算法的性能曲线差异越大, 说明 NC-COMET 算法对于低信噪比有更强的鲁棒性,

NC-COMET 算法的估计精度优势与其较高的数据利用率也有着密切的关系 (见不等式 (61)); 此外,

对比图 7 和 9 或者图 8 和 10, 不难发现 NC-COMET 算法的估计误差在高信噪比、大快拍点数下, 与

其理论值更加接近, 这是因为一阶误差分析方法在高信噪比和大快拍点数下对精度预测的更加准确.

在上文中提到, 最优权值的协方差匹配估计器可看作是最大似然算法的一种实现, 其估计精度能

够逼近相应的克拉美罗界, 因此在信源时域统计特性未知情况下, 我们将本文算法对方位估计的均方

误差 (理论值) 和非圆信号的克拉美罗界 (见文献 [25]) 进行对比, 结果如表 2 所示, 将本文算法对幅

相误差参数估计的均方误差 (理论值) 和相应的克拉美罗界对比, 结果如表 3 所示. 从以下两表中, 可

以看出本算法对参数估计的均方误差理论值与克拉美罗界是相等的.

6.3 信源时域统计独立特性先验已知

第三组实验主要研究信源时域统计独立特性先验已知的情况, 迭代的初始值也通过基于辅助阵

元的秩减估计器 [5] 获得. 本组实验中, 假设两个独立的最大非圆率信号同时入射, 首先令快拍点数
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表 3 信源时域统计特性未知情况下本文算法的幅相误差参数估计均方误差及非圆 CRB 随信噪比变化 (L = 1000)

Table 3 The estimation variance of sensor errors and the associated CRB for noncircular sources versus the level of SNR
in the absence of time-domain statistical information (L = 1000)

Variance
SNR(dB)

−6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

Source 1
Rτ1 0.0224 0.0136 0.0084 0.0052 0.0032 0.0020 0.0013 0.0008 0.0005

CRBτ1 0.0224 0.0136 0.0084 0.0052 0.0032 0.0020 0.0013 0.0008 0.0005

Source 2
Rτ2 0.0392 0.0237 0.0145 0.0090 0.0056 0.0035 0.0022 0.0014 0.0009

CRBτ2 0.0392 0.0237 0.0145 0.0090 0.0056 0.0035 0.0022 0.0014 0.0009
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图 11 信号 1 的信源方位估计随信噪比的变化曲线

(L = 500)

Figure 11 RMS error of DOA of Source 1 (S1) versus the
level of SNR (L = 500)

图 12 信号 1 的误差参数估计随信噪比的变化曲线

(L = 500)

Figure 12 Relative error of sensor errors of Source 1 (S1)
versus the level of SNR (L = 500)

L = 500, 分别统计本文的 NCI-COMET 算法和 NC-COMET 算法、基于辅助阵元的 COMET 算法的

估计性能随信噪比的变化情况, 并与 NCI-COMET 算法的理论性能进行对比. 信号 1 的信源方位、幅

相误差参数估计结果分别如图 11、图 12 所示, 信号 2 的估计结果如图 13、图 14 所示.

其次, 令快拍点数 L = 1000, 同样对三种算法的估计性能随信噪比的变化进行仿真, 图 15∼18 依
次给出了对两个信号源的估计误差曲线. 从图 11∼18 中我们可以得到以下结论: NCI-COMET 算法的

估计误差实验值和理论值的拟合度较高, 同样信噪比越高, 拟合的程度更好, 尤其在 L = 1000 的条件

下,实验值和理论值曲线基本重合; NCI-COMET算法的方位估计精度、误差参数估计精度均高于 NC-

COMET 算法和 COMET 算法, 尤其是在低信噪比的条件下. 由于 NCI-COMET 算法较 NC-COMET

算法更好地利用了时域统计信息, 较 COMET 算法有效利用了信源的非圆特性, 使得其估计性能比另

外两种算法有明显的提升, 这与我们对三者数据利用率的比较结果也是相一致的 (见不等式 (61)).

由非圆信号模型的 (3) 式给出了非圆率的定义, 它是非圆信号的一个重要参数, 因此我们也通

过实验仿真研究了非圆率对 NCI-COMET 算法的校正精度影响. 固定信噪比为 10 dB, 快拍点数为

L = 500,令两个独立的信号从圆信号过渡为最大非圆率信号 (非圆率从变为 1),作出 NCI-COMET算
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图 13 信号 2 的信源方位估计随信噪比的变化曲线

(L = 500)

Figure 13 RMS error of DOA of Source 2 (S2) versus the
level of SNR (L = 500)

图 14 信号 2 的误差参数估计随信噪比的变化曲线

(L = 500)

Figure 14 Relative error of sensor errors of Source 2 (S2)
versus the level of SNR (L = 500)
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图 15 信号 1 的信源方位估计随信噪比的变化曲线

(L = 1000)

Figure 15 RMS error of DOA of Source 1 (S1) versus the
level of SNR (L = 1000)

图 16 信号 1 的误差参数估计随信噪比的变化曲线

(L = 1000)

Figure 16 Relative error of sensor errors of Source 1 (S1)
versus the level of SNR (L = 1000)

法和 COMET算法对两个信源的估计性能曲线.图 19为信源方位的估计结果,图 20为幅相误差参数

的估计结果. 图 19、图 20 都显示在任一非圆率下, NCI-COMET 算法的估计精度均优于 COMET 算

法, COMET 算法没有利用非圆特性, 因此其估计误差不受非圆率的影响, 然而 NCI-COMET 算法的

校正精度随着非圆率的增大而有所提升, 这是因为非圆率越大, 非圆特性越加突出, 从而更能体现出

NCI-COMET 的性能优势.
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图 17 信号 2 的信源方位估计随信噪比的变化曲线

(L = 1000)

Figure 17 RMS error of DOA of Source 2 (S2) versus the
level of SNR (L = 1000)

图 18 信号 2 的误差参数估计随信噪比的变化曲线

(L = 1000)

Figure 18 Relative error of sensor errors of Source 2 (S2)
versus the level of SNR (L = 1000)
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图 19 信源方位估计随信号非圆率的变化曲线

Figure 19 RMS error of DOAs versus noncircularity rate

图 20 误差参量估计随信号非圆率的变化曲线

Figure 20 Relative error of sensor errors versus noncir-

cularity rate

此外, 从信源时域统计特性未知和信源时域统计独立特性先验已知这两种情况的实验结果, 我们

还能够获知在相同条件下, NCI-COMET算法较 COMET算法的性能提升,比 NC-COMET算法较ML

算法的性能提升更为显著.该实验结果与他们的数据利用率的关系是一致的 (见式 (61)和式 (62)), 由

于 NCI-COMET 算法的数据利用率大约是 COMET 算法的 2 倍, 而 NC-COMET 算法的数据利用率

仅比 ML 算法稍高, 故 NCI-COMET 算法数据利用率的明显增大带来了其估计精度的明显提升.
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7 结论

本文根据协方差匹配估计器的基本思想, 结合非圆信号具有椭圆协方差矩阵不为零的特征, 针对

方位依赖幅相误差的校正问题,考虑到信源时域统计特性未知和时域统计独立特性先验已知两种情况,

提出了一种改进的 COMET 自校正算法: NC-COMET 算法, 并证明了该算法对参数的估计具有统计

一致性. 由于实际中无法避免有限采样的影响, 本文又采用一阶泰勒级数展开的方式, 理论推导了有

限采样影响下该算法对参数估计的均方误差表达式. 另外, 本文给出了关于算法 “数据利用率” 的定

义,分析得到结论:利用时域统计特性的 NCI-COMET算法的数据利用率最大, NC-COMET算法的数

据利用率是 ML算法的一倍多, NCI-COMET算法的数据利用率是 COMET算法的两倍左右, 当入射

信号个数为 1 时, NCI-COMET 算法与 NC-COMET 算法等价.

通过实验仿真对比了信源时域统计特性未知和时域统计独立特性先验已知条件下,本文算法与基

于辅助阵元的方位依赖幅相误差最大似然自校正方法 [12] 在有限采样影响下的估计性能. 大量实验

表明: 在时域统计特性未知情况下, NC-COMET 算法较 ML 算法在低信噪比下具有更强的鲁棒性,

在高信噪比和大快拍个数条件下与理论值拟合度较高; 在信源时域统计独立特性先验已知的情况下,

NCI-COMET 算法较 COMET 算法的校正精度提升明显, 尤其对于大非圆率信号, 并且信源方位的估

计误差以及幅相误差参数的估计误差都与理论值基本重合; 对于独立的非圆信号, 利用时域统计独立

特性的 NCI-COMET算法比 NC-COMET算法的估计性能更优. 上述研究说明,若尽可能地利用信源

的多域特征, 有利于进一步提高算法对阵列误差的校正精度.
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附录 A 式 (15) 的证明

这里只证明第一个表达式, 其他三个同理可证.

将 r 依次分为 M 段, 令 ri ∈ CM×1 表示其第 i 个矢量, 则 rL,i =
1
L

∑L
t=1 x(t)x

∗
i (t), 其中 xi(t) 表示 x(t) 第 i 个

元素. 根据四阶累积量的定义, 可作如下展开:

E
{
rL,ir

H
L,j

}
=

1

L2
E


L∑

t1=1

x(t1)x
∗
i (t1)

L∑
t2=1

xj(t2)x
H(t2)



= rir
H
j +

1

L

(RT
x )ijRx + r̃j r̃

H
i +


Cum

{
x1,x∗

i ,xj ,x
∗
1

}
· · · Cum

{
x1,x∗

i ,xj ,x
∗
M

}
..
.

. . .
..
.

Cum
{
xM ,x∗

i ,xj ,x
∗
1

}
· · · Cum

{
xM ,x∗

i ,xj ,x
∗
M

}

 . (A1)

由于 [R4](k1−1)M+k2,(k3−1)M+k4
= Cum

{
x∗
k1

,xk2
,xk3

,x∗
k4

}
, 因此

Cum {xl,x
∗
i ,xj ,x

∗
k} = Cum {x∗

i ,xl,xj ,x
∗
k} = [R4](i−1)M+l,(j−1)M+k l, k = 1, 2, . . . ,M, (A2)

进一步有

[Cr ](i−1)M+1:iM,(j−1)M+1:jM = E
{√

L(rL,i − ri)
√
L(rL,j − rj)

H
}

=
(
RT

x

)
ij

Rx + r̃j r̃
H
i + [R4](i−1)M+1:iM,(j−1)M+1:jM . (A3)

根据简单的变换推导, 上式就能够推出

Cr = lim
L→∞

E
{√

L(rL − r)
√
L(rL − r)H

}
= RT

x ⊗Rx +K
(
R′

x ⊗R′∗
x

)
+R4. (A4)
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附录 B 式 (18) 的证明

根据矩阵向量化公式 [25]vec[ACD] = (DT ⊗A)vec[C], 可以将 r 和 r̃ 展开为r = vec [Rx] = vec
[
BRsBH + σ2

nIM
]
= (B∗ ⊗B) rs + σ2

nvec [IM ] ,

r̃ = vec [R′
x] = vec

[
BR′

sBT
]
= (B ⊗B) r̃s,

(B1)

继而有 r̃′ = Svec[R′
x] = S (B ⊗B) r̃s = S (B ⊗B) S̃r̃′

s,

r̃′∗ = Svec
[
R′∗

x

]
= S (B∗ ⊗B∗) r̃∗

s = S (B∗ ⊗B∗) S̃r̃′∗
s .

(B2)

因而我们得到 ry 与 Θ2 的关系

ry =


r

r̃′

r̃′∗

 =


B∗ ⊗B 0 0 vec[IM ]

0 S(B ⊗B)S̃ 0 0

0 0 S(B∗ ⊗B∗)S̃ 0



rs

r̃′
s

r̃′∗
s

σ2
n

 = Ψ(Θ1)Θ2. (B3)

附录 C 关于辅助阵元个数的证明

这里针对一般情况 (RxR′
x 没有特殊矩阵形式, 即观测数据构造的方程独立), 分别讨论信源时域统计特性未知和

时域统计独立特性先验已知时本文算法所需辅助阵元个数与基于辅助阵元的最大似然自校正算法 [10] 所需的辅助阵元

个数的大小关系.

首先, 就信源时域统计特性未知的情况, 对 NC-COMET 算法所需辅助阵元个数 PNC−COMET 与未利用非圆特性

的 ML 算法所需辅助阵元个数 PML 进行比较. 由假设 2 中式 (26) 经过化简得到保证 NC-COMET 算法校正成功的辅

助阵元个数满足

2PNC−COMETN > 2N2 + 2MN − 2M2 + 2N −M + 1. (C1)

此外, 为了保证假设条件 1, 也就是确保 b(θn, τn) 的唯一可辨识性, 至少需要 2 个辅助阵元, 则 PNC−COMET 最小

取值为 (PNC−COMET)min = max{⌈ 2N2+2MN−2M2+2N−M+1
2N

⌉, 2}, 符号 ⌈·⌉ 表示向上取整数.

同理, 为使 ML 算法的独立方程个数不小于未知参量维数, 我们得到 ML 算法的辅助阵元个数需要满足的条件:

2PMLN > N2 + 2MN −M2 + 3N + 1, (C2)

则 PML 最小取值为 (PML)min = max{⌈N2+2MN−M2+3N+1
2N

⌉, 2}.
比较 (C1) 与 (C2) 不等式的右边项, 可知

2N2 + 2MN − 2M2 + 2N −M − (N2 + 2MN −M2 + 3N) = (N −M)(N +M + 1) < 0, (C3)

式中, 不等号由 N < M 保证 (若 N > M , 则无法满足校正成功条件). 上式说明 ML 算法对最小辅助阵元个数的要求

高于 NC-COMET 算法, 因此有

NC− COMET. (C4)

其次,比较信源时域统计独立特性先验已知的情况,对 NCI-COMET算法所需辅助阵元个数 PNCI−COMET 与未利

用非圆特性的 COMET算法所需辅助阵元个数 PCOMET 进行比较. 由假设 2中式 (27)经过化简得到保证 NCI-COMET

算法校正成功的辅助阵元个数满足:

2PNCI−COMETN > 4N + 2MN − 2M2 −M + 1, (C5)

则 PNCI−COMET 最小取值为 (PNC−COMET)min = max{⌈ 4N+2MN−2M2−M+1
2N

⌉, 2}. 同理, COMET 算法的辅助阵元个

数条件为

2PCOMETN > 2N + 2MN −M2 + 1. (C6)

则 PCOMET 最小取值为 (PCOMET)min = max{⌈ 2N+2MN−M2+1
2N

⌉, 2}. 比较 (C5), (C6) 两不等式的右边项, 在保证

校正成功的条件下, 有

4N + 2MN − 2M2 −M + 1 < 2N + 2MN −M2 + 1. (C7)

将上式代入 (PNCI−COMET)min, (PCOMET)min 表达式, 得到

(PNCI−COMET)min 6 (PCOMET)min. (C8)
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综上, 证明了本文算法所需的最小辅助阵元个数是小于同情况下基于辅助阵元的最大似然自校正算法 [10] (ML 算

法和 COMET 算法) 所需的最小辅助阵元个数的.

Auto-calibration method based on covariance matching estima-
tion for noncircular sources and its performance analysis
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Abstract An improved direction-finding algorithm for noncircular signals was proposed in the presence of an-

gularly dependent gain and phase errors, which is called NC-COMET based on the fundamental principle of

covariance matching estimation technique (COMET) by using instrumental sensors for achieving autocalibration.

The proposed algorithm is effective in the absence of time-domain statistical information as well as in the pres-

ence of statistical independent information of sources. By applying the data of extended covariance matrix of

noncircular signals, its calibration accuracy is improved significantly compared with conventional maximum like-

lihood algorithm which does not take advantage of noncircular feature, and the minimum number of the needed

instrumental sensors is decreased. The performance study on NC-COMET proved the statistical consistency of

the parameter estimation, and a theoretical derivation for the closed-form expression of the mean square error

(MSE) of NC-COMET estimation was presented under the influence of finite samples by the first-order analysis.

In addition the definition of ”signal utilization rate” was given and the signal utilization rate of NC-COMET

algorithm was certified to be higher than that of the conventional maximum likelihood algorithm by quantita-

tive comparison. The simulation results also showed the performance advantages of NC-COMET algorithm over

conventional maximum likelihood algorithm. The proposed algorithm is more robust with respect to low signal-

to-noise ratio, and its estimation is much more precise in the presence of statistical independent information of

sources or when the sources have larger circularity rate.

Keywords angularly dependent gain and phase errors, COMET, noncircular signal, instrumental sensors, finite

samples, signal utilization rate
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