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摘要　　推广关于由有限重轴旋转对称性导致的自旋宇称效应的纯量子力学理论 ,

建立了源于时间反演对称性的自旋宇称效应.所涉及的量子系统既可以是单自旋

的 ,也可以是多自旋的;所涉及的状态可以是自旋在任意轴上的投影的任意一对具有

反号本征值的本征态;所涉及的自旋可以有任意的量子数.结果还清楚地表明:上述

两种对称性所引起的自旋宇称效应互为补充 ,但并不等价.
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磁性宏观量子隧穿现象是近年来国内外物理学界研究的热点之一[ 1 ～ 3] ,其中所谓的自旋

宇称效应(SPE)又受到特别的关注.1992年 Loss , DiVincenzo和 Grinstein[ 4]以及 Von Delft

和Henley
[ 5]
针对单自旋系统用自旋相干态路径积分(SCSPI)方法证明 ,若系统(其Hamiltonian

为  H)不含时且具有绕某轴(取为 z-轴)的 M 重旋转对称性 ,则当自旋量子数 S 不是M/2的

整倍数时 ,在任何时间间隔 t 内态 S〉与态 -S〉之间的跃迁被冻结:

S ≠0(modM/2) 〈-S |e
-i Ht
|S〉 =0 , (1)

此处 S〉和 -S〉分别是自旋算符  S =( S x ,  S y ,  S z)的 z_分量 S z 的本征值为S 和-S 的本征

态(本文取  =1).命题(1)常被称为 SPE[ 3] .此后又有几位作者[ 6～ 8]研究这个效应 ,并计入

磁场的影响 ,仍然采用 SCSPI 方法进行论述.

SCSPI方法只适用于大自旋极限(S ※∞),但实验中常要处理有限自旋系统 ,例如新近发

现的分子磁体 Mn12Ac
[ 9] ,其磁性即由 S =10的单个自旋决定.此外 ,由多个自旋构成的铁

磁 、亚铁磁和具有表面剩余磁化[ 10]的反铁磁粒子 ,虽然当自旋间的交换作用极强时 ,在低温下

可以近似地视为单个的大自旋 ,但在实际情形中 ,交换作用却是有限的 ,甚至是微弱的.一方

面为了克服命题(1)的上述不足 ,另一方面也是为了更好地理解 SPE ,我们
[ 11]
曾对这种效应提

出一种纯量子力学(PQM)理论 ,对命题(1)做了显著的推广 ,使它既适用于单自旋系统 ,亦适

用于多自旋系统(其中的交换作用不必很强 ,甚至可以不存在);既涉及自旋 z-分量的极端本

征态(如 ±S〉),亦涉及任意本征态;而且自旋量子数可取任意值.因为后文的需要 ,现将我
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们的源于有限重轴旋转对称性的广义 SPE的 PQM理论概述如下.

设不含时的单自旋系统具有绕 z-轴的 M 重旋转对称性 ,于是 Hamiltonian  H ,从而演化

算符 exp(-i Ht), 与自旋-旋转算符 exp -i
2π
M
 S z 对易:

exp(-i Ht)=exp -i
2π
M
 S z exp -i Ht) exp i

2π
M
 Sz , (2)

因而

〈m′|exp(-i Ht)|m〉 =exp i
2π
M
(m -m′)〈m′|exp(-i Ht)|m〉, (3)

式中 m〉和 m′〉分别是  S z 的本征值为m 和m′的本征态(m , m′=-S , -S +1 , …, S).据

此便有

m -m′≠0(modM) 〈m′|exp(-i Ht)|m〉 =0. (4)

令 m =S , m′=-S , 则(4)变为(1),所以后者是前者的特例.对于 N 自旋系统 ,以  Sα=

 S x
α,  S

y
α,  S

z
α 和Sα分别表示第α个自旋(算符)及其量子数;以|mα〉表示 S

z
α的本征值为mα的

本征态(mα=-Sα, -Sα+1 , …, Sα), 则张量积|{mα}〉 ≡|m 1〉|m 2〉…|m N〉构成总自旋

z_分量 ∑α
 S z
α的本征值为 ∑α

mα的本征态 ,于是(4)式可推广为

∑
α
(mα-m′α)≠0(modM) 〈{m′α}|exp(-i Ht)|{mα}〉 =0. (5)

命题(4)和(5)便是以量子力学选择定则出现的源于有限重轴旋转的对称性的广义 SPE[ 11] ,前

者为后者的特例.

本工作主要研究源于时间反演对称性的 SPE.其缘起有二:首先 ,我们
[ 11]
用于导出源于

有限重轴旋转对称性的 SPE的 PQM方法易于推广到现在的情形;其次 ,澄清文献上的一个误

解.不少作者[ 4～ 8]认为当不存在磁场时 ,命题(1)可归结为 Kramers简并 ,但未做论证.这种

说法显然是有问题的.以不含时单自旋系统为例 , Kramers简并是指
[ 12]
:当系统具有时间反

演对称性(磁场不存在仅是条件之一)且自旋量子数为半整数时 ,每个能量本征子空间均是偶

数重简并的.但命题(1)所涉及的 ±S〉态是  Sz 的本征态 ,它们一般不是  H 的本征态.

1　源于时间反演对称性的自旋宇称效应

先考虑不含时的单自旋系统 ,以  T 表示时间反演算符 ,它是一个反幺正算符 ,我们这里只

用其下列性质
[ 12]
:

 T i T -1=-i , 　　　 T S T-1 =- S ,

 T 2=(-1)2S , 　〈ψT|φT〉 =〈φ|ψ〉,
(6)

此处 ψ〉和 φ〉是任意量子态 ,而|ψ
T
〉 = T |ψ〉和|φ

T
〉 = T |φ〉.

设系统具有时间反演对称性 ,即  H 与 T 对易 ,从而由(6)的第 1式 ,得

exp(-i Ht)= Texp(i Ht) T -1 , (7)

因此有

〈m′|exp(-i Ht)|m〉 =〈m′| Texp(i Ht) T-1|m〉. (8)

令

|μ〉 =exp(i Ht) T
-1
|m〉, (9)
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则据(6)式的第 3和 4式 ,可把(8)式改写为

〈m′|exp(-i Ht)|m〉 =(-1)
2S
〈μ| T |m〉. (10)

　　现在我们暂时把各 m〉选成态空间的标准基 ,即它们不仅是  S
z
的本征函数 ,而且满足

 Sz |m〉= m |m〉,

 S±|m〉=[(S  m)(S ±m +1)] 1/2|m ±1〉
(11)

以及正交归一性 ,其中  S ±= S x ±i Sy.据(6)式的第 2式 ,有

 S z T |m〉=-m T |m〉,

 S± T |m〉=-[(S ±m)(S  m +1)] 1/ 2 T |m  1〉,
(12)

此处 ,各  T m〉当然还满足正交归一性.

由于  S
z
的每个本征值均是非简并的 ,故由(11)及(12)式的第 1式知  T m〉=θm -m〉,

此处 θm 是可能依赖于m 的相因子(幺模复数).代之入(12)式的第2式 ,知θm =(-1)
S-mθ,

此处 θ≡θ-S .于是得到

 T |m〉 =(-1)S-mθ|-m〉. (13)

再由(6)式的第 3式 ,知

θ2 =1 , (14)

亦即 θ为 1或-1 ,我们将在第 3节中证明 θ=1.不过 ,若仅从导出 SPE考虑 ,则只用上式就

够了.另一方面 ,由|-m〉 = T
-1
 T |-m〉以及(13)式 ,有

 T -1|m〉 =(-1)-S-mθ|-m〉. (15)

　　由(7)～ (9)式以及(13)～ (15)式 ,得到

〈m′|exp(-i Ht)|m〉 =(-1)2S-m-m′〈-m |exp(-i Ht)|-m′〉, (16)

从而有

〈-m |exp(-i Ht)|m〉 =(-1)
2S
〈-m |exp(-i Ht)|m〉. (17)

　　由(17)式立即得到

S =半整数  〈-m |exp(-i Ht)|m〉 =0. (18)

它容易推广到多自旋系统:

∑
α
Sα=半整数  〈{-mα}|exp(-i Ht)|{mα}〉 =0. (19)

命题(18)和(19)即是源于时间反演对称性的广义 SPE.

现在我们可以放弃 m〉是标准基矢的要求了 ,只要求它是  S z 的本征值为 m 的本征态即

可.这是因为作为  Sz 的任意本征态的 m〉与作为标准基矢的 m〉之间仅差一个复数因子 ,

这不影响(18)式中“  ”右端等式的成立.此外 ,在推导(18)时并未限定自旋量子轴的选择 ,因

此 ,(18)式所涉及的状态可以是  S
x
,  S

y
,  S

z
, 甚至  S

ξ
的任意本征态 ,此外  S

ξ
为 S 在(任意的)

ξ-轴上的投影.以上讨论同样适用于|{mα}〉 =|m 1〉|m 2〉…|m N〉中的|mα〉.

2　两种自旋宇称效应的关系

先考虑单自旋系统.命题(4)涉及的状态是  S z 的任意两个本征态 ,而命题(18)所涉及的

状态是  Sξ( S 在任意轴上的投影)的具有相反本征值的本征态.因此 ,即使系统同时具有绕 z-

轴的有限重旋转对称性和时间反演对称性 ,源于这两种对称性的 SPE一般也是互相独立的 ,
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只能说是互相补充的.

但在 M 为偶数和 S 为半整数的特殊情况 ,由于  S z 的本征值也均为半整数 ,从而 m -

(-m)=2m 为奇数.在这种特殊情况 ,命题(18)才成为(4)的特例.

不过当 M =2时 ,命题(4)的特殊情形 ,即命题(1),倒是可以看成命题(18)的特例.换言

之 ,仅当 M =2时 ,命题(1)才可归结为是时间反演对称性的结果.但正如前文已经论证的 ,

仍不可归结为 Kramers简并.

至此 ,讨论一下当单自旋系统具有绕 z-轴的 2重旋转对称性和/或时间反演对称性时 ,常

见不含时 Hamiltonian的特征 ,是不无意义的.若仅从 Hermite 性出发 ,常见不含时 Hamiltoni-

an是  S 的下列多项式[ 3] :

 H =∑
Q

n=1
∑

p+q+r=n

apqr( S
x)p( S y)q( Sz)r +a

＊
pqr( S

z)r( Sy)q( S x)p , (20)

其中 Q 为正整数 , p , q 和 r 为非负整数 , apqr为不依赖于 t 的系数.

绕 z_轴旋转 π角的操作 ,使  S x , y变为- S x , y ,而 Sz 保持不变.因此 ,系统具有绕 z-轴的 2

重旋转对称性的充要条件是

apqr =(-1)
p+q

apqr , (21)

即(20)式中不包括 p +q=奇数的项.

另一方面 ,由(6)式的第 1 、2式知 ,系统具有时间反演对称性的充要条件为

a
＊
pqr =(-1)

p+q+r
apqr , (22)

即(20)式中的 apqr当p +q+r=偶数时为实数;=奇数时为纯虚数.可见不包括 Zeeman项 ,

因为对应于它 p +q+r =1而系数是实的.

同样 ,对多自旋系统 ,源于两种对称性的 SPE ,一般也是互相独立和互为补充的.

3　一个数学补充:θ=1的证明

现在我们来证明(13)式中的 θ为 1 ,从而(13)式和(15)式可确定地写成

 T |m〉 =(-1)
S-m
|-m〉, 　 T

-1
|m〉 =(-1)

-S-m
|-m〉. (23)

注意这里的|m〉(m =-S , -S +1 , …, S)是满足(11)式和正交归一性的标准基.

最方便的证明方法是采用自旋算符的Schwinger[ 13] Bose 化.设 b 1和 b2是两种 Bose子的

湮灭算符.于是可令

 S += b+1 b2 , 　 S
-= b+2 b1;　 S

z =( b+1 b1 - b
+
2 b2), (24)

而 Bose 子总数被限制为 2S(S 为正的整数或半整数):

 b+1 b1 + b
+
2 b2 =2S . (25)

从上两式及 Bose算符的对易关系 ,容易验证此处定义的  S 满足自旋算符的对易关系 [  S+ ,

 S-] =2 Sz 和[  Sz ,  S ±] =± S± ,以及  S 2 =S(S +1).

以‖0〉表示两种 Bose子的共同真空态( b1 ‖0〉 = b2 ‖0〉 =0), 令

|m〉 =[(S +m)!(S -m)!] -1/2( b+1)
S+m( b+2)

S-m ‖0〉, (26)

m =-S , -S +1 , … , S , 则易于证明它们构成标准基.

相对于以上的标准基 ,时间反演算符可以表示为
[ 12]
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 T =exp(-iπ Sy) K , (27)

其中  K 代表取复共轭的操作 ,  Sy 是 S 的 y -分量:

 Sy =(1/2i)( S+- S-)=(1/2i)( b+1 b2 - b
+
2 b1). (28)

　　显然 ,相对于标准基 ,  S x和 S z(的矩阵表示)是实的 ,而  S y 是纯虚的 ,故有

 K S± K -1 = S±;　 K S z K -1 = S z . (29)

据(24)式与(29)式又得到

 K b±i K
-1 = b±i ;　 K b i K

-1 = b i;　i =1 ,2. (30)

由此知

0 = K b i ‖0〉 = K bi K
-1 K ‖0〉,

从而  K ‖0〉 =C ‖0〉.因  K
2
=1 ,故 C=1 或-1.在后一情形 ,我们重新把 i‖0〉取为两种

Bose 子的新的共同真空态.于是我们有

 K ‖0〉 = ‖0〉. (31)

　　另一方面 ,由(24)式易见

exp(-iπ Sy) b+1 exp(iπ S
y)= b+2 ;　exp(-iπ S

y) b+2 exp(iπ S
y)=- b+1 . (32)

综合(30)～(32)式 ,有

 T b+1  T
-1 = b+2 ;　 T b

+
2  T

-1 =- b+1 (33)

和

 T ‖0〉 = ‖0〉. (34)

　　最后 ,利用(26),(33)和(34)式 ,便得到

 T |m〉 =[ (S +m)!(S -m)!] -1/2( T b+1  T
-1)S+m( T b+2  T

-1)S-m T ‖0〉 =

(-1)S-m [(S -m)!(S +m)!] -1/2( b+1)
S-m( b+2)

S+m ‖0〉,

此即(23)式的第 1式.第 2式则可由|-m〉 = T
-1
 T |-m〉得到.

4　结语

本文在简述用 PQM方法导出的源于有限重轴旋转对称性的广义 SPE(命题(5)及其特例

(4))后 ,用 PQM方法建立了源于时间反演对称性的广义 SPE(命题(19)及其特例(18)),指出

了这两种 SPE一般不互相等价 ,只能互为补充.虽然 ,仅为建立后一种 SPE ,第 3节的数学补

充是不必要的;但不难看出 ,此补充本身仍是有意义的.
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