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摘要 本文旨在介绍反应扩散方程模型在生物学中的应用, 重点考虑空间非均匀环境对种群动力学、

物种进化和疾病传播的影响. 一方面通过建立并分析一系列反应扩散方程模型, 把空间生态学、物种

进化和疾病传播这些方面有机融合起来, 试图了解各种生物过程以及机制. 另一方面通过建立新的数

学模型、提出新的数学问题、发展一些新的数学方法,促进反应扩散方程基础理论的发展.讨论内容包

括非均匀空间中的单个物种数量、非均匀环境对竞争物种的影响、扩散和移流在物种生存和竞争中的

作用、非均匀环境中的物种进化、单个或多个浮游植物的生存和竞争、河流中的物种扩散、非均匀空

间中的疾病传播和变异等问题.
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1 引言

由于生命科学实验技术的快速发展, 大量数据需用数学、统计和计算的方法来模拟和分析, 以求

深刻了解生物过程的实质性机制和原理, 因而, 近 10 年来生物数学发展迅速, 成为应用数学领域较

活跃的研究方向之一. 生物数学的研究通常包括两个方面, 一方面通过建立、分析数学模型去了解和

预测生物过程的机制; 另一方面则是通过这些模型发现新的数学问题、探索新的数学研究方向、发

展新的数学方法. 生物数学的发展所牵涉的数学工具几乎遍布数学的所有分支. 三位享有盛誉的数

学家 Guckenheimer, Laubenbacher 和 Stumfels 在美国数学生物研究所组织举办了题为 Mathematical

Developments Arising from Biology的会议,展示生物数学和动力系统、组合学、微分方程、概率、统计、

拓扑、代数几何等数学分支的紧密关系. 在文献 [1] 中, 世界著名数学家、美国科学院院士 Friedman

教授探讨了生物数学中一些挑战性的问题, 其中提到的一个重要数学工具是偏微分方程. 偏微分方程

是数学领域内最有活力的方向之一, 例如, Perelman 解决 Poincaré 猜测, 用的主要数学工具就是几何

偏微分方程. 著名的 Navier-Stokes 方程, 其适定性问题是克雷研究所 7 大问题之一. 目前, 偏微分方

程的研究由于生物数学的迅猛发展而进入了新的一页.

本文以空间生态学中的一些问题为例, 通过介绍相应的反应扩散方程模型, 来了解和研究物种在

非均匀空间环境中的扩散以及相应的种群动力学. 目前种群动力学研究的一个重要趋势是, 与生物学
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其他方向的深入融合, 如物种进化、疾病传播、细胞生物学、癌症研究、抗药性研究等方面. 本文试

图通过建立和分析一系列反应扩散方程模型, 把空间生态学、空间中的疾病传播、进化博弈理论这些

方面有机融合起来, 探讨在这个方向的进一步研究, 并试图说明对生物学的研究确实会带来一些基本

的并且有趣的数学问题.希望通过本文能吸引青年学者、研究生来参与生物数学这个交叉方向的研究,

也期望抛砖引玉, 能有生物数学和偏微分方程方面的专家学者来更系统、更深入地介绍这个方向的

工作.

2 非均匀环境中的单个种群数量

对于种群来说,其总数量 (total biomass)是一个重要的标志.如果数量过低,面临灭绝的可能性就

会较大, 尤其是遭遇突发的灾难性事件的时候. 如果物种数量过高, 会造成资源短缺, 种群内个体之间

的竞争压力过大, 也有可能会造成种群系统的不稳定. 空间生态学里一个有趣的问题是, 种群的扩散

速度如何影响它的数量? 为说明这个问题, 我们考虑以下模型:
ut = d∆u+ u(m− u), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂u

∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(2.1)

这里 u(x, t) 代表物种在空间位置 x 时间 t 的密度, 故只有非负的函数 u 才有生物意义; d 是物种的扩

散系数, 我们假设 d 是一个正的参数;

∆ =
n∑

i=1

∂2

∂x2i

是 Rn 中的 Laplace 算子, 代表物种个体在空间中的扩散, 这意味着物种在任何方向的转移概率都是

相同的; m(x)是物种的生长率; Ω是 Rn 中的一个有界开区域; ∂Ω是 Ω的光滑边界; 而 ν 是边界上的

单位外法向量; u 的边界条件表明物种不会越过边界, 即该系统是封闭的.

为方便叙述, 除非特别指出, 我们将在本文中假设 m 是二次连续可微的严格正的函数. 在这些条

件下, 可以证明方程 (2.1) 有唯一的二次连续可微的正平衡解 [2], 记为 θ, 即 θ 满足d∆θ + θ(m− θ) = 0, x ∈ Ω,

∂θ

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω.

(2.2)

如果 m 是正常数, 那么对任何扩散系数, 该正解均是同一常数. 如果假设 m 是一个非常数函数, 即物

种的资源分布在空间中是不均匀的, 那么 θ 是关于扩散系数的一个光滑函数, 但不再是一个常数. 一

个自然的问题是, 物种的总数量, 即
∫
Ω
θ(x) dx, 如何依赖于扩散系数 d? 一个很粗略的回答如下:

引理 2.1 [3] 对所有 d > 0,
∫
Ω
θ >

∫
Ω
m 均成立, 且

lim
d→0+

∫
Ω

θ = lim
d→∞

∫
Ω

θ =

∫
Ω

m.

从该结果我们得知, 物种数量是关于扩散系数 d 的一个非单调函数, 且最小值在扩散系数为零或

无穷处达到. 这个结果同时说明, 物种数量的最大值在某个中间值达到. 有例子表明, 物种数量作为扩

散系数 d 的函数, 可以有多个局部最大值 [4].
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美国 Miami大学的生物学家 DeAngelis对这些数学理论结果产生了兴趣. 他和合作者张波、倪维

明等人利用一种植物 (duckweed) 设计了两次实验, 试图来验证这些理论结果 (参见文献 [5]). 在实验

中, 他们用了 5个容器, 容器里装了 duckweed和养料. 第一个实验中每个容器的养料分布都是相同的

(等同于 m(x)是常数的情形), 第二个实验中每个容器的养料分布不相同 (等同于 m(x)是非常数). 他

们在固定的时间段内从每个容器中挪出一部分 duckweed, 各分一半到左右的容器里, 挪出的数量多少

相当于描述了 duckweed扩散系数的大小. 他们的实验结果显示,不管挪出的数量多少 (即不管扩散系

数多少), 在第二个实验中得到的 duckweed 数量总是大于第一次实验得到的数量, 这恰恰与数学理论

结果吻合.对于第二个实验, 他们的结果还表明, 每次挪出数量在 6%–8%时, 最终得到的 duckweed数

量最大, 这点也与模型 (2.2) 的数值模拟结果相似.

从引理 2.1 我们得知, ∫
Ω

θ >

∫
Ω

m,

而且这个下界是最佳的. 倪维明教授对模型 (2.2) 中物种数量的上界做了这么一个有趣的猜测:

猜测 2.1 存在一个只依赖于空间维数 n 的常数 C(n) 使得
∫
Ω
θ/

∫
Ω
m 6 C(n), 且 C(1) = 3.

这个猜测在生物和数学两个方面看来都非常有意思: 如果成立的话, 它将说明物种数量和总资源

的上下比例最多只与空间维数相关. 我们甚至可以对多个物种的模型提出类似的问题, 如捕食和被捕

食者模型. 最近, Bai等人 [6] 证明了 C(1) = 3, 但高维的时候尚不清楚是否存在这样的常数. 倪维明教

授的这个猜测, 与单个物种数量的最优化问题有密切的联系 [7]:

问题 2.1 (最优化问题) 固定 α, κ ∈ (0,∞). 考虑所有满足条件∫
Ω

m = α|Ω|, 0 6 m 6 κ

的可测函数 m(x). 什么样的 m 可以使得
∫
Ω
θ 极大化?

我们猜测答案是 bang-bang 分布, 即

m = κχE ,

这里 χE 是某个可测集 E 的特征函数. 倪维明教授的猜测似与 κ 趋于无穷有关. 从生物学的观点来

看, 我们可以把集合 E 看成是一个保护区, 而条件
∫
Ω
m = α|Ω|意味着总资源是固定的. 也就是说, 在

总资源固定的情形下, 让物种数量最大化的办法是把资源全部放在保护区里, 且在保护区里均匀地分

配资源. 这里一个更具挑战性的问题是如何确定保护区 E, 即使在空间一维的时候该问题似还没有得

到彻底解决.

我们也可考虑相应抛物方程 (2.1)的最优化问题.例如,假设初始值为常数,即每年到达的物种密度

(如到南方过冬的鸟类)在区域里分布是均匀的,一个自然的问题是,如何安排 m(x)使得
∫
Ω
u(x, T ) dx

最大?也就是说,如何分配资源使得鸟群在离开的时候数量能达到最大?前面椭圆方程 (2.2)的最优化

问题等价于 T = ∞. 从物种保护的角度出发, 考虑有限时间 T 可能更具有实际意义.

一个更一般的模型是 
d∆u+ r(x)u

(
1− u

K(x)

)
= 0, x ∈ Ω,

∂u

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω,

(2.3)

这里 r(x)是增长率, K(x)是环境容纳量. 是否可以对 r 和 K 找到一般的充分条件使得物种数量的最

大值在扩散系数的某个中间值达到? 最近, 倪维明教授和他的合作者们首先提出并考虑了这个问题,

得到了很有意义的结果 (参见文献 [8]).
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令人惊奇的是, 单个物种的数量问题与两个竞争物种系统的动态性质有着密切的关系, 这在下面

一节中将谈到.

3 非均匀环境中的竞争物种

空间生态学中的一个重要问题是,空间非均匀环境 (spatially inhomogeneous environment)对物种

入侵和竞争有何影响? 这里空间非均匀环境指的是各种环境条件在空间中的非均匀分布. 例如, 海洋

或湖泊中的浮游植物, 它们所需要的光在垂直方向的强度依赖于深度, 所以是非均匀分布的. 一个新

的物种能成功入侵, 常常是因为它有某种竞争优势. 然而在非均匀环境中, 我们发现即使物种没有明

显的竞争优势, 但如有扩散的帮助, 依然有入侵的可能. 为说明这种现象, 我们先考虑以下古典的 (均

匀环境中的) Lotka-Volterra 竞争模型:

ut = d1∆u+ u(a1 − b1u− c1v), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

ut = d2∆v + v(a2 − b2u− c2v), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂u

∂ν
=
∂u

∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,

(3.1)

这里 u(x, t) 和 v(x, t) 分别代表两个竞争物种在空间位置 x 时间 t 的密度, d1 和 d2 是它们的扩散系

数, a1 和 a2 是两个物种的生长率, b1 和 c2 描述同个物种之间的竞争, 而 b2 和 c1 则描述不同物种之

间的竞争强度. 我们暂假设 di, ai, bi, ci, i = 1, 2 都是正的常数, 即空间环境是均匀的.

关于模型 (3.1), 如果空间环境是均匀的, 且系数满足弱竞争条件

b1
b2
>
a1
a2

>
c1
c2
, (3.2)

则模型 (3.1) 有唯一的正常数平衡解, 记为 (u∗, v∗). 简单的计算表明,

u∗ =
a1c2 − a2c1
b1c2 − b2c1

, v∗ =
a2b1 − a1b2
b1c2 − b2c1

. (3.3)

一个熟知的结果 (参见文献 [9]) 如下:

定理 3.1 假设空间环境是均匀的, 且不等式 (3.2) 成立, 那么 (u∗, v∗) 是全局渐近稳定的, 即对

任何非负、不恒为零的初值, 模型 (3.1) 的解在 C(Ω̄) 中满足

lim
t→∞

u(x, t) = u∗, lim
t→∞

v(x, t) = v∗.

也就是说, 如果空间环境是均匀的, 当两个物种之间的竞争属于弱竞争时, 那么不管初值如何, 两

个物种都可以共存.

一个自然的问题是, 定理 3.1 在非均匀环境中是否依然成立? 很显然, 当 ai, bi 和 ci 不再是常数

时, 由方程 (3.3) 给出的 u∗ 和 v∗ 一般不再是常数, 从而不再是模型 (3.1) 的正平衡解. 但是我们依然

可以问: 如果不等式 (3.2) 在 Ω 上点点成立, 那么模型 (3.1) 是否还是有唯一的正平衡解, 且是全局渐

近稳定的? 让人感到惊讶的是, 即使 (3.2) 在 Ω 上点点成立, 但如果两个物种有适当的扩散系数, 那么

对任何初始条件, 其中一个物种会最终灭绝. 从数学的角度来看, 相应的常微分方程组在空间中任何

一个位置都有一个全局稳定的正平衡解,而相对应的偏微分方程组的全局吸引子则是一个半平凡的平
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衡解, 即其中一个物种密度恒为正, 另一个恒为零. 显而易见, 非均匀环境在这里起到了关键作用. 为

了解这种现象发生的原因, 我们考虑以下简化的竞争模型:

ut = d∆u+ u(m− u− bv), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

vt = D∆v + v(m− cu− v), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,

(3.4)

这里 m(x) 代表两个物种共同的资源, 而弱竞争条件 (3.2) 则等价于 0 < b, c < 1. 如果 m 是正的光滑

函数, 那么对任何 d > 0, (3.4) 有两个半平凡的平衡解, 记为 (u∗, 0) 和 (0, v∗), 这里 u∗ 是模型 (2.2) 的

唯一正解. 我们发现在非均匀环境下, 这些半平凡平衡解的稳定性发生了变化. 例如, (u∗, 0) 的稳定性

是由以下问题的最小特征值 (记为 λ1) 的符号所决定,D∆φ+ (m− cu∗)φ+ λφ = 0, x ∈ Ω,

∂φ

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω.

(3.5)

如果 λ1 > 0, 那么 (u∗, 0) 是稳定的; 如果 λ1 < 0, 那么 (u∗, 0) 是不稳定的. 当 m 为常数的时候, 在弱

竞争的条件下, 对任何的扩散系数 d 和 D, 简单计算表明 λ1 < 0, 即 (u∗, 0) 始终是不稳定的. 当 m 是

非常数的时候, 情形变得复杂而有趣. 首先, 有关特征值的变分原理告诉我们, λ1 关于扩散系数 D 严

格单调上升. 当 D 趋于零的时候, λ1 趋于函数 cu∗ −m 的最小值. 由于 m− u∗ 必须变号, 如果 c < 1

(事实上只需要 c 6 1), cu∗ −m 的最小值必然为负. 这说明当 D 充分小的时候, λ1 为负. 当 D 充分大

的时候, 我们知道

lim
D→∞

λ1 =
1

|Ω|

(
c

∫
Ω

u∗ −
∫
Ω

m

)
.

这说明单个物种的数量
∫
Ω
u∗ 在 (u∗, 0) 的稳定性中将起到重要作用. 如果定义

c∗ = inf
d>0

∫
Ω
m∫

Ω
u∗
,

从第 1节的讨论中我们得知 c∗ ∈ (0, 1),并且不难发现,如果 c < c∗,对任何扩散系数 d和 D, (u∗, 0)是

不稳定的. 有趣的是, 当 c ∈ (c∗, 1) 的时候, 我们能找到某个非空的开集 Σ 使得如果 (d,D) ∈ Σ, 那么

(u∗, 0)是稳定的; 如果 (d,D) ̸∈ Σ̄, 那么 (u∗, 0)是不稳定的. 也就是说, 我们可以把集合 Σ定义为所有

的 (d,D) 使得半平凡解 (u∗, 0) 是线性稳定的 (从而也是局部稳定的). 不难发现, 对任何 c ∈ (c∗, 1), Σ

始终是集合 {(d,D) : 0 < d < D} 的一个子集.

最近, He和 Ni [10]证明了一个令人惊讶的结果:对于一类竞争模型,如果一个半平凡解或正解是局

部稳定的, 那么它一定是全局稳定的. 下面的定理作为他们一般性结果的推论, 彻底解决了文献 [3,11]

里的一个猜测:

定理 3.2 假设 0 < b 6 1, c ∈ (c∗, 1). 如果 (d,D) ∈ Σ,则 (u∗, 0)是全局稳定的; 当 (d,D) ̸∈ Σ̄并

且 d < D, 模型 (3.4) 有唯一的正平衡解, 并且该正解是全局稳定的.

定理 3.2表明,即使物种的竞争系数在空间中任何一处都满足弱竞争条件,对某些扩散系数,其中

一个物种将趋于灭亡. 特别需要指出的是 b = 1, c∗ < c < 1的情形. 当空间环境是均匀的时候 (即m为

常数),那么平衡解 (0,m)是全局稳定的. 也就是说,不管初值如何,物种 u最终将会消失.但是定理 3.2
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说明, 如果空间是非均匀的, 那么对适当的扩散系数, 不管初值如何, 两个物种的命运颠倒了: 物种 v

最终将会消失.

一个有趣的问题是, 当 b = 1 且系数 c 趋近于 1 的时候, 模型 (3.4) 的动态性质会发生什么变化?

答案是下面这样一个结果:

定理 3.3 假设 b = c = 1. 如果 d < D, 则 (0, v∗) 不稳定, 而 (u∗, 0) 是全局稳定的. 反之, 如果

d > D, 那么 (0, v∗) 是全局稳定的.

从数学的角度来看,当系数 c趋近于 1的时候,集合 Σ的边界将趋近于两条直线: d = D 和 d = 0.

或等价地说,集合 Σ本身将趋近于集合 {(d,D) : 0 < d < D}. 这个结果的生物意义是,在非均匀空间环

境中,扩散较慢的物种将会代替扩散较快的物种. 从进化的观点来看,如果我们把物种 u看成是物种 v

的变异, 那么竞争过后我们将观察到的物种只有物种 u, 即新的 “统治者” 的扩散速度变慢了: 通过不

断地变异和竞争, 新物种的扩散速度将变得越来越小. 这个结果首先由 Hastings [12] 发现, 定理 3.3 属

于 Dockery 等人 [13]. 这个结果对时空非均匀环境是不对的, 参见文献 [14].

通过上面这些讨论,读者也许可以感觉到非常系数的偏微分方程模型的动态性质与相应的常系数

模型有着本质的差别: 在非均匀空间环境中, 扩散会有神奇而有趣的作用. 需要指出, 即使针对两个竞

争物种, 仍然有许多问题的答案是未知的, 读者可参见文献 [15–17]. 对一般的资源分布, 模型 (3.1) 的

半平凡平衡解的稳定性是一个复杂的问题.一个遗留的问题是,寻找关于物种资源分布的某些条件,使

得模型 (3.1) 的半平凡平衡解的局部稳定性可以被精确刻画. 答案依赖于如何给出一个充分条件, 使

得单个物种数量作为其扩散系数的函数只有唯一的局部极大值 (从而也是唯一的全局最大值).

在模型 (3.1) 中, 如果 ai, bi 和 ci 都是空间的函数, 同时在每一点满足弱竞争条件, 即

b1(x)

b2(x)
>
a1(x)

a2(x)
>
c1(x)

c2(x)
(3.6)

对所有的 x ∈ Ω̄ 成立, 那么模型 (3.1) 的动态性质将会是如何?

对其他模型,如捕食 -食饵模型,我们也可以探讨类似的问题,如非均匀环境对捕食 -食饵模型的

动态性质有什么影响? 对于竞争模型, 在弱竞争的条件下, 如果一个物种的扩散系数落在适当范围内,

可使得剩余的平均资源是负的 (这与单个物种数量大于资源总量的现象密切相关). 因此, 如果入侵物

种的扩散系数非常大,那么它所能使用的资源分布在空间中近似于一个负数,因而无法入侵.可以利用

类似的思想考虑一般的捕食者模型, 研究空间非均匀性如何影响捕食者与食饵之间的关系. 初步研究

表明, 非均匀空间中的捕食 - 食饵模型比竞争模型复杂, 光了解物种数量与资源总量之间的关系远远

不够, 还牵涉到其他问题, 如单个物种的最大密度对扩散系数的依赖关系.

这些讨论表明, 对非常系数的偏微分方程模型的研究, 不但可能发现新的生物现象, 也会带来新

的、有趣的数学问题. 在下一节, 我们将继续同样的话题, 但会将注意力集中到非均匀空间环境中移流

对物种的影响.

4 非均匀环境中的移流 (advection)

Belgacem 和 Cosner 指出, 在非均匀环境中, 物种的运动除了随机扩散之外, 也应包含移流, 如沿

着食物分布梯度方向的移流. 为此, 他们提出了以下单个物种的动力学模型 [18]:
ut = ∇ · [d∇u− αu∇m] + u(m− u), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂u

∂ν
− αu

∂m

∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

(4.1)
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在该模型里, 物种的流量包含两项: d∇u 和 αu∇m, 其中第二项代表物种沿着食物分布梯度方向的移

流, α 是一个正的参数, 它描述了移流的强度. Belgacem 和 Cosner 的结果以及随后的文献 [19] 表明,

对单个物种来讲, 沿着物种食物分布的梯度方向的移流, 一般将有助于该物种的生存. 特别地, 只要函

数 m 在某个区域内是正的, 如果移流系数足够大的话, 那么物种一定能够生存, 其原因是, 物种可以

利用移流而集中在食物较充足的地方. 这与没有移流的情形较为不同, 那时物种并非能集中在食物较

充足的地方.

一个自然的问题是,沿着食物分布梯度方向的移流是否能给物种带来竞争优势? 为此, Cantrell等

人 [20] 提出了以下包含移流的竞争模型:

ut = ∇ · [d∇u− αu∇m] + u(m− u− v), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

vt = D∆v + v(m− u− v), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

d
∂u

∂ν
− αu

∂m

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω.

(4.2)

Cantrell 等人 [21] 证明了, 如果区域 Ω 是凸集, d = D, 只要移流系数充分小, 那么半平凡平衡解

(u∗, 0) 是全局稳定的. 也就是说, 如果两个物种唯一的差别在于它们的运动中是否包含移流, 那么拥

有少许的移流对物种是有利的. Cantrell等人 [21] 同时也证明了对某些非凸的区域和适当的函数 m(x),

相反的结论成立: 在某些非凸区域里, 少许的移流反而会对物种的竞争不利.

如果物种 u的移流系数很大,那么它是否更有竞争优势? 下面的结果第一眼看来似乎有点出人意

料 (参见文献 [21]):

定理 4.1 假设函数 m ∈ C2(Ω̄),非常数,
∫
Ω
m > 0. 当 α充分大的时候,半平凡平衡解 (u∗, 0)和

(0, v∗) 存在但均不稳定, 同时模型 (4.2) 至少有一个稳定的正平衡解.

定理 4.1 说明, 当物种 u 的移流系数很大的时候, 两个物种将会共存. 这个结论显然不同于移流

系数较小的情形. 为什么大的移流反而没有给物种 u 带来竞争优势呢? 一系列的研究结果表明, 当

物种 u 的移流系数很大的时候, 物种 u 会集中分布在资源函数 m 的某些局部最大值的附近 (参见文

献 [21–25]). 也就是说, 物种 u 只利用了最好的资源, 而物种 v 使用所有可能的资源. 通俗但也许不是

很恰当地说, 富人有富人的活法, 穷人有穷人的办法.

值得指出,模型 (4.2)揭示了两个物种可以使用不同的扩散和移流方式而达到共存的可能,从而为

两个或多个物种的共存提供了一类新的办法. Lou 和 Munther [26] 用类似的思想讨论了三个物种竞争

系统使用不同的扩散和移流方式而达到共存的可能. 当然, 对于三个物种模型的分析远比两个物种的

情形困难, 一个原因是, 两个物种竞争系统属于单调动力系统 [27], 但三个物种竞争系统则不是. 三个

或更多物种的竞争模型一直是困难的、有趣的问题, 不管是常微分方程或偏微分方程模型.

我们前面提到,物种 u只是集中在 m的某些局部最大值附近.文献 [24,25]精确地表明,物种 u集

中的位置, 不但是 m 的局部最大值, 同时也必须是函数 m− v∗ 为正的地方. 我们注意到 m 是物种 u

和 v 的共同资源, 而 m− v∗ 则是在物种 v 达到平衡后, 物种 u 所拥有的真正资源. 文献 [25] 指出, 即

使在 m正的局部最大值附近, m− v∗ 有可能是负的. 也就是说,某些表面布满鲜花的地方对物种 u来

讲, 其实是一个个危险的陷阱. 这提示我们在考虑竞争问题的时候, 不但要看表面的资源, 也要看竞争

对手相互密度分布的情形.

前面的结果说明, 当移流系数 α 充分小的时候, 两个物种无法共存, 移流可以给物种 u 带来竞争

优势; 当移流系数大的时候, 两个物种可以共存. 那么一般移流系数的情形是什么样的? 例如, 假设
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d > D, 让移流系数 α 从零变到无穷, 系统 (4.2) 的全局动态是如何变化的? 当 α = 0 的时候, Dockery

等人 [13] 的结果告诉我们, 半平凡解 (0, v∗) 是全局稳定的. 定理 4.1 则告诉我们, 当 α 充分大的时候,

半平凡平衡解 (u∗, 0) 和 (0, v∗) 都不稳定, 且两个物种可以共存. 一个大胆的猜测是, 存在某个临界值

α∗ > 0 使得当 α < α∗ 的时候, (0, v∗) 是全局稳定的, 而当 α > α∗ 的时候, 系统 (4.2) 有唯一的正平衡

解, 并且是全局稳定的. 可是这个猜测是错误的. 最近, 文献 [28] 表明, 在对区域和 m(x) 作出一定的

假设下, 存在某个函数 f(x) : [0,∞) → [0,∞), f(0) = 0, 0 < f(x) < x, 使得以下三种情形发生:

情形 1 如果 D < f(d),存在某个临界值 α1 > 0使得当 α < α1 的时候, (0, v∗)是稳定的但 (u∗, 0)

是不稳定的; 而 α > α1 的时候, (u∗, 0) 和 (0, v∗) 都是不稳定的, 系统 (4.2) 有正平衡解. 从分歧理论

的观点来看, 有一正平衡解的分支 (记为 Γ1) 在 α = α1 的时候从 (0, v∗) 分叉出来, 且在 α 方向上一

直可延拓到无穷. 目前不清楚的是, 当 α < α1 的时候, (0, v∗) 是否全局稳定; 当 α > α1 的时候, 正平

衡解是否唯一 (如果唯一, 必然是全局稳定的).

情形 2 如果 f(d) < D < d, 存在 3 个临界值 0 < α1 < α2 < α3 使得当 α < α1 的时候,

(0, v∗) 是稳定的但 (u∗, 0) 是不稳定的; 当 α2 < α < α3 的时候, (u∗, 0) 是稳定的但 (0, v∗) 不稳定; 当

α ∈ (α1, α2) ∪ (α3,∞) 的时候, (u∗, 0) 和 (0, v∗) 都不稳定, 系统 (4.2) 有正平衡解. 同样地, 从分歧

的观点来看, 有一正平衡解的分支 (记为 Γ2) 在 α = α1 的时候从 (0, v∗) 分叉出来, 但不同的是, 该

分支在 α 方向上无法延拓到无穷, 而是在 α = α2 的时候和 (u∗, 0) 连接. 有趣的是, 当 α 落在区间

(α2, α3)的时候, (u∗, 0)是稳定的,这说明这个范围的移流强度对物种可以是有利的. 当移流系数为 α3

的时候, 正平衡解的分支 (记为 Γ3) 在 α = α3 的时候从 (u∗, 0) 分叉出来, 且在 α 方向上一直可延拓

到无穷. 我们猜测当 α < α1 的时候, (0, v∗) 全局稳定; 当 α2 < α < α3 的时候, (u∗, 0) 全局稳定; 当

α ∈ (α1, α2) ∪ (α3,∞) 的时候, 系统 (4.2) 有唯一的正平衡解.

情形 3 如果 D > d, 存在某个临界值 α1 > 0 使得当 α < α1 的时候, (u∗, 0) 是稳定的, 而 α > α1

的时候, 系统 (4.2) 有一个正平衡解. 从分歧的观点来看, 有一个正平衡解的分支 (记为 Γ4) 在 α = α1

的时候从 (u∗, 0) 分叉出来, 且在 α 方向上一直可延拓到无穷. 我们猜测当 α < α1 的时候, (u∗, 0) 全

局稳定的, 而 α > α1 的时候, 系统 (4.2) 有唯一的正平衡解.

一个令人好奇的问题是, 当扩散系数 D 增加的时候, Γ1 是如何变成 Γ2 和 Γ3, 最后又变成 Γ4?

Averill 等人的结果表明, Γ1 在 D = f(d) 的时候, 会和半平凡解 (u∗, 0) 在某个 α∗ 相接触, 而一旦

D > f(d), α∗ 会分裂成两个值 α2 和 α3, 即 Γ1 分裂成了 Γ2 和 Γ3. 当 D < d 但趋近于 d 的时候, 曲

线 Γ2 会趋近于 α = 0 而消失, 同时 Γ3 则变为了 Γ4.

我们用上面这么长的篇幅来详细描述系统 (4.2) 动态的变化, 一方面是为了试图说明在多参数的

时候, 还是有办法利用分歧理论的方法来刻画平衡解的结构. 当然, 彻底刻画系统 (4.2) 的全局动态是

困难的, 还有许多未解决的数学问题, 参见文献 [28]. 另外一方面, 我们也试图说明适当的移流可以有

助于物种的竞争. 事实上, 在下一节我们将利用进化博弈理论进一步说明适当的移流可以是一种进化

稳定的策略.

5 非均匀环境中的物种进化: 奇异策略、进化稳定策略

这里采用 Nash 均衡点的观点来考虑物种的进化问题. 为此必须提到 Smith 和 Price 提出的进化

稳定策略 (evolutionarily stable strategy,简称为 ESS):一种策略被认为是进化稳定的,指的是如果原居

民采取了该策略,那么变异者将无法利用别的策略而成功入侵 [29]. 进化稳定策略 (ESS)是一个非常一

般性的概念. 这里试图将它和前面提到的半平凡平衡解的局部稳定性紧密联系起来. 对于模型 (4.2),
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我们想了解的一个问题是, 如果把沿着资源梯度方向的移流系数作为一种策略, 那么什么样的移流系

数将会是进化稳定的? 为回答这个问题, 我们考虑如下模型:

ut = ∇ · [d∇u− αu∇m] + u(m− u− v), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

vt = ∇ · [d∇v − βv∇m] + v(m− u− v), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

d
∂u

∂ν
− αu

∂m

∂ν
= d

∂v

∂ν
− βu

∂m

∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω.

(5.1)

在模型 (5.1) 中, u 和 v 分别是原居民和变异者的密度, 它们之间的唯一差别是移流系数不同. 我们考

虑模型 (5.1) 的半平凡解 (u∗, 0) 的稳定性, 其中 u∗ 是以下单个物种方程的唯一正解,∇ · [d∇u− αu∇m] + u(m− u) = 0, x ∈ Ω,

d
∂u

∂ν
− αu

∂m

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω.

(5.2)

如果 (u∗, 0) 是稳定的, 那么变异者 v 则无法入侵; 如果 (u∗, 0) 是不稳定的, 那么变异者 v 将能入侵.

一个有趣的问题是, 是否存在某个 α∗ > 0 使得只要 α = α∗, β ̸= α∗, 那么 (u∗, 0) 必然是稳定的. 这样

的 α∗, 就是前面提到的进化稳定策略 (ESS).那么如何来寻找这样神奇的策略呢?不难知道, (u∗, 0)的

稳定性是由下面问题的最小特征值 (记为 Λ1) 的符号决定的,∇ · [d∇φ− βφ∇m] + φ(m− u∗) + λφ = 0, x ∈ Ω,

d
∂φ

∂ν
− βφ

∂m

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω.

(5.3)

容易证明 (5.3) 所有的特征值都是实的, 最小特征值 Λ1 是简单的, 其对应的特征函数在区域 Ω 里不

变号. 我们注意到当 α = β 的时候, Λ1 恒为零, 且 u∗ 是相应的特征函数.

可以看出, Λ1 = Λ1(α, β) 是参数 α 和 β 的光滑函数. 当然, Λ1 也依赖于 d, Ω 和 m 等, 但这里主

要强调 Λ1 对 α 和 β 的依赖. 偏微分方程理论告诉我们, 如果 Λ1 > 0, 那么 (u∗, 0) 是稳定的; 反之, 如

果 Λ1 < 0, 那么 (u∗, 0) 是不稳定的. 这说明如果 α∗ 存在的话, 对任何的 β, Λ1(α
∗, β) > 0 必然成立.

因为 Λ1(α
∗, α∗) = 0, 所以, α∗ 是进化稳定的一个必要条件是

∂Λ1

∂β

∣∣∣∣
α=β=α∗

= 0. (5.4)

如果 (5.4) 成立, 一般我们说 α∗ 是一个奇异策略, 即进化稳定策略必然是奇异策略. 关于奇异策略的

存在性, 最近, Lam 和 Lou [30] 证明了如下结果:

定理 5.1 假设 m ∈ C2(Ω̄), m 在 Ω̄ 上是严格正的, 且 maxΩ̄m/minΩ̄m 6 3 + 2
√
2. 对任何

A > 1/minΩ̄m, 如果 d 充分小, 那么在区间 (0, dA) 里有唯一的奇异策略.

当 d 充分小的时候, 如果把条件 maxΩ̄m/minΩ̄m 6 3 + 2
√
2 去掉, 定理 5.1 不再成立. 如果 d 充

分小并且 maxΩ̄m/minΩ̄m 6 3 + 2
√
2 成立, 我们猜测在整个区间 (0,∞) 上有唯一的奇异策略. 对于

一般的 d, 即使是充分大的 d, 我们尚无法证明奇异策略的唯一性. 对一般的 d, 我们猜测任何奇异策

略 α∗ = α∗(d) 都满足以下估计:

min
Ω̄
m <

d

α∗ < max
Ω̄

m. (5.5)

这个估计如果成立, 将说明移流系数作为一种策略比较好的选择是, 与散达成某种平衡的关系. 下面

这个结果表明, 事实确实如此 (参见文献 [30]).
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定理 5.2 假设 m ∈ C2(Ω̄), m 在 Ω̄ 上是严格正的, Ω 是凸的, 且

∥∇(lnm)∥L∞(Ω) 6
α0

diam(Ω)
,

这里 α0是接近于 0.8的一个常数, diam(Ω)是区域 Ω的直径,那么当 d充分小的时候,定理 5.1中的 α∗

是一个局部的进化稳定策略, 即存在充分小的正常数 δ, 使得对所有的 β ∈ (α∗ − δ, α) ∪ (α, α∗ + δ),

Λ1(α
∗, β) > 0 均成立.

近期一些工作也考虑了模型 (5.1) 以及与其相关的一些模型, 例如, 文献 [31] 讨论了在移流环境

中扩散系数的进化问题. 有兴趣的读者可进一步参见文献 [32–39].

我们想进一步知道 α∗ 是否是一个全局的进化稳定策略. 这牵涉到了一个更困难的问题:

Λ1 = Λ1(α, β)

的零点集结构是什么样的? 对本文讨论的偏微分方程模型来讲, 彻底确定特征值 Λ1(α, β) 的零点集

结构尚缺乏好办法. 为此, 下一节将讨论 Λ1 的一些渐近行为, 以便对 Λ1(α, β) 的零点集有进一步的

了解.

6 非均匀环境中的一些特征值问题

上一节讨论了 Λ1 对一些参数的依赖情形, 其中定理 5.1 和 5.2 提供了部分信息. 我们想了解有

关 Λ1 的更多信息, 如 Λ1 = Λ(α, β) 的零点集结构, 以便对扩散和移流的作用有更深刻的理解. 当然,

这种全局性的问题在理论上是非常困难的. 所以, 一方面需要通过数值模拟来进一步了解, 另外也需

要我们去发展一些新的数学理论工具. 例如, 对每个固定的 α, 当 β 充分大的时候, Λ1 的渐近行为是

什么? 为回答这个问题, 我们令 (5.3) 中的 φ := e(β/d)mψ, 那么 ψ 满足以下线性方程:d∆ψ + βV · ∇ψ − c(x)ψ + Λ1ψ = 0, x ∈ Ω,

∇ψ · ν = 0, x ∈ ∂Ω,
(6.1)

其中

V = ∇m, c(x) = u∗(x)−m(x).

我们在文献 [22] 中证明了以下结果:

定理 6.1 假设 V = ∇m, m ∈ C2(Ω̄), 且所有 m 的临界点都是非退化的, 那么,

lim
β→∞

Λ1 = min
x∈M

c(x),

其中M 是函数 m(x) 所有局部最大点的集合.

作为定理 6.1 对 (5.3) 的一个应用, 我们得到

lim
β→∞

Λ1 = min
x∈M

[u∗(x)−m(x)].

通过对 u∗ 的进一步分析, 我们发现, 当 α 较小的时候, minx∈M[u∗(x)−m(x)] 为负, 而当 α 较大的时

候, minx∈M[u∗(x) −m(x)] 为正. 为叙述简单起见, 我们考虑一种特殊的 m(x) 并得到如下结果: 假设

V = ∇m, m ∈ C2(Ω̄), m 只有唯一的局部最大值, 且是非退化的, 落在 Ω 中间. 那么当 α < d/maxΩ̄m
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的时候, 对充分大的 β, Λ1 < 0; 当 α > d/minΩ̄m 的时候, 对充分大的 β, Λ1 > 0. 这个结果告诉我们,

当 β 充分大的时候, Λ1 作为 α 的函数, 它的零点必然落在区间 α ∈ (d/maxΩ̄m, d/minΩ̄m) 内, 与猜

测 (5.5) 吻合.

对一般的向量场 V, 方程 (6.1) 可能有复的特征值, 但一定存在一个主特征值 (仍记为 Λ1) 使得它

是实的、简单的, 而且在所有特征值里有最小的实部. Berestycki 等人 [40] 对不可压缩的向量场证明了

如下结果:

定理 6.2 假设 V ∈ C1, ∇ · V = 0 在 Ω 里成立, V · ν = 0 在 ∂Ω 上成立, 那么,

lim
β→∞

Λ1 = inf
φ∈S

∫
Ω
(d|∇φ|2 + cφ2)∫

Ω
φ2

,

这里

S = {φ ∈ H1 : ∇φ ·V = 0 a.e. x ∈ Ω}.

一个与定理 6.2 相关的问题是, 假设 V ∈ C1, ∇ · V = 0 在 Ω 里成立, V · ν = 0 在 ∂Ω 上成立, 那

么对 α > 0, 主特征值 Λ1 是 α 的单调上升函数吗? 容易证明, Λ1 是 α 的对称函数, 在 α = 0 达到极

小, 在 α = +∞, −∞ 达到极大.

对一般的向量场 V , 由比较原理易知,

min
Ω̄
c 6 Λ1 6 max

Ω̄
c,

故 Λ1 关于扩散和移流系数都是一致有界的. 但是对一般的 V , 并不清楚极限 limβ→∞ Λ1 是否存在.

Chen 和 Lou [41] 讨论了极限 limd→0 Λ1 的存在性, 在 V = ∇m 的情形下得到了部分结果. 当 V 在 Ω

中满足 ∇ · V = 0, 在 ∂Ω 上满足 V · ν = 0 的条件时, 现今对极限 limd→0 Λ1 仍没有好的了解.

7 非均匀环境中的藻类生长、河流中的物种进化、疾病传播

在空间生态学、物种进化、传染病传播等问题的研究中,还会产生许许多多的偏微分方程模型. 这

些模型既有一些本身的特点, 也有不少相通之处. 我们在这里简要描述非均匀环境中的藻类生长、河

流中的物种进化、疾病传播中的一些问题, 希望能引起读者的兴趣.

浮游植物处于地球食物链的最底端, 它的分布密度关系到大气中二氧化碳的含量, 因此对它的研

究一直是生物学家关注的问题. 在对浮游植物的研究中, 一个令人困惑的问题是, 浮游植物的生长需

要光, 但是大部分浮游植物比水重, 所以会沉入湖底或海底, 而湖底或海底的光线强度很弱, 无法满足

生长的需要, 那么, 这些浮游植物是如何生存的呢? 生物学家认为, 湖水或海水中的湍流 (turbulence)

可以使得浮游植物扩散到离湖面或离海面较近的位置,从而得到所需要的光线强度.因此,他们引进了

一系列的反应扩散方程模型, 包括单个浮游植物模型和多个浮游植物竞争模型 [42–44]. 对这些模型的

理论分析,参见文献 [45–52]. 文献 [53]对单个浮游植物模型的研究结论不但印证了以前的数值模拟结

果, 且得到了浮游植物能够生长的充分必要条件, 其中一个条件是浮游植物垂直下沉的速度小于某个

临界值. 单个浮游植物模型有许多简化的假设, 例如, 浮游植物的死亡率是一个常数. 一个有意思的问

题是, 考虑浮游植物的死亡率和空间位置相关的情形, 初步结果表明, 该情形和常数死亡率的情形有

很大不同, 例如, 在适当条件下, 单个浮游植物生长的充分必要条件是它垂直方向下沉速度落在某个

有界区间内, 而不是单单依赖于一个临界值. 在浮游植物的研究中, 两个或多个浮游植物的共存是一
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个重要的问题. 一方面, 实际生活中, 我们常常观察到两个或多个浮游植物可以在湖泊中共存. 另一方

面, 经典的竞争理论告诉我们, 只有竞争能力最强的浮游植物可以存活下来. 这两者之间似乎有矛盾.

原因是经典的竞争理论一般建立在常微分方程模型上, 即假设所有浮游植物的扩散系数都很大, 从而

可以考虑它们在空间中的平均密度. 一个自然的问题是, 如果浮游植物的扩散系数不大, 那么是否能

增加共存的可能? 可以先考虑两种相似的浮游植物, 发现它们可以共存的充分条件. 如果两种浮游植

物除了垂直方向的下沉速度不同外, 所有其他系数都相同, 我们猜测垂直方向下沉速度较小的将获胜.

从进化的观点来看,物种的不断变异会使得占据竞争优势的浮游植物的垂直方向下沉速度变得越来越

小, 即浮游植物的密度和水的密度越来越接近. 也就是说, 在环境允许的情形下, 自然选择可能会对密

度与水接近的浮游植物有利.

无独有偶,生态学家曾为一个类似的问题所困惑: 河流中的物种如何避免被河水冲走而存活下来?

这个问题在河流下游生存环境恶劣的时候尤其突出, 物种如被河水冲到下游, 生存的机会就会大大降

低. Speirs 和 Gourney [54] 认为关键在于物种的扩散, 所以, 他们引进了一个反应扩散方程模型来回答

这个问题. 他们把河流当作一段区间, 并假设河流下端边界条件为零边值. 他们的答案是单个物种能

够生存的充分必要条件是物种的扩散系数必须落在某个区间内: 如果物种的扩散系数太小, 那么物种

就会被河水冲到下游而无法生存; 如果物种扩散系数太大, 由于下游的边界条件为零, 物种同样会趋

于灭亡. Speirs 和 Gourney 模型假设下游端的边界条件为零边值, 近来的系列文献 [55, 56] 将该结果

推广到了一般边界条件, 证明单个物种生存的充分必要条件是河水流速小于某个临界值. 在 Speirs 和

Gourney 模型中, 该临界值是扩散系数的非单调函数, 而在其他一些边界条件下则是扩散系数的单调

递减函数. 这就引出一个自然的进化问题: 对单个物种来说, 是扩散系数大有利, 还是扩散系数小有

利? 这里采用对策论来考虑这个问题, 即把扩散系数看成是一种策略. 文献 [55,57] 证明了对一大类边

值条件 (但不包括零边值条件), 如果两个物种之间的唯一差别是它们的扩散系数, 那么扩散系数大的

物种总是能入侵系数小的物种, 并且将之消灭. 从进化的观点来看, 这种情形下, 物种扩散系数将由于

不断的变异, 会随着时间逐步变大. 对 Speirs 和 Gourney 模型而言, 零边值条件意味着大的扩散系数

对物种不利, 因为大的扩散系数会把更多的个体送到边界而使得物种无法生存. 但是小的扩散系数也

对物种不利, 因为河水会将物种冲到河流的下端, 同样导致物种的死亡. 关于 Speirs 和 Gourney 模型,

我们猜测存在某个扩散系数是进化稳定的 (ESS), 证明该问题里 ESS 的存在性并非是件平凡的事情,

在移流系数较小的时候也许可借用最近在文献 [30, 31] 中发展的一些办法. 关于物种在河流中的生存

和竞争的一些相关文献, 参见文献 [58–63].

非均匀空间环境对疾病传播有什么样的影响?为此我们提出并研究了非均匀空间中的 Susceptible-

Infected-Susceptible (SIS) 各类模型 [64–66], 包括反应扩散方程模型 [65], 其中假设易感者和感染者在空

间中均可自由移动,且感染率和康复率在空间中不是常数. 我们对此模型定义了基本再生数,该定义对

于非均匀空间中种群的意义是比较新颖的,而且与再生矩阵和再生算子理论定义相符 [67–69]. 我们证明

基本再生数不但与易感者的扩散系数无关, 且是感染者扩散系数的单调递减函数, 即感染者减少扩散

会增加基本再生数, 故只限制感染者的活动未必能遏制疾病的传播.我们证明当基本再生数小于 1 时,

无病平衡点是全局渐近稳定的; 当基本再生数大于 1 时, 无病平衡点不稳定, 且存在唯一的地方病平

衡点. 有趣的是, 如果减低易感者扩散系数, 会造成感染者的密度在空间中非常小. 这个结果表明, 如

果环境空间可以化成低危区 (如通过接种疫苗和治疗)、易感者的移动可以被局部限制 (如通过隔离),

则疾病有可能被消除. 现已有很多以此模型为基础的后续研究 (参见文献 [70–73]). 研究空间因素包

括感染率和康复率的空间非均匀性, 对基本再生数的影响是有现实意义的, 近期关于登革热 [69] 的研

究发现, 感染率和康复率在空间上的非均匀性对疾病动力学起着重要的作用, 通过空间平均化得到的
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常微分方程系统可能很大程度地低估疾病的危险. 另外, 空间非均匀性如何影响多种传染病之间的竞

争? 很多疾病都呈现为多样的株型 (如结核病、HIV) 或多样的血清型 (如登革热、流感). 确定在哪些

条件下某个株型 (或血清型)的适应性优于野生型是一个重要的进化问题. Bremermann和 Thieme [74]

指出, 对于一个宿体和不同的病原体 SIR 模型, 除了使基本再生数最优化的病原体, 其他病原体都会

灭绝. 近期有研究指出, 对于一些非自治的多株型模型, 即使感染率和康复率随时间周期变化, 多个株

型也不能共存, 即时间上的非均匀性不一定能引起多个病原体的共存. Tuncer 和 Martcheva [75] 引进

了两个株型的偏微分方程模型, 研究空间上的非均匀性如何影响多个病原体的竞争和共存, 关心的问

题是什么时候会发生竞争排斥? 竞争最终结果怎样依赖于每个株型各自的基本再生数? 如果两个株

型的感染率和康复率相同, 但移动速率不同, 我们猜测, 若株型 1 的扩散系数小于株型 2 的扩散系数,

则株型 1 将致使株型 2 灭绝. 如果两个株型的移动速率和康复率相同, 但康复率不同, 我们猜测如果

株型 1康复率的空间变化程度大于株型 2康复率的空间变化程度,则株型 1将致使株型 2灭绝. 也就

是说, 空间变化的康复率较大的株型最终会被选择.

8 结束语

本文试图通过对空间生态学、物种进化、疾病传播等方面的一些反应扩散方程模型的介绍, 进一

步探索各种生物过程以及机制, 同时也提出一些基本并且有趣的数学问题、发展一些新的数学方法,

如特征值渐近理论和空间相关的进化稳定策略理论. 特别希望青年学生能从中受到一些启发, 来参与

生物数学这个交叉方向的研究, 更希望他们能独立思考, 青出于蓝而胜于蓝, 逐步培养提出问题、解决

问题的能力. 生物数学的发展非常迅速, 所牵涉的数学工具也遍及数学的各个分支, 我们希望能抛砖

引玉, 期待着生物数学和偏微分方程方面的专家们来更完整、更全面地介绍这个领域的工作.

致谢 感谢两位审稿人、林经洋博士和崔仁浩博士提出的宝贵建议和帮助.
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Some reaction diffusion models in spatial ecology

LOU Yuan

Abstract The goal of this survey is to introduce applications of reaction diffusion equations in biology, focusing

on the effect of environmental spatial heterogeneity on population dynamics, evolution, and disease spread. On

one hand we develop and analyze a series of reaction diffusion models which integrate spatial ecology, evolution

and disease spread, hoping to understand the underlying biological processes and mechanisms. On the other

hand we propose new mathematical models, raise new mathematical questions, develop some new mathematical

techniques, and hope to stimulate further research in theories of reaction diffusion equations. The topics covered

include total biomass of a single population in heterogeneous habitat, effect of spatial heterogeneity on competing

species, role of diffusion and advection in persistence and competition of populations, evolution of population in

heterogeneous environment, persistence and competition of single or multiple phytoplankton species, transport of

organisms in rivers, and spatial spread and evolution of disease in heterogeneous environment.
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