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摘要    近年来, 分数阶 Fourier 变换在光学、信号处理等领

域得到越来越广泛的应用, 离散化成为其得以应用的关键. 由
于分数阶 Fourier 变换的离散算法不像离散 Fourier 变换那样可

以简单地通过在时域和分数阶 Fourier 域直接离散化采样得到, 
因此分数阶 Fourier 变换的离散算法成为近年来的研究重点. 
根据分数阶 Fourier 变换离散化的发展历史, 对其重要研究进

展和现状进行了系统归纳和简要评述, 包括: 分数阶 Fourier
域采样和重构; 离散时间分数阶 Fourier 变换和分数阶 Fourier
级数; 离散分数阶 Fourier 变换(包括目前 3 种主要类型: 线性

加权型、采样型和特征分解型); 以及和分数阶 Fourier 变换紧

密相关的其他离散分数阶酉变换; 并指出了应用背景和发展

方向. 有助于读者全面了解分数阶 Fourier 变换离散计算, 进
一步促进其工程应用.  
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近年来, 分数阶Fourier变换因其在光学、量子力学、模式识别、时频分析、信号处理等领

域的广泛应用得到了越来越多的关注 [1~8]. 分数阶Fourier变换可以看作是时频平面的旋转, 并且

同其他时频分布具有密切的联系, 这为分数阶Fourier变换理解为一种统一的时频变换奠定了理

论基础 [9~14]. 分数阶Fourier变换是传统Fourier变换的推广, 其很多性质都可以看作是Fourier变
换的一般化; 一些常见的性质, 比如分数阶Fourier域上的卷积和乘积定理、采样定理等都已经得

到 [15~28]. 
信号 ( )x t 的 a 阶连续分数阶Fourier变换线性积分形式定义为 [1,2] 

 ( ) [ ( )]( ) ( , ) ( )d ,a
aX u F x t u K u t x t tα
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其中积分核为: 
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其中 / 2aα = π 被看作时频平面旋转的角度, (1 jcot ) / 2 ,Aα α= − π  aF 表示分数阶 Fourier 变换

算子, 因此 a 阶分数阶 Fourier 变换有时也称为α 角度分数阶 Fourier 变换. 
为了在信号处理领域更好地应用分数阶Fourier变换, 就必须研究分数阶Fourier变换的离散

化问题, 包括采样定理和离散化计算. 我们知道, 采样定理是联系连续时间信号和离散时间信

号的桥梁. 在传统的基于Fourier变换的信号分析中, 采样定理为连续时间信号的离散化处理以

及离散Fourier变换(DFT)的定义奠定了基础. 相应地, Xia[18]首先研究了分数阶Fourier域带限信

号的性质. Xia证明了, 对于一个非零信号 ( )x t , 如果其在某个分数阶Fourier域带限, 那么该信号

不可能会在另一个分数阶Fourier域带限. 在此基础上, 研究人员从不同角度将传统的Fourier域
采样定理推广到分数阶Fourier域 . 基于分数阶Fourier变换的采样理论表明 , 在满足分数阶

Fourier域采样定理的条件下, 信号在某个分数阶Fourier域的表示, 可以从另一个分数阶Fourier
域的采样完全重建. 

传统Fourier域采样定理在给出离散采样信号频谱和连续时间信号频谱关系的同时, 也给出

了离散时间Fourier变换(DTFT)的定义. 在传统的基于Fourier变换的分析中, 针对不同的信号类

型, 定义了不同的Fourier变换形式. 自然地, 我们希望对不同类型的信号, 也定义不同的分数阶

Fourier变换形式. 文献 [15]研究了对于哪些类型的信号可以定义相应的分数阶Fourier变换形式. 
在此基础上, 研究人员定义了离散时间分数阶Fourier变换(DTFRFT)和分数阶Fourier级数(FRFS), 
这为离散时间信号的分数阶Fourier域分析和处理, 以及离散分数阶Fourier变换(DFRFT)的定义

奠定了基础.  
在上述分数阶Fourier域采样定理和DTFRFT定义的基础上, 一种直接获得时域和分数阶

Fourier域都离散的分数阶Fourier变换形式—DFRFT的方法是: 对分数阶Fourier域也进行直接

采样. Ozaktas在 1996 年给出了一种基于采样的DFRFT快速计算方法 [25]. 其后Pei提出了另一种

基于采样的DFRFT定义和快速计算方法, 通过对时域和分数阶Fourier域进行合适间隔的采样, 
得到的DFRFT定义具有闭合形式, 且可以利用FFT进行快速计算, 缺点是不具有连续分数阶

Fourier变换最独特的性质—旋转相加性. 与此同时, Pei也首先提出利用分数阶Fourier变换的

特征分解去定义DFRFT的方法, 通过这种方法定义的DFRFT会满足旋转相加性. 从此, 从特征

分解的角度定义DFRFT引起了研究人员的重视, 并应用于定义其他的分数阶变换.  
本文对分数阶 Fourier 变换离散化算法的重要研究进展和现状进行了系统归纳和简要评述, 

分为 4 个部分, 组织如下: 第 1 部分给出了基于分数阶 Fourier 变换的采样和重构; 第 2 部分给

出了离散时间分数阶 Fourier 变换和分数阶 Fourier 级数的定义; 第 3 部分研究了离散分数阶

Fourier变换, 包括目前DFRFT的 3 种主要型式, 1) 线性加权型DFRFT, 2) 采样型DFRFT, 3) 特
征分解型 DFRFT, 并且对各种类型的 DFRFT 做了详尽的比较, 并指出其相应的应用背景; 第 4
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部分介绍了通过特征分解方法定义的其他分数阶变换; 最后总结了全文, 并指出了未来的分数

阶 Fourier 变换离散化的研究方向. 

1  分数阶 Fourier 域采样定理 
Xia首先研究了分数阶Fourier域带限信号的性质 [18]. 给出分数阶Fourier域带限信号的定义: 

如果一个信号的分数阶Fourier变换具有有限支撑, 称该信号为分数阶Fourier域带限信号, 也就

是如果信号 ( )x t 满足 ( ) 0X uα = , 当 u Uα> 时, 称 ( )x t 为α 角度分数阶Fourier域Uα 带限信号

(注意, 在本节中, 当同时需要表示多个不同角度分数阶Fourier域时, 使用不同的角度下标以区

分不同的分数阶Fourier域). 根据这个定义, Xia证明了: 如果一个非 0 信号 ( )x t 在α 角度分数阶

Fourier域是带限的, 那么该信号不可能同时还在 β 角度分数阶Fourier域是带限的, 其中 β ≠  

nα± + π , n 为任意整数 [18]. 这是传统Fourier域理论的广义形式: 一个非0信号不可能同时在时域

和频域带限.  
设 ( )x t 为α 角度分数阶Fourier域Uα 带限信号, 根据分数阶Fourier逆变换公式, 并考虑尺度

因子 cscα , 可以得到分数阶Fourier域带限信号插值公式 [18] 

 

222 sinj cotj cot 22 sin( ) e e
mt

U

m
x t x m

U
α

α αα

α

α
⎛ ⎞π

∞ ⎜ ⎟−
⎝ ⎠

=−∞

⎛ ⎞π
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ sinsinc ( csc )U t m

Uα
α

αα
⎡ ⎤⎛ ⎞π

−⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

. (3) 

类似地, 可以得到时域带限信号 ( ) 0x t = , 当 t T> 时的插值公式 

 

222 sinj cotj cot 22 sin sin( ) e e sinc csc .
mu

T

m
X u X m T u m

T T

α α αα
α α α α

α αα
π⎛ ⎞∞ − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

=−∞

π ⎡ π ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  (4) 

(3)和(4)式表示分数阶 Fourier 域带限和时域带限信号可以从时域采样和分数阶 Fourier 域采样完

全重构.  
因为时域和频域都可以看作 0α = 和 / 2α = π 角度的分数阶Fourier域, 因此上面两式可以写

成统一的形式. 也就是说, 对于α 角度分数阶Fourier域Uα 带限信号, 可以用 β 角度分数阶

Fourier域的采样重构该信号. 利用分数阶Fourier变换的旋转相加性, α 角度分数阶Fourier域Uα

带限信号在 β 角度分数阶Fourier域的表示可以看作是 ( )α β− 角度分数阶Fourier域Uα 带限信号, 

因此可以得到 [18] 
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(5)

 

从上式可以看出, 当 0β = 时, (5)式退化为(3)式; 当 0α = 时, (5)式退化为(4)式. 对(5)式两边做

角度为 ( )γ β− 的分数阶 Fourier 变换, 可以得到更广义的重构公式: 
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上式表明, 对于一个α 角度分数阶 Fourier 域带限信号, 其在 γ 角度分数阶 Fourier 域的表示可以

通过 β 角度分数阶 Fourier 域的采样实现完全重构. 当 γ β= 时, (6)式退化为(5)式.  

Zayed把分数阶Fourier变换看作传统Fourier变换的一种变化形式, 也同样得到了基于分数

阶Fourier变换的采样和插值理论 [6]. 类似地, Candan采用更直接的推导方法得到了基于分数阶

Fourier变换和其他酉变换的采样和插值理论 [29]. 他们把分数阶Fourier变换表示成一种Fourier变

换的变化形式, 通过定义中间函数
2j( / 2)cot( ) ( ) e tv t x t α= , 得到前面所推导的广义插值公式. 

对于分数阶Fourier域支撑区间 0 0,U U U Uα α α α⎡ ⎤− +⎣ ⎦ 的带通信号, 也就是信号 ( )x t 的分数阶

Fourier变换满足 ( ) 0X uα = , 当 0u U Uα α− > 时, (3)式将变成 [30] 

2 022 sin sinj cot jj cot 2 sin2 sin sin( ) e e sinc ( csc ) e .
Umt t m

U U
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U U
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α α
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π
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=−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π
= − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ (7) 

同样地, (4)~(6)式也可以类似地扩展到分数阶 Fourier 域带通信号上.  
上面所得到的基于分数阶Fourier变换的采样理论并没有对采样信号限制任何条件, 所以信

号只能以满足Nyquist采样速率的采样进行重建. 我们知道如果信号是实的带限信号, 那么分别

对原始信号和它的Hilbert变换以 1/2 Nyquist采样速率采样, 就可以用这些采样点来完全重构原

始信号. 根据Fourier变换和分数阶Fourier变换的关系 [6], 可以推广到分数阶Fourier域. Zayed推
导出了针对分数阶Fourier域带限实信号的插值公式 [30]: 
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(8)

 

其中 ( )x t 为实信号, ( )x t 为信号 ( )x t 的 Hilbert 变换. 

Sharma研究了分数阶Fourier域带限的周期信号特征: 分数阶Fourier域带限的周期信号可以

唯一地由信号在时域的有限个采样点实现重构; 并且还给出了传统Fourier域带限周期信号和分

数阶Fourier域带限周期信号的关系 [31]. Sharma还给出了当信号是α 角度分数阶Fourier域带限信

号时, 信号在时域的表示可以直接从 ( / 2)α − π 角度分数阶域获得 [32]. 这些结论都可以看作(6)式

的特例. 
上面讨论的插值公式是从分数阶Fourier变换和Fourier变换的关系导出的, 没有表示出离散
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采样信号在分数阶Fourier域的特征. Torres和张卫强分别推导了分数阶Fourier域带限信号理想采

样的分数阶Fourier谱的表达形式 [33,34]. 假设 ( )x t 为α 角度分数阶Fourier域带限信号, 其支撑区

为 [ ],U Uα α− . 根据分数阶Fourier变换和Fourier变换的关系 [6], 定义 ( )X uα 为 ( )x t 的分数阶

Fourier变换 ( )X uα 带相移的周期复制, 也称为chirp-周期复制 [19]: 

 
2 2( )j cot j cot

2 2( ) e ( ) e ,
u u nB

n
X u X u nB

α α
α α

−∞− −

=−∞

= −∑  (9) 

其中 2B Uα= 为分数阶 Fourier 域带宽. 根据分数阶 Fourier 变换的定义, 可以得到 
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(10)

 

其中 sin /sT Bα= 为采样间隔. 

上式表示了分数阶 Fourier 域带限信号理想采样的分数阶 Fourier 谱的形式, 同时也是传统

Fourier 域相应结论的广义形式. 从(10)式可以清楚地看出采样信号的分数阶 Fourier 谱的形式. 
因此可以得到分数阶 Fourier 域采样定理. 

设 ( )x t 为α 角度分数阶 Fourier 域带限信号, 也就是 ( ) 0X uα α = , 当 u Uα α> 时, 如果时域

采样间隔满足 sin /sT Bα≤ , 那么 ( )x t 可以完全由其采样 ( )sx mT 唯一确定, 其中 2B Uα= . 

因为当 [ / 2, / 2]u B B∈ − 时, ( ) ( )X u X uα α= , 所以(10)式从分数阶Fourier谱的关系角度提供

了基于分数阶Fourier变换的插值公式 [33,34]. 另一方面(10)式也给出了一种DTFRFT的定义, 下一

节会有详细介绍. 

2  离散时间分数阶 Fourier 变换和分数阶 Fourier 级数 
在传统的基于Fourier变换分析中, 针对信号在时域表示是否为连续和周期的, 存在 4 种不

同形式的Fourier变换对: Fourier变换、Fourier级数(FS)、离散时间Fourier变换(DTFT)和离散

Fourier变换(DFT). 自然地, 我们会问这样的问题: 对于分数阶Fourier变换, 是否也存在类似的 4
种形式. Cariolaro根据信号在时域和Fourier域上的表示是否是相同的, 对这个问题进行了解 答
[15]. 

对于 4 种类型Fourier变换对, 信号类型分别为: 1) 连续时间非周期信号; 2) 连续时间周期

信号; 3) 离散时间非周期信号; 4) 离散时间周期信号. 在每一种情况中, 均要考虑信号的表示

是否为连续的, 是否为周期性. 考察以上 4 种类型的Fourier变换, 可以看出只有 1) 连续时间非

周期信号和 4) 离散时间周期信号, 它们在Fourier域的表示依然还是连续非周期和离散周期函数, 
也就是说, 第 1)和 4)类信号在时域和Fourier域上的表示是相同的. 因为时域和Fourier域是 0α =

和 / 2α = π 角度的分数阶Fourier域, 因此分数阶Fourier变换只能对在时域和Fourier域具有相同

表示形式的信号存在定义 [15]. 在每一类可以定义分数阶Fourier变换的信号类型上, 信号在时域
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和分数阶Fourier域的表示需要具有相同表示形式, 这也是分数阶Fourier变换旋转相加性的要求. 
因为旋转相加性要求可以对信号做α 角度分数阶Fourier变换结果再做 β 角度的分数阶Fourier变

换, 这就要求信号在各个角度分数阶Fourier域具有相同的形式, 否则连续地做分数阶Fourier变
换就没有意义. 

尽管不存在严格意义(满足旋转相加性)的DTFRFT和FRFS, 但是在一些特殊的应用场合下, 
依然可以定义其表示形式. Kraniauskas和Cariolaro把分数阶Fourier变换看成Fourier变换的变化形

式, 也就是说, 根据分数阶Fourier变换的定义, 信号的分数阶Fourier变换可以看作信号首先被一

个chirp信号调制, 然后做Fourier变换, 再经过尺度化和被第 2 个chirp信号调制. 这其中, Fourier
变换操作被认为是在分数阶Fourier变换中最重要的步骤, 因此可以根据分数阶Fourier变换中

Fourier变换的形式得到相应的DTFRFT和FRFS的定义. 其中FRFS被定义为 [14,19] 

 
2 2

0
0

( )j cot j( ) csc
2

0( ) ( ) e ,
t nu nu t

n
x t X nu

α α
α

+∞ − +

=−∞

= ∑  (11) 

 
2 2

0
0

( )j cot j( ) csc
2

0 0
( ) ( ) e d ,P

t nu nu tT
X nu x t t

α α
α

+
−

= ∫  (12) 

其中 ( )x t 满足  

 

2 2( )
j cot j cot

2 2( ) e ( )e ,
pt T t

px t T x t
α α

−

− =  (13) 

称为α 角度 chirp-周期性, 其中 0 2 /( csc )pu T α= π , pT 为 chirp 周期大小. 

相应地, DTFRFT被定义为 [14,19] 

 
2 2( )j cot j( ) csc

2( ) ( ) e ,
u nT nT u

n
X u x nT

α α
α

+∞ − +

=−∞

= ∑  (14) 

 
2 2( )2 sin j cot j( ) csc

2
0

( ) ( ) e d ,
u nT nT u

Tx nT X u u
α α α

α

+π −
= ∫  (15) 

其中T 是采样间隔, 并且 ( )X uα 满足 α− 角度 chirp-周期性: 

 

2 21 2 sinj cot j cot2 22 sin e ( ) e .
uu

TX u X u
T

α α α
α α

α
π⎛ ⎞− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠π⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (16) 

从上式可以看出, 这种 DTFRFT 定义是直接从信号理想采样的分数阶 Fourier 变换得到 

 ( ) ( ) ( ) ,
n

X u F x t t nTα
α δ

∞

=−∞

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (17) 

这和(10)式是一样的 [33]. 类似地, (9)式所表示的插值公式也可以看作是DTFRFT的广义形式. 
Pei提出了针对有限长信号的FRFS[35]. 类似在传统FS定义中, 冲击函数 0( )u nuδ − 被看作分

数阶Fourier域的基, 并用来寻找FRFS在时域的基函数. 对 0( )u nuδ − 做α 角度逆分数阶Fourier

变换, 并考虑正交性条件, 可以得到α 角度FRFS时域的正交基函数: 
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2 2

0
0

( )j cot j( ) csc
2

,
sin jcos( ) e ,

t nu nu t
n t

T
α α

α
α αφ

+
− ++

=  (18) 

其中 0 2 /( csc )u T α= π , T 为有限长信号的时间长度. 

利用(18)式, FRFS 可以写做 

 , ,( ) ( ).n n
n

x t C tα αφ
∞

=−∞
= ∑  (19) 

FRFS 序列展开系数 ,nCα 可以从信号 ( )x t 的分数阶 Fourier 变换采样获得: 

 ,
2 sin 2 sin .nC X n

T Tα α
α απ π⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (20) 

相应地, DTFRFT可以利用FRFS的对偶性获得, 也就是把时域的离散采样看作 / 2α = π 角度

FRFS展开系数. 因此离散时间信号 ( )x nT 的DTFRFT可以通过对 / 2 ( )X u−π 求 ( )απ/2 + 角度的

FRFS系数获得 [35]. 因为这种DTFRFT是从FRFS推导得到, 因此这种类型的DTFRFT在分数阶

Fourier域是离散的, 这种定义和Cariolaro在文献 [14]和 [19]中定义的DTFRFT是不一样的. 
从这种FRFS的定义可以看出, 对chirp信号做匹配角度的FRFS只会在 2 /( csc )T απ 的整数倍

处存在冲击. 因为并不是所有chirp信号都会在 2 /( csc )T απ 的整数倍处存在冲击 [35], 所以这对于

有限长chirp信号是不合适的. 文献 [36]定义了一种基于(18)式的任意偏移FRFS, 这样FRFS的
chirp基就不止是在 2 /( csc )T απ 的整数倍处存在冲击, 这非常利于有限长chirp信号的检测和参

数估计. 
Kraniauskas和Cariolaro定义的DTFRFT就是信号 ( )x t 理想采样的分数阶Fourier变换 [14,19]. 根

据分数阶Fourier变换旋转相加性, 信号 ( )x t 采样序列的α 角度DTFRFT等于周期函数 / 2 ( )X ωπ

的 / 2α − π 角度分数阶Fourier变换. 因此, Alieva根据周期函数的分数阶Fourier变换的性质, 分析

了小角度下DTFRFT的振荡特性 [37].  

3  离散分数阶 Fourier 变换 
类似 DFT 在传统的 Fourier 分析中的作用和地位一样, DFRFT 在基于分数阶 Fourier 变换的

应用中起着非常重要的作用. 在分数阶 Fourier 变换被定义后, 许多研究人员定义和研究了

DFRFT. 到目前为止, 已经出现了几种关于 DFRFT 的定义. 
A) 线性加权型 DFRFT 

一种最初定义 DFRFT 的想法是在时域和分数阶 Fourier 域直接离散化. 通过把连续分数阶

Fourier 变换中的变量 t 和u 换成变量 n 和 k 得到相应的 DFRFT. 因为离散化的网格 ( , )n k 不允许

含有非整数的变量, 也就是说对于离散化的网格 ( , )n k 不满足旋转操作, 所以这种直接离散化的

方法不能产生一个离散化的旋转算子, 因此这种定义 DFRFT 的方法不会满足旋转相加性. 可以

考虑从 DFT 矩阵的分数阶幂入手, 去推导分数阶 Fourier 变换的离散化形式. 当然, 由于这种离

散化分数阶 Fourier 变换的方法只是从 DFT 矩阵的分数阶幂入手, 而并没有考虑同连续分数阶

Fourier 变换的关系, 因此通过这种方法得到 DFRFT 虽然满足旋转相加性, 但是得到的离散变换
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结果和分数阶 Fourier 变换结果差别可能会很大. 

Dickinson和Santhanam通过直接取DFT矩阵F的a阶幂得到DFRFT矩阵 aF [38~40] 

 
3

0
( ) ,a i

i
i

F a Fα
=

= ∑  (21) 

其中 F 为 DFT 矩阵, ( )i aα 为加权系数, 由下式给出: 

 

j2
0

j2
1

j2
2

j2
3

1( ) (1 e )cos(2 ),
2
1( ) (1 je )sin(2 ),
2
1( ) (e 1)cos(2 ),
2
1( ) ( 1 je )sin(2 ).
2

d

a

a

a

a a

a a

a a

a a

α

α

α

α

π

π

π

π

⎧ = + π⎪
⎪
⎪ = − π⎪
⎨
⎪ = − π
⎪
⎪
⎪ = − − π
⎩

 (22) 

定义了 DFRFT 矩阵之后, 离散时间信号 x 的 a 阶 DFRFT 表示为 

 .aFα =X x  (23) 

从(21)式我们可以看出, 这种类型的DFRFT定义为单位矩阵、DFT矩阵、翻转矩阵, 以及

IDFT矩阵的线性加权组合. 这种定义的DFRFT核矩阵满足旋转相加性; 同时由于表示为DFT矩
阵的线性加权, 所以也具有快速算法. 然而, 这种类型DFRFT的主要问题是: 其变换结果并不匹

配本文所定义的分数阶Fourier变换结果, 也就是说, 其变换结果和分数阶Fourier变换结果不具

有相似性. 而离散变换是否具有和连续变换相似的变换结果是一个离散变换可以称为连续变换

的离散形式的一个基本条件. Cariolaro把这种DFRFT称为加权分数阶Fourier变换的离散形式, 并
在文献 [15]和 [41]中详细地讨论了加权分数阶Fourier变换和本文所定义的分数阶Fourier变换的

关系. 关于这种线性加权型DFRFT与本文的分数阶Fourier变换的不一致性的讨论可以参考文献

[25]. 
B) 采样型 DFRFT 

另一个直接并且简单定义DFRFT的方法是, 直接采样连续分数阶Fourier变换核来得到

DFRFT核矩阵. 对于这种类型的DFRFT, 考虑的主要是数值计算分数阶Fourier变换. 由于这时

感兴趣的只是计算连续分数阶Fourier变换的方法, 所以要求这种DFRFT要近似连续分数阶

Fourier变换, 同时希望所定义的DFRFT具有快速算法. 至于旋转相加性, 在这里没有用到, 所以

可以不满足. Kraniauskas等通过在时域和分数阶Fourier域直接采样得到DFRFT定义为 [14,19]: 

 
22 1 21 1 j ( ) cot jj ( ) cot 22

0
( ) e ( ) e ,

N nT nkkF N

n
X kF A x nT

αα
α α

π⎛ ⎞− − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= ∑  (24) 

其中 T 为时域采样间隔, 2 /( csc )F NT α= π 是分数阶 Fourier 域采样间隔. 

Ozaktas推导了两种高效并且精确计算分数阶Fourier变换的方法 [25]. 这种算法把时域原始

函数的N个采样点映射为分数阶Fourier域的N个采样点 , 并且这种算法的计算复杂度为

( log )O N N . 在使用这种方法计算分数阶Fourier变换之前, 首先需要对原始信号做量纲归一化
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操作. 经过量纲归一化操作后, 信号在时域和频域表示都称为无量纲的, 并且在时域和频域的

支撑长度都等于 xΔ [25]. 这也意味着, 信号的Wigner分布被限制在以 / 2xΔ 为半径, 时频平面原

点为中心的单位圆内. 为了得到高效计算方法, 这里把分数阶Fourier变换的计算分解为卷积形

式. 根据分数阶Fourier变换的定义, 信号 ( )x t 的a阶分数阶Fourier变换可以写做 

 
2 2 21 1 1j tan j tan j ( ) csc2 2 2 2 2( ) e ( ) e e d ,

u t u t
X u A x t t

α α
α

α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∞⎝ ⎠ ⎝ ⎠
−∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫  (25) 

从上式可以看出, 分数阶Fourier变换的计算可以分解成3个步骤. 首先对信号 ( )x t 乘以一个chirp

函数(记做函数 ( )g t ), 这步操作使得 ( )g t 的频域带宽变为信号 ( )x t 的 2倍 [25], 因此 ( )g t 的采样间

隔应该为1/ 2 xΔ . 而原始信号 ( )x t 的采样间隔为1/ xΔ , 所以这时 ( )x t 的采样间隔要变成1/ 2 xΔ , 

这样就需要对信号 ( )x t 2 倍插值, 得到采样间隔为1/ 2 xΔ 的 ( )x t , 然后乘以采样间隔1/ 2 xΔ 的采

样 ( )g t . 第 2 步, 用 ( )g t 和一个chirp信号做卷积, 因为 ( )g t 的带宽为 2 xΔ , 所以根据卷积定理, 

所卷积的chirp信号可以用其 2 xΔ 带限形式表示, 记为 ( )h t : 

 j( ) ( ) e d ,
x t
x

h t H ΩΩ Ω
Δ

−Δ
= ∫  (26) 

其中 ( )H Ω 为所卷积 chirp 信号的 Fourier 变换. 

把卷积写成离散形式, 有 

 ,
2 2 2

N

n N

m m n ng h g
x x x=−

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  (27) 

这个卷积公式可以利用 FFT 去计算. 
最后一步是乘以另一个 chirp 信号, 这样就得到了 ( )X uα 的采样间隔为1/ 2 xΔ 的 2N 个采样

点. 因为是时域 N 个采样点到分数阶 Fourier 域 N 个采样点的映射, 所以再对 ( )X uα 做 2 倍的抽

取就可以得到以采样间隔1/ xΔ 的 ( )X uα 的采样.  

令 αX 和x表示由 ( )X uα 和 ( )x t 的N个采样点组成的列向量, 那么上述计算过程可以写成矩

阵形式: 

 I ,aFα =X x  (28) 

 I ,aF D H JΛ Λ=  (29) 

其中 D 和 J 表示抽取和插值操作, Λ 和 H 分别对应 chirp 乘和 chirp 卷积操作.  
上面是把分数阶 Fourier 变换表示成卷积运算的第 1 种方法, 还可以把分数阶 Fourier 变换

表示成另一个形式: 

 
2 2 21 1 1j (cot csc ) j (cot csc ) j ( ) csc

2 2 2( ) e ( )e e d .
u t u t

X u A x t t
α α α α α

α α
− − −∞

−∞

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  (30) 

对上式进行采样得到 
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2 2 21 1 1j (cot csc ) j (cot csc ) j csc
2 2 2 2 2 2e e e .

2 2

m n m nN
x x x

n N

m nX A x
x x

α α α α α

α α

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=−

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  (31) 

上式的求和可以表示成卷积形式, 利用 FFT完成. 最后对 ( )X uα 进行 2倍的抽取, 就可以得到以

1/ xΔ 为采样间隔 ( )X uα 的采样. 同样地, 上述过程用矩阵表示为 

 II ,aFα =X x  (32) 

 II ,a
aF DK J=  (33) 

其中 

 

2 2 21 1 1j (cot csc ) j (cot csc ) j csc
2 2 2 2 2 2( , ) e .

m n m n
x x x

aK m n A
α α α α α

α

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠=  (34) 

在第 1 种方法中, ( )h t 的计算需要利用Fresnel积分, 所以第 2 种方法具有更大的优势. 需要指出

的是, 尽管对于分数阶Fourier变换还有其他的分解方法同样可以利用FFT去运算, 但是这些方法

由于还需要坐标尺度化使得方法变得复杂. 对于文献 [25]中计算分数阶Fourier变换所需要的量

纲归一化的详细讨论和实际操作可以参考文献 [42]. 该算法的更多操作细节可以参考文献 [43]. 
Deng提出了一种基于Chirp-Z变换的数值计算分数阶Fourier变换的快速算法 [44]. 该算法本

质上和(30)式的分解是一样的. 在这种方法中, 时域和分数阶Fourier域的采样点数可以自由地选

择, 只要满足在第 1 部分所介绍的基于分数阶Fourier变换的采样定理.  
在此基础上, Pei定义了另一种采样类型的DFRFT, 这种方法通过对信号及其分数阶Fourier

变换在时域和分数阶Fourier域选择合适的采样间隔, 使得DFRFT具有正交性和可逆性 [45]. 更重

要的是, 该DFRFT具有更低的计算复杂度, 在所有近似连续分数阶Fourier变换的DFRFT类型中, 
这种DFRFT具有最低的计算复杂度. 

首先对原始函数 ( )x t 和其分数阶 Fourier 变换函数 ( )X uα 进行采样间隔为 tΔ 和 uΔ 的采样, 

这时分数阶 Fourier 变换表示为 

 
2 2 2 21 1j ( ) cot j ( ) cot j csc

2 2( ) e ( )e ,
Nm u n t mn u t

n N
X m A x n

α α α
α α

Δ Δ − Δ Δ

=−
= ∑  (35) 

其中 , 1, , ,n N N N= − − + , 1, , .m M M M= − − +  注意 , 这里的起始采样位置并不在 0t = 和

0u = . 
令时域和分数阶 Fourier 域采样间隔满足 

 2 ,
(2 1)csc

Su t
M α

⋅ π
Δ ⋅ Δ =

+
 (36) 

其中 S 是和 2 1M + 互质的整数. 那么变换矩阵可以写做 

 
2 2 2 21 1 2j ( ) cot j ( ) cot j

2 2 2 1( , ) e e e .
S mnm u n t

M
aF m n A

α α
α

⋅ π⋅
Δ Δ −

+=  (37) 

经过这样满足(36)式的以采样间隔为 tΔ 和 uΔ 的采样后, 使得逆变换矩阵是 Hermite 矩阵, 也就

是说, 这样定义的 DFRFT 是可逆的, 当 .M N≥   
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为简化起见, 选择 1S = ± , 并且归一化变换矩阵 ( , )F m nα , 就可以得到这种新的采样类型

DFRFT: 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 2j ( ) cot j ( ) cot j
2 2 2 1

1 1 2j ( ) cot j ( ) cot j
2 2 2 1

sin jcos e ( )e ,    , 2 ;
2 1

( )
sin jcos e ( )e ,    3,4

2 1

mnNm u n t
M

n N
mnNm u n t

M

n N

x n
M

X m

x n
M

α α

α
α α

α α α

α α α

π⋅
Δ Δ −

+

=−
π⋅

Δ Δ +
+

=−

⎧ −
⎪

+⎪
= ⎨

⎪ − +
⎪ +⎩

∑

∑

在第1 象限

在第 象限.

 (38) 

从上式我们可以清楚地看出, 相对于Ozaktas所定义的采样型DFRFT[25], Pei提出的这种采样

型DFRFT通过选择合适的时域和分数阶Fourier域采样间隔避免了卷积操作, 使得DFRFT的计算

可以直接利用FFT完成 [45]. 由于通过FFT计算卷积需要 3 个FFT, 而这里把求和表示成DFT的形

式就可以直接利用 1 个FFT计算, 只是点数增加了 1 倍. 所以Pei定义的这种DFRFT比Ozaktas在
文献 [25]中的DFRFT的计算复杂度要小.  
C) 特征分解型 DFRFT 

为了使所定义的DFRFT满足酉性和旋转相加性, Pei首先提出基于特征分解方法的DFRFT
—特征分解型DFRFT. 这类DFRFT是基于矩阵的特征分解来计算矩阵的分数阶幂. Namias首
先通过特征分解也就是谱展开给出了这种定义分数阶Fourier变换的方法 [3]. Dickinson和
McClellan分别讨论了DFT矩阵的特征值和特征向量 [38,46]. 在介绍特征分解型DFRFT之前, 首先

列出定义这类DFRFT所需要的基本知识. 
性质 1  分数阶 Fourier 变换的特征函数是 Hermite-Gauss 函数 

 
2

21( ) ( ) e ,
2 !

t

m mm
t H t

m
φ

−
=

π
 

其中 ( )mH t 表示m 阶的 Hermite 函数, 其定义由下面给出: 

 
2 2d( ) ( 1) e (e ),

d

m
m t t

m mH t
t

−= −  (39) 

( )m tφ 所对应的特征值为 exp( j )mα− . 

证明  见文献 [3]. 

性质 2  N N× 大小的 DFT 矩阵 F 的特征值为{ }1, 1, j, j ,− −  其各个特征值的多样性在表 1

列出.  

表1  DFT 矩阵特征值的多样性 
N 1 的多重度 −1 的多重度 −j 的多重度 j 的多重度 

4m m+1 m m m −1 
4m +1 M+1 m m m 
4m +2 M+1 m+1 m m 
4m +3 M+1 m+1 m+1 m 

 
证明  见文献 [46]. 
从表 1 我们可以看出, DFT 矩阵的特征向量属于 4 个特征空间: 0 1 2, ,E E E 和 3E , 这 4 个特
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征空间是分别对应特征值 1, −1, −j, j 的特征空间. 
性质3  由(40)式给出了 N N× 大小的矩阵 S 和DFT矩阵 F 是可以交换的, 因此矩阵F的特

征向量可以通过计算矩阵 S 的特征向量得到, 其中 2 / Nω = π .  

 

2 1 0 0 1
1 2cos( ) 1 0 0
0 1 2cos(2 ) 0 0

.

0 0 0 2cos[( 2) ] 1
1 0 0 1 2cos[( 1) ]

S

N
N

ω
ω

ω
ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

 (40) 

证明  见文献 [38]. 
我们知道 Fourier 变换的特征函数也是 Hermite-Gauss 函数, 所以 Fourier 变换的核可以表示

为 

 
jj 2

0
e ( )e ( ),

kt
k k

k
tω φ ω φ

π∞ −

=
= ∑  (41) 

其中 ( )k tφ 表示第 k 阶Hermite-Gauss函数, j( /2)e k
kλ − π= 是 k 阶Hermite-Gauss特征函数所对应的

Fourier 变换的特征值.  
(41)式称为Fourier变换核的谱展开形式 [2]. 类似地, 分数阶Fourier变换的核可以写为 [3]: 

 
j
2

0
( , ) ( ) e ( ),

ka
a k k

k
K u t u tφ φ

π∞ −

=
= ∑  (42) 

其中 j( /2)e ka− π 表示 Fourier 变换特征值的 a 次幂. 
模拟连续情况(42), 定义 DTFRFT 核矩阵为谱展开形式: 

 
1

0
( , ) ( )( ) ( ),

N
a a

k k k
k

F m n v m v nλ
−

=
= ∑  (43) 

其中 ( )kv n 表示 N N× 大小的 DFT 矩阵正交归一化特征向量集, kλ 为所对应的特征值.  

Ozaktas证明了通过(43)式谱展开方式定义的DFRFT会自动满足: 1)酉性, 2)旋转相加性, 3)当
变换阶数等于 1 时, DFRFT退化为传统的DFT[12]. 这样, 特征分解型DFRFT的关键就是如何使得

这种类型的DFRFT逼近连续分数阶Fourier变换. 从表 1 已经得到了DFT矩阵的特征值的多样性. 
那么利用特征分解去构造DFRFT变换核所剩下的工作就是寻找合适的特征向量, 并且对于不同

的N去合理的分配特征值和特征向量, 这其中最重要的是寻找逼近Hermite-Gauss函数的DFT矩
阵特征向量. 

在构造DFRFT核之前, 有 2 个会引起DFRFT定义模糊的问题需要解决. 第 1 个是由特征值

分数阶幂的多样性引起, 因为分数阶幂操作不是单值的. 这个问题可以通过取 j( /2)ea ka
kλ − π= 解

决. 第2个问题是由DFT核矩阵特征向量引起的, 因为同一个特征值所对应的特征向量的线性组

合依然还是这个特征值所对应的特征向量, 所以必须找到一个标准正交的特征向量集, 要求特

征向量近似连续Hermite-Gauss函数. 从前面的性质3可以看出, S矩阵的特征向量同时也是F矩阵
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的特征向量. 在文献 [12]和 [38]中已经证明了, 对于不同的N, 总可以找到一个唯一的完备的矩

阵S和F的特征向量集. 因为S矩阵是实对称的, 所以其特征向量是实的正交的. 
Pei和Yeh首先提出了这种基于特征分解类型的DFRFT[47,48]. 在文献 [47]和 [48]中, 从S矩阵

获得的特征向量被直接看作是连续Hermite-Gauss函数的近似. 这是因为S的特征向量是离散的

Mathieu函数, 而这个函数会随着N的增加逼近于Hermite函数. 根据特征向量中符号的改变数目, 
可以确定所得到的特征向量所对应的连续Hermite-Gauss函数, 也就是确定相应的Hermite-Gauss
特征向量的阶数. 如果特征向量具有k个符号改变, 就认为该特征向量对应第k阶Hermite-Gauss

函数, 其相应的特征值为 j( /2)e ka− π . 对于不同的N值, 特征值的分配规则归纳于表 2. 

表 2  DFRFT 特征值分配规则  

N DFRFT 的特征值 

4m exp(−jπka/2), k=0,1,2,…,4m−2, 4m 

4m+1 exp(−jπka/2), k=0,1,2,…,4m−1, 4m 

4m+2 exp(−jπka/2), k=0,1,2,…,4m, 4m+2 

4m+3 exp(−jπka/2), k=0,1,2,…,4m+1, 4m+2 

 
需要注意的是, 当 N 为偶数时, 最后一个特征值分配上存在一个“跳跃”. 这个规则是和表 1

特征值的多样性一致的. 
现在, 可以给出 DFRFT 的定义:  

 

1 j T2

0T

2 j jT T2 2
1 1

0

e , ;

e e , ;

kN a
k k

ka a
k kN a a

k k N N
k

N
F VD V

N

π− −

=
π π− − −

− −
=

⎧
⎪
⎪

= = ⎨
⎪

+⎪
⎩

∑

∑

为奇数

为偶数

v v

v v v v

 (44) 

其中, kv 是从 S矩阵得到的近似连续Hermite-Gauss函数的特征向量, 0 1 1[ , , , ]NV −= v v v 表示由

特征向量所组成的矩阵, aD 是一个对角矩阵, 定义如下, 当 N 为奇数时,  

 
j j ( 2) j ( 1)
2 2 2diag 1,e , , e ,e ;

a N a N aaD
π π π

− − − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (45) 

当 N 为偶数时, 

 
j j ( 2) j
2 2 2diag 1,e , , e ,e .

a N a NaaD
π π π

− − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (46) 

Pei在文献 [49]中首先研究了离散Hartley变换的特征值和特征向量, 然后根据Hartley变换和

Fourier变换之间的特征关系, 利用变换矩阵的特征分解法定义了DFRFT. 这种DFRFT的定义和

在文献 [47]和 [48]中定义本质上是一样的, 因为定义DFRFT矩阵核所采用的特征向量都是把S矩
阵的特征向量直接认为是离散Hermite-Gauss函数. 
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在文献 [49]的基础上, Pei在文献 [50]和 [51]中提出了一种更加近似连续分数阶Fourier变换

的DFRFT, 这种方法并不直接把从S矩阵得到的特征向量作为DFT矩阵的特征向量, 而是首先对

Hermite-Gauss函数进行采样, 然后通过一个向量校准过程, 使得从Hermite-Gauss函数采样得到

的向量修正为DFT矩阵的特征向量. 由于这种方法从Hermite-Gauss函数采样出发, 所以得到的

DFT矩阵的特征向量更加近似Hermite-Gauss函数. 首先对Hermite-Gauss函数进行采样间隔为

2 /T N= π 的采样, 然后对采样得到的离散函数进行在范围 [0, 1]N − 之间的移位, 得到逼近k阶

Hermite-Gauss函数的序列 ( )mg n . 定义向量 mv 为 

 [ ]T(0) (1)  ( 1) ,m m m mv g g g N= −  (47) 

并且归一化 mv , 得到 DFT 矩阵 F 的“近似”特征向量 mv , 注意 mv 并不是矩阵 F 的精确特征向量. 

然后从得到的近似特征向量集中根据阶数从低到高选择 N 个近似特征向量{ }, 1, ,
im i N=v 作为

待调整的特征向量 . 从阶数由低到高选择是因为 , 低阶 Hermite-Gauss 向量 mv 近似连续

Hermite-Gauss 函数的误差比较小. 特征值的选择满足表 1 的多样性就可以了. 接着通过一个向

量校准过程, 使得所选择的N个近似特征向量集{ }, 1, ,
im i N=v 成为N个Hermite-Gauss特征向

量集{ }, 1, ,
im i N=u . 这样 DFRFT 定义为 
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2 j jT T2 2
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=
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=
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⎧
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⎪
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∑
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(48)

 

因为特征向量
imu 的获得是通过采样 Hermite-Gauss 函数然后再经过特征向量校准过程得到, 所

以这里定义的 DFRFT 更逼近连续 DFRFT. 
在文献 [52]中, DFT矩阵的近似特征向量也是首先通过采样Hermite-Gauss函数得到, 然而, 

DFT矩阵Hermite-Gauss特征向量是通过利用所得到的近似特征向量在DFT特征空间上的正交投

影得到, 而不是采用文献 [50, 51]中的校准过程. 跟文献 [50, 51]中的采样一样, 首先得到近似特

征向量 mv , 然后计算 mv 在DFT特征空间的投影, 得到DFT特征向量 mu : 

 
( )mod 4 0

, ,m m k k
n k− =

= ∑u v u u  (49) 

其中 ku 是 S 矩阵特征向量, 用来通过上式使得 mu 成为 DFT 矩阵的 Hermite-Gauss 特征向量. 然

而, 从上式得到的 DFT 矩阵特征向量并不是正交的, 因此可以使用 2 种正交化方法以得到正交

DFT 特征向量 ˆku : Gram-Schmidt 算法(GSA)和 Orthogonal Procrustes 算法(OPA). 然后 DFRFT 的
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核可以表示为 

 

T

1 j T2

0

2 j jT T2 2

0

ˆ ˆ ,

ˆ ˆe , ;

ˆ ˆ ˆ ˆe e , .

a a

kN a
k k

k
k NN a a

k k N N
k

F UD U

N

N

π− −

=
π π− − −

=

=

⎧
⎪
⎪

= ⎨
⎪

+⎪
⎩

∑

∑

为奇数

为偶数

u u

u u u u

 

(50)

 

Candan在文献 [12]和 [53]中, 通过离散二阶差分方程的解得到离散Hermite-Gauss函数, 也

就是DFT矩阵Hermite-Gauss特征向量. 通过二阶微分算子得到可以和F相交换的矩阵 S . 矩阵 S

的特征向量看作连续Hermite-Gauss函数的离散化. 需要指出的是, 这里的可交换矩阵 S 和前面

定义的矩阵的关系是 4S S I= − . 因为DFT矩阵的特征向量要么是偶对称的, 要么是奇对称的, 
所以这里特征向量是通过一个矩阵P得到的. 该矩阵可以把任何向量映射为具有奇偶性的向量. 

相应的 S 的特征向量只是简单的把 1-PSP 的特征向量做偶和奇扩展. 在得到Hermite- Gauss特征

向量后, 跟前面一样就可以定义DFRFT. 
Hanna 通过使用奇异值分解方法得到了F矩阵的标准正交特征向量, 而不是利用可交换矩阵

S [54]. Hanna提出序列OPA(SOPA)算法用来产生矩阵F的近似Hermite-Gauss特征向量. 根据谱展

开理论, 矩阵F可以表示为 

 
4

1
,k k

k
F Pλ

=
= ∑  (51) 

其中 kλ 为DFT矩阵的特征值, kP 为在F的第 k个特征空间上的正交投影矩阵. 对特征空间 kP 应

用奇异值分解技术, 有 

 H ,k k kP V V= 1, , 4,k =  (52) 

其中 kV 为酉矩阵, 上标H表示复共轭转置. 那么矩阵F的第k个特征空间的标准正交基可以从 kV

的列中得到. 然后, 类似在文献 [50~52]中的操作一样, 先得到DFT矩阵的Hermite-Gauss特征向

量 mu , 然后结合利用奇异值分解方法对得到的特征向量应用GSA, OPA和SOPA方法得到标准正

交特征向量 ˆku .  

在文献 [54]的基础上, Hanna直接从投影矩阵 kP 获得DFT矩阵Hermite-Gauss特征向量 mu , 

而不是先得到近似特征向量, 然后再得到特征向量 [55], 这种方法更为快速和直接:  
 .m k mP=u v  (53) 

前面的F特征向量的获得是通过矩阵S得到的. Pei提出了一种新的和F是可以交换的矩阵T 

[56,57]. 这个矩阵的特征向量比S矩阵更加近似连续Hermite-Gauss函数. N N× 大小的矩阵T定义

为 
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. (54) 

因为矩阵T的特征向量更加近似连续Hermite-Gauss函数, 所以基于T的DFRFT定义更加逼近

连续分数阶Fourier变换. 此外, 因为矩阵S和T是线性独立的, 并且它们的特征向量都是近似于

Hermite-Gauss函数的, 所以它们的线性组合S+kT也是和F可交换的, 并且其特征向量也是近似

Hermite-Gauss的. Pei指出, S+15T在所有的线性组合中, 具有最佳的Hermite- Gauss特征向量 [56,57]. 
和文献 [12]的方法一样, 在文献 [56, 57]中利用DFT矩阵特征向量的奇偶性得到S+15T的特征向

量 . Candan在此基础上找到了与矩阵F可交换的矩阵集合 , 这些矩阵可以提供更好的近似

Hermite-Gauss函数的特征向量 [58]. 同时Candan还利用高阶差分方程推导了高阶近似

Hermite-Gauss函数的特征向量. 这些特征向量可以用来定义DFRFT. 
D) 其他类型 DFRFT 

还有其他类型的DFRFT和上面定义的方法不同. 在文献 [59]中, DFRFT依据采样的周期冲

击串来定义, 并且这种定义具有快速算法. 然而, 这种类型的DFRFT需要很多限制条件, 并且并

不是对所有角度都有合适的定义. 文献 [60]的DFRFT定义通过对DFT矩阵乘以一个周期chirp得
到. 这种类型的DFRFT满足旋转相加性和可逆性. 但是, 这种DFRFT也只是对一些特殊的角度

存在定义. 
E) 关于 DFRFT 的总结 

作为一个真正“严格”的DFRFT, DFRFT需要满足下面的性质 [12]: 1) 酉性; 2) 旋转相加性; 3) 
当变换阶数为 1 时, 退化为DFT; 4) 近似连续分数阶Fourier变换. 

前 2 条性质是连续分数阶 Fourier 变换基本的性质, 我们希望离散变换形式也同样具有这 2
条性质. 第 3 个是 DFRFT 作为普通 DFT 广义形式的必然条件. 最后一条性质是定义离散变换的

基本出发点. 此外还希望所定义的 DFRFT 具有快速计算方法, 并且还可以写成闭合形式. 加上

合理 DFRFT 所应该具有的 4 条性质, 真正理想的 DFRFT 应该具有 6 条性质. 现在我们对比 3
种主要的 DFRFT 类型, 也就是: 线性组合型、采样型和特征分解型, 而不考虑使用很少的其他

类型, 比较结论列于表 3. 比较的项目包括: 1) 酉性; 2) 旋转相加性; 3) 近似连续分数阶 Fourier
变换; 4) 计算复杂度; 5) 是否可以写成闭合形式. 因为 3 种 DFRFT 类型明显满足当变换阶数等

于 1 时退化为 DFT, 所以这一条没有在表 3 中列出. 
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表 3  3 种主要类型 DFRFT 的比较 
性质 线性加权型 采样型 特征分解型 
酉性 √ √ √ 

旋转相加性 √ × √ 
近似连续变换 × √ √ 
计算复杂度 O(NlogN)  O(NlogN) O(N2)  

可否写成闭合式 √ √ × 
 

从表 3 我们可以清楚地看出, 由于线性组合型DFRFT不能逼近连续分数阶Fourier变换, 所
以这种类型的DFRFT所对应的连续分数阶Fourier变换不是本文所定义的分数阶Fourier变换. 
Cariolaro称这种分数阶Fourier变换为加权分数阶Fourier变换(WFRFT), 本文所定义的分数阶

Fourier变换称为chirp型分数阶Fourier变换(CFRFT)[41]. 由于WFRFT比CFRFT缺少很多重要的性

质, 目前对其研究不多. 这种类型的DFRFT可以扩展到多周期分数阶Fourier变换, 主要用于图

像编码和加密 [61,62]. 
对于采样型 DFRFT, 当我们只是为了利用离散变换去计算连续分数阶 Fourier 变换时是非

常有用的. 这种 DFRFT 把原始函数的 N 个采样值映射为分数阶 Fourier 变换的 N 个采样值. 这
种形式的 DFRFT 具有很好的逼近连续分数阶 Fourier 变换的精度, 并且可以利用 FFT 获得运算

量为O(NlogN)的数值算法. 在一些应用中, 只是希望DFRFT可以很好地逼近连续分数阶Fourier
变换, 而不利用旋转相加性, 这时通过把连续分数阶 Fourier 变换用这种 DFRFT 取代, 在连续分

数阶 Fourier 域推导的各种信号处理算法可以直接应用到离散信号处理上. 此外, 由于这种

DFRFT具有闭合形式, 所以在一些应用中有利于推导一些性质. 由于采样型DFRFT的这些优点, 
得到了广泛应用. 需要指出的是由于线性加权型DFRFT不能逼近连续分数阶Fourier变换, 而采

样型 DFRFT 不具有旋转相加性, 因而不能称为严格的 DFRFT. 
由于分数阶Fourier变换的核函数匹配chirp信号, 所以分数阶Fourier变换特别适合chirp信号

检测和估计, 以及去除chirp噪声. 这时采用采样型DFRFT对原始信号进行分数阶Fourier变换, 
然后在分数阶Fourier域设计合适的滤波器函数, 以对其中的chirp信号进行匹配 [8,21,45,63]. 由于分

数阶Fourier变换具有时变特性, 文献 [45]还利用采样型DFRFT定义离散分数阶相关, 用于模式

识别, 并取得了很好的效果 [45]. 
Chirp信号在雷达声纳等工程中应用广泛, 所以对这类信号的采样就变得非常重要. 由于分

数阶Fourier变换特别适合处理非平稳信号, 尤其是chirp信号, 所以我们提出基于分数阶Fourier
变换的非均匀采样理论 [64]. 由于采样型DFRFT具有闭合式, 我们利用采样型的DFRFT对基于分

数阶Fourier变换的非均匀采样进行研究, 得到了非均匀采样的分数阶Fourier数字谱特性以及恢

复非均匀采样chirp信号原始分数阶Fourier数字谱的方法.  
鉴于多抽样技术和滤波器组理论在数字信号处理中的广泛应用, 在文献 [65, 66]中, 我们提

出基于分数阶Fourier变换的多抽样率转换和分数阶Fourier域滤波器组设计. 得到了抽取和插值

在分数阶Fourier域的作用, 以及抽取和插值在分数阶Fourier域的等价结构. 利用等价结构得到

分数阶Fourier域滤波器的多相表示以及高效实现. 利用滤波器组理论分析非均匀采样和差分采

样, 得到了非均匀采样和差分采样滤波器理论, 由于这里需要采用DFRFT很好地逼进连续分数
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阶Fourier变换, 同时也为了具有闭合表达式, 所以这里我们采用采样型DFRFT. 这些理论发展

了基于分数阶Fourier变换采样和多抽样率转换理论. 促进了分数阶Fourier变换在工程中的具体

应用.  
特征分解型DFRFT是目前为止唯一严格意义上的DFRFT定义, 这种类型的DFRFT和连续分

数阶Fourier变换非常接近, 同时还具有能称为“分数阶”的独特性质—旋转相加性. 当DFRFT
满足旋转相加性时, α 角度的DFRFT的逆变换就是−α角度的DFRFT. 因此, 正变换和逆变换具

有同样的表达式, 只是相差一个参数, 这样通过一个统一的计算机程序就可以容易地把在分数

阶Fourier域的信号处理移植到时域. 在没有实时性要求的前提下, 采样型DFRFT的计算也可以

通过特征分解型DFRFT完成. 同时这种特征分解型DFRFT还可以用于需要旋转相加性的地方, 
比如图像加密 [67]. 当然, 这种类型的DFRFT的缺点是, 它不能写成闭合形式, 同时还缺少

O(NlogN)的计算方法. 
根据特征分解型 DFRFT 的定义, 为了使 DFRFT 满足酉性和旋转相加性, 要求 DFT 矩阵的

特征向量为标准正交的; 为了使 DFRFT 近似连续分数阶 Fourier 变换, 要求 DFT 矩阵的特征向

量近似Hermite-Gauss函数. 因为矩阵F的酉性表明对应不同特征空间的特征向量是相互正交的, 
所以基于特征分解类的DFRFT 的关键就是在各个特征空间寻找逼近性能好的Hermite- Gauss 标
准正交特征向量. 在早期定义 DFRFT 中, 矩阵 S 的标准正交特征向量被直接认为是标准正交

Hermite-Gauss 特征向量. 随着 DFRFT 研究的深入, 矩阵 S 的标准正交特征向量只是用来做矩阵

F 特征空间最初的标准正交基, 以用来获得最终的近似 Hermite-Gauss 特征向量. 后来出现的各

种方法就是为了寻找更好的近似 Hermite-Gauss 的标准正交特征向量. 
文献 [68~70]讨论了通过角度分解计算特征分解型DFRFT的方法. 利用这种方法, 任何角度

的DFRFT可以通过某些特殊角度的DFRFT的加权求和得到. 尽管通过这种方法的计算DFRFT的
运算量依然还是O(N2), 但是这种计算方法会降低计算过程中的存储单元的数目, 其运算结构特

别适合在VLSI上完成. 
其他新颖的高效的计算 3 种DFRFT的相关文献可以参考 [71~75]. 在文献 [71]中, 用多抽样

率信号处理来高效地计算特征分解型DFRFT. 通过块处理操作, DFRFT可以通过MIMO系统完

成. 在文献 [72]中, 自适应滤波器被用来计算采样类DFRFT, 这种方法适合并行计算的场合, 适
合VLSI完成. 在文献 [73]中, DFT矩阵的特征向量被推导出来, 这样就不需要从S矩阵求解特征

向量, 进而可以更直接计算特征分解型DFRFT. 文献 [74]给出了二维特征分解型DFRFT的计算. 
文献 [75]给出了DFRFT在DSP上的实现, 并给出了定点计算的误差分析. 

4  其他离散分数阶变换 
由于 DFT 和其他酉变换有着密切的关系, 比如离散余弦变换、离散 Hadamard 变换和离散

Hartley 变换等, 因此可以得到这些离散变换的分数阶变换形式. 
许多离散变换的“分数阶”形式都是基于前面所讲的特征分解方法, 因为这种方法使得所得

到的分数阶变换具有旋转相加性, 并且当变换阶数等于 1 时退化为原来的变换. 这些离散变换

分数阶化的统一方法是: 首先研究离散变换的特征结构, 以得到这些变换的特征值和特征向量, 
然后利用特征分解结构得到相应的分数阶形式. 一旦 N N× 的变换矩阵 K 的特征值 nλ 和特征向
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量 nu 得到了, 那么分数阶变换矩阵 aK 可以表示为 

 
1

H H

0
,

N
a a a

n n n
n

K UD U λ
−

=
= = ∑ u u  (55) 

其中矩阵U和D由标准正交特征向量 nu 和特征值的分数阶幂 a
nλ 组成. 注意, 这里使用共轭转置

而不是转置, 是因为并不是所有变换的特征向量都是实的.  
Pei在文献 [49]中引入了离散分数阶Hartley变换(DFRHT), 并讨论了DFRHT的特征结构: 其

特征值为{1, 1}− , 特征向量跟F的特征向量一样, 都是Hermite-Gauss特征向量. 

Pei在文献 [76]中引入了离散分数阶Hadamard变换. 其特征值为{1, 1}− , 特征向量通过从最

初的 2 个特征向量利用回归算法精确地计算从阶数 2 一直到阶数 2n 的Hadamard特征向量. 
Pei和Cariolaro分别从不同角度定义了离散分数阶余弦和正弦变换 [77,78]. Pei选择DCT-I和

DST-I来定义离散分数阶余弦-I变换(DFRCT-I)和离散分数阶正弦-I变换(DFRST-I)[77]. DCT-I和
DST-I核矩阵的特征值为{1, 1}− , 并且它们的特征向量可以通过DFT的特征向量的计算获得. 对

于N点的DCT-I特征向量u, 可以写为 

 
T

0 1 2 1, 2 , , 2 , ,N Nv v v v− −⎡ ⎤= ⎣ ⎦u  (56) 

其中 [ ]T
0 1 2 1 2 1, , , , , , ,N N Nv v v v v v− − −=v 是(2N−2)点的 DFT 矩阵的偶特征向量.  

N 点的 DST-I 特征向量 u 可以写为 

 [ ]T
1 2 12 , , , , ,N Nv v v v−=u  (57) 

其中 [ ]T
0 1 1 10, , , , ,0, , , ,N N Nv v v v v v−= − − −v 是 2( 1)N + 点 DFT 矩阵的奇特征向量. 

不同于文献 [77]中定义的DFRCT, Cariolaro从DCT-II中得到了实值的DFRCT-II. DCT-II的特

征值对于不同的N是不同的, 特征值的星座图是象限对称的 [78]. 因为DCT-II的特征值是不同的, 
所以它的特征向量是相互正交的, 也就可以直接从DCT-II矩阵计算其特征向量.  

DFRCT和DFRST可以用于计算偶信号和奇信号的DFRFT. 由于DFRCT是传统DCT的广义

形式, 多了一个自由度参数, 因此在数据压缩和编码等应用方面通过最优角度的选择获得最佳

压缩和编码效果. 比如对Lena测试图像进行压缩的最优变换阶数是 1.01, 比传统DCT压缩效率

有所提高 [77]. 同时, 由于DFRCT具有阶数和生成序列(GS)参数, 可以用于数据加密和数字水印
[77,79].  

读者若想对DFRCT, DFRST, 分数阶离散广义和偏移DFT, DHT, DCT-IV和DST-IV进行深入

研究, 可以参考文献 [79~81]. 
其他的离散分数阶变换可以参考文献 [67, 82, 83]. 在文献 [82]中, 基于DFRFT的特征分解

定义了离散分数阶Hilbert变换. 在文献 [83]中定义了分数阶随机变换, 这个定义同样可以写做

(55)式的形式, 只是矩阵U的特征向量是依赖于一个随机矩阵. 在文献 [67]中, 通过对(55)式中的

对角矩阵D取不同的分数阶幂, DFRFT可以推广到多参数DFRFT. 文献 [84, 85]中, 角度分解方法

用到了其他分数阶酉变换中.  
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5  结论和将来的研究方向 
本文对分数阶 Fourier 变换离散化算法的重要研究进展和现状进行了系统归纳和简要评述, 

包括: 分数阶Fourier域带通信号采样和重构; 离散时间Fourier变换和分数阶 Fourier级数; 离散

分数阶 Fourier 变换; 以及和分数阶 Fourier 变换紧密相关的其他分数阶酉变换, 并介绍了它们的

应用场合.  
为了实现对某种连续变换的数字计算, 我们需要研究此连续变换精确并且高效的离散算法. 

也就是说, 一个成功的离散算法应该尽可能地保留连续变换所具有的性质, 同时也应该具有高

效的计算方法. DFT 就是一个例子. 当连续分数阶 Fourier 变换定义后, 许多研究人员开始尝试

推导其相应的离散算法, 也就是离散分数阶 Fourier 变换. 由于分数阶 Fourier 变换核的快速振荡

性, 使得分数阶 Fourier 变换的离散计算比传统 Fourier 变换的离散计算困难得多. 在目前的各种

分数阶 Fourier 变换离散计算的方法中, 由于基于特征分解的方法可以保留连续分数阶 Fourier
变换的许多性质, 同时很好地逼近连续分数阶 Fourier 变换而得到了研究人员的重视. 这种基于

特征分解的方法也可以应用到其他酉变换中, 以得到这些变换相应的“分数阶”形式. 所以目前

DFRFT 研究的热点是这种特征分解型 DFRFT. 将来这方面研究的主要方向为: 1) 找到更加逼近

连续 Hermite-Gauss 函数的特征向量, 以使得特征分解型 DFRFT 更好地逼近连续分数阶 Fourier
变换; 2) 深入研究 DFT 的特征结构, 希望可以找到灵活的基于特征分解的 FFT 结构, 以使得基

于特征分解的 DFRFT 可以具有快速算法; 3) 对 Hermite-Gauss 函数的离散化进行深入研究, 希
望找到闭合形式的特征分解型DFRFT; 4) 找到DFRFT同其他离散时频分布的关系, 比如同离散

Wigner 分布的关系. 相信随着对 DFRFT 研究的不断深入, 分数阶 Fourier 变换在工程实践中会

得到越来越广泛的应用前景. 
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