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摘要    光滑粒子流体动力学(SPH)无网格法是岩土体崩塌与流动大变形计算的有力工具, 

但是, 如何在 SPH 框架内模拟摩擦接触现象尚无系统方法, 迫切需要开展研究. 提出一种

在 SPH 框架内模拟土与刚性或柔性结构摩擦接触的算法, 该算法根据所存在的接触边界, 

将计算域分解为若干个子域, 以接触力为桥梁在各子域间建立联系, 最终实现接触问题的

整体求解. 在各子域内对土体的运动控制方程进行 SPH 离散时, 修正了 SPH 固有的边界缺

陷, 使得位于接触边界附近的 SPH 粒子具有准确的加速度, 保证了接触探测的精度. 然后, 

假设允许土体 SPH 粒子局部侵入结构体, 根据允许的残余侵入量, 运用动量原理, 计算沿

接触面法向和切向的接触力, 并应用滑移条件对切向力进行修正使其不超过极限摩擦力 . 

与现有的在 SPH 中处理接触通常采用“粒子-粒子”接触或忽略摩擦滑移的方法相比, 方法具

有更高的计算效率和精度, 适用于岩土材料与刚性或可变形结构之间相互作用的模拟. 通

过多个算例对此方法的精度和稳定性进行了验证, 计算表明, 基于接触算法的 SPH 计算成

果与理论解或有限元解吻合很好, 算法是有效的, 可用于拓展 SPH 的计算能力与应用范围. 
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光滑粒子流体动力学(SPH)是一种拉格朗日无网

格法, 最早被用来解决天体物理问题. 此后, 被推广

应用到其他领域, 如流体力学、热传导以及有强度材

料的力学响应问题[1, 2]
. 最近, 被成功用于岩土力学

领域, 以解决大变形与后失稳流动(post-failure flows)

问题[3~10]
. 与有限元或离散元等数值方法相比, SPH

由于其拉格朗日和自适应特性 , 可以很好地处理大

变形和后失稳问题 , 避免了有限元计算中的网格过

度扭曲可能导致的计算失败 , 或离散单元法计算工

作量大和参数标定困难等问题 , 因此是量化及解释

土体大变形和后失稳机理的有力工具. 

然而, SPH 中的积分插值在边界附近通常是不准

确的, 这就是本文第 2 节所提到的“边界缺陷”. 在

SPH 的一些早期应用如天体学和宇宙学中, “边界缺

陷”通常不重要或者只需要进行简单的处理 . 但是 , 

在流体与固体力学中 , 边界缺陷对问题求解影响很

大, 因此需要得到妥善的处理. 在大多数 SPH模拟中, 

边界一般通过镜像法、边界力、耦合边界法或正则化

修正法来模拟 [11~13]
. 对于接触模拟 , 则采用基于动

量方程的“粒子-粒子接触”或“粒子-结构面接触”, 其
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接触力作用于粒子连线方向 , 或者沿着接触面的法

向 [14~21]
. 据我们所知 , 所有这些方法只适合于完全

光滑或完全粗糙条件, 不能处理摩擦滑移接触. 

从检索到的文献来看, SPH 框架下的摩擦接触研

究极少, 仅Gutfraind 和 Savage
[22]曾在 SPH框架下提

出一种处理摩擦接触的算法. 该算法中, 按库伦摩擦

边界, 通过墙体对 SPH 粒子施加法向接触力以及与

之成比例的切向力 . 但该算法需要进一步完善 : 1) 

当摩擦力没有达到极限摩擦力时 , 切向力与法向力

成比例的假设不准确; 2) 没有考虑墙体的运动及旋

转, 而这在岩土工程中极为常见; 3) SPH 粒子可能会

穿透边界; 4) 不能用于可变形的结构边界 . 为解决

上述问题, 本文提出一种新的算法, 以拓广 SPH在岩

土工程以及其他涉及摩擦接触的领域的应用范围.  

1  SPH 基本原理 

在 SPH 方法中, 计算域被离散为有限数量的粒

子, 这些粒子携带场变量以及材料特性如速度、密

度、应力等, 最终, 连续体偏微分方程的求解可转化

为粒子的运动方程而求解, 而每个粒子的场变量通

过积分插值获得 

 ( ) ( ) ( , )d ,f f W h


   x x x x x  (1) 

其中 ( )f x 为函数或者材料特性; W 为光滑函数; h

为光滑长度, 用于定义光滑函数的影响区域. 

光滑函数W 满足紧支性条件, 即  

 若 | | , x x kh  则 ( , ) 0, x xW h  (2) 

其中 k 为常量.  

应用紧支性条件, 即(2)式 , 那么在整个问题域

内的积分就转化为支持域内的积分. 在 SPH 方法中, 

光滑函数W 的选择直接影响到数值算法的精度、效

率和稳定性. 本文中采用最常用的三次样条函数形

式[23]
. 

SPH 计算时, 通过对支持域内的离散粒子求和

来代替(1)式中的连续积分: 

 
1

( ) ( ) ( , ),


 x x x x
N

j

j j

j j

m
f f W h  (3) 

其中 1,2, ,j N表示在坐标 x 处的粒子的支持域内

的粒子数目, 也称为相邻粒子; mj 和j 分别为粒子 j

的质量和密度(mj/j代表粒子 j 的体积 Vj). 

对于函数 f(x)沿坐标 x
的偏导数的近似, 只要在

(1)式中用 ( ) /  f x x 代替 f(x), 然后利用分部积分和

散度定理, 得到: 

 

( )
( ) ( , ) d

( , )
  ( ) d ,









  



 
 







x
x x x n

x

x x
x x

x

S

f
f W h S

W h
f

 

(4)

 

其中表示笛卡尔坐标方向 x, y, z; n
为紧支域表面 S

的单位外法线沿坐标的分量 . 顺便指出 , 本文中, 

希腊字母和用于代表坐标方向, 而字母 i 和 j 用于

表示粒子编号.   

由于光滑函数 W 是定义在支持域内, 所以, 当

支持域位于问题域的内部时, (4)式等号右边的曲面

积分为零. 进一步地, 使用求和方法来近似代替连续

积分, 则 f(x)的偏导数可以表示为 

 
1

( , )( )
( ) .

 

 
 

 


x xx
x

x x

N
j j

j

j j j

m W hf
f  (5) 

根据(3)和(5)式, 函数 f(x)及其偏导数在粒子 i 处

的粒子近似式最终可以写成:  

 
1

( ) ( ) ,



N

j

i j ij

j j

m
f f Wx x  (6) 

 
1

( )
( ) ,

 




 


i

N
j iji

j

j j i

m Wf
f

x
x

x x
 (7) 

其中 

 ( , ). 
ij i j

W W hx x  (8) 

应指出: (5)式中的负号在(7)式中消失, 这是因

为在后者中 /  
ij

W x 是对 

i
x 求导的, 而非对 .

j
x   

2  控制方程及边界缺陷修正 

对于固体介质来说 , 控制方程主要包括连续性

方程和动量方程:   

 
d

,
d









 
t

v

x
 (9) 

 
d 1

,
d

 





 

t

v σ
b

x
 (10) 

其中为土体密度; v 为速度; 为应力张量; b为体

力引起的加速度(本文中为重力); d/dt 表示变量对时

间的导数.  

对于粒子 i, 连续性方程(9)中的速度对空间坐标
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的导数的 SPH 近似式为 

 
1

.




 




 

N

j iji

j

j ji i

m Wv
v

x x
 (11) 

实践发现: 用两个相互作用的粒子之间的速度

差来计算 , 其结果比使用单个相邻粒子的速度来计

算更准确, 因此, 可运用常数 1 的导数为 0 的特征来

引入速度差. 由(11)式, 常数 1 的导数为 0 可表示为  

 
1

1
0.

 


 

 

N

j ij

j ji i

m W

x x
 (12) 

将(12)式乘以速度 v
i , 并与(11)式的右端项相

加, 得到:  

 
1

( ) .


 

 


 

 

N

j iji

j i

j ji i

m Wv
v v

x x
 (13) 

对于(10)式中的粒子加速度 d d
v t的计算, 可采

用相同的处理方法: 在(12)式两边同时乘以  
i i
σ 或

 σ
i i , 并与

1








σ

x

i

i i

的 SPH 粒子近似式相加, 得

到:  

 
1

1
( ) ,


 

   


 

 

N

j iji

j i

ji i ji i

m Wσ
σ σ

x x
 (14) 

或 

 
1

1
( ) .


 

   


 

 

N

j iji

j i

ji i ji i

m Wσ
σ σ

x x
 (15) 

(14)式是计算在应力作用下, 粒子 i 的加速度的

惯用形式; 而(15)式是由 Randles 和 Libersky
[24]提出

的替代公式, 被认为具有更大的准确性和稳定性. 这

两个公式都可以应用于有完整支持域的粒子 ; 但由

于边界缺陷的存在 , 后者不能用于位于接触边界的

粒子, 下面将对此进行详细解释. 

当粒子的支持域不完整时, (4)式中的曲面积分

不是零, 这种情况下, 若仍然采用(5)或(7)式来计算

函数 f(x)的空间偏导数将带来较大的误差, 这就是所

谓的“边界缺陷”.  

当粒子 i 与结构物接触时, 如图 1 所示, 粒子 i

的支持域I 是不完整的. 因此, 若直接用(7)式来离

散(10)式中的 ( / )  σ x 并据此确定由应力引起的

粒子运动加速度, 那么由于边界缺陷的存在, 计算结

果将是不准确的. 

 

图 1  粒子 i与结构物接触时的支持域 

 

为了解决边界缺陷问题, 一个最直观的想法就

是使粒子 i得到一个完整支持域并且保持其物理场不

变, 这可以在I旁再添加一个外部域E并将E内的

应力都设置为零来实现. 利用分部积分、散度定理以

及 W 的紧支性特征, 得到:  

 
 I  E

 I  E

1 1 1
d d

1
    d ,


  

 
 




 

  



 
 

 


 



 



S

W
W S

W

σ
σ n σ x

x x

σ x
x

 

(16)

 

其中 S 为
 I  E

  的边界. 运用(7)式并注意到粒子 i

在区域 E上 0 σ , 则(16)式变成: 

 
 

 I

1 1
.




 
  




 


j iji

j

ji i ji i

m Wσ
σ

x x
 (17) 

但是, (17)式严重低估了由应力引起的加速度 , 

其误差接近 50%. 这是因为在(16)式的推导中运用了

分部积分和散度定理, 其隐含的前提是应力 
σ 在接

触界面附近是光滑连续的 , 但实际上我们所设定的

应力在接触面位置有一个急剧变化, 因此, SPH 积分

插值的平滑作用(如图 2 所示)使得计算出的粒子加速

度的只有实际值的一半左右 . 这可通过简单的算例

来验证, 例如, 二维空间内初始粒子间距为 0.02的所

有粒子有相同的初始应力 xx
σ =1, 有相同的密度

j=1.0和相同的质量 mj=0.0004, 用(17)式计算出边界

粒子的加速度是25.3, 该值大约是按牛顿第二运动

定律计算所得结果( d / d / 50   xx

i
v t x mσ )的一半. 

为了修正上述缺陷，可以在(17)式的右端乘以 2, 

从而可得  

  
 I

1 1
2 .




 
  




 


j iji

j

ji i ji i

m Wσ
σ

x x
 (18) 

进一步地，假设粒子 i 的支持域足够小, 则接触 
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图 2  粒子 i附近的应力分布 

界面附近的应力可看作是均匀分布的, 即 , 
j i

σ σ  

则(18)式可以改写为  

  
 I

1
.


 

 
  


 

 


j iji

i j

ji i ji i

m Wσ
σ σ

x x
 (19) 

可以看出: (19)与(14)式在形式上完全相同, 但

这只是一种巧合, 因为它们的起源是完全不同的. 这

也是为什么(14)式的替代形式, 即(15)式, 不能用于

接触粒子加速度计算的原因, 否则由于边界缺陷, 边

界粒子的加速度几乎为 0, 这显然是不正确的. 

采用(19)式来代替(18)式, 其优点在于: 无论粒

子处于计算域中间, 还是处于接触边界附近, 其动量

方程中由应力引起的加速度的计算公式具有相同的

形式, 这种统一的形式极大地方便了计算程序的编

制和维护.  

将(19)式代入粒子运动的动量方程(10)并计入接

触力的作用, 最终得到接触边界上粒子 i 的动量方程

的 SPH 离散形式为  

  
 I

d
,

d

 
  


  


   




j iji i

i j

j i j ii

m W

t m

v F
σ σ b

x
 (20) 

其中 
F

i 是沿着坐标方向的接触力.  

应指出的是, 采用(20)式来处理接触问题时, 位

于接触边界附近的粒子的支持域仅包括接触界面的

单侧范围. 例如, 图 3 中粒子 i 的支持域仅包括1内

的粒子，不包括2内的任何粒子, 反之亦然.   

3  接触算法 

为了获得(10)式中的加速度 d d

i
tv , 需要确定接 

 

图 3  接触边界附近粒子的有效支持域 

 

触力 

i
F , 这里给出其算法.  

计算接触力时，为了与粒子的坐标演化(详见本

文第 5 节)一致以方便接触探测, 本文中假设接触力

仅在两个相邻的整数时间步起作用 , 例如, 从 tn 到 

tn+1, 而在 tn+1到 tn+2则需重新计算. 图 4 给出了计算

接触力 Fi及其引起的加速度的总体步骤. 

图 4中, 0d 是接触探测的临界值(当 dp<d0时接触

发生), 其取值与结构是否能够发生变形有关: 对于

刚性结构, 取粒子初始间距的一半, 即 d0=x/2; 对

于可变形结构, 取粒子初始间距, 即 d0=x, 如图 5所

示. dp是粒子到结构表面的最小距离, 根据下式计算:  

 ,pd   G n  (21) 

其中 G 为从粒子 i 的坐标指向其在结构表面的垂直

投影点 p的向量, 见图 5; n为结构表面在点 p处的单

位外法线向量; 符号 表示向量内积. 

采用(21)式, 可以保证粒子穿透结构物表面后总

能被探测到, 这是因为此时 dp为负值, 所以 dp<d0总

能满足. 这样, 就保证了所有发生穿透的粒子都能得

到有效的处理(重新拉回到接触面), 保证了接触计算

的精度. 

从图 5 中还可以看出: 对于可变形的结构，我们

使用了“粒子表面”来代替实际表面. 原因解释如下: 

对于可变形的结构物, 由于其表面形状随结构的变

形也相应地发生改变, 因此难以确定其几何信息. 为

了简单起见, 本文采用假想的“粒子表面”, 即根据结 
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图 4  接触算法的总体流程 

 

图 5  计算中使用的接触面 

 

构最外层粒子(本算法中, 可变形结构在计算时必须

也离散为 SPH 粒子, 这与刚性结构不同)的连线来代

替实际的结构表面. 

下面给出确定图 4 中 

i
F 的详细算法. 该算法采

用的基本假设是允许粒子局部侵入结构内部, 如图 6

所示. 使用该假设的目的是模仿柔性材料与结构物

碰撞时将发生局部变形的特性，以提高计算稳定性.  

该算法中, 垂直结构表面的法向接触力 Fn 取决

于允许的侵入量, 公式如下: 

 
 

图 6  接触时粒子侵入结构示意 

 

  02

2
(1 ) ,

( )

i

p

m
d d

t


 
   

 
n

F n  (22) 

其中t为时间步长; n是结构表面单位外法线向量; dp

由(21)式计算得到, 当 d0dp>0, 表明粒子已经侵入结

构内部; n为结构表面的单位外法线; 是一个调整因

子, 它定义了允许的侵入量或残余侵入量, =0 意味

着零侵入. 参数的使用可以起到模仿材料局部变形

特征的作用, 从而减低数值模拟中的应力振荡、提高

计算稳定性. 大量数值测试表明, 在 0.9~0.99取值可

以获得稳定的计算结果. 

为了获得 F, 即沿结构表面切线方向的摩擦力, 

我们首先假设接触是完全粗糙的, 即, 粒子不会沿接

触面滑动, 此时, F可以用下式计算:  

 
2

2
,

( )

im

t
 


τ τ

F u  (23) 

其中u为粒子 i 与结构表面的相对位置在当前时步

内沿结构表面切线方向的改变量, 计算公式如下:  

 pred( ) ,   
i i p

tu = x x v  (24) 

 ,  
n

u = u n  (25) 

 ,  
τ n

u = u u  (26) 

其中 xi为粒子 i在当前时步开始时的坐标; 
pred

i
x 为假

设不发生接触的情况下, 当前时步结束时粒子 i 的预

测坐标; vp为结构物在接触点 p 的速度; u为在当前

时步内粒子 i 与 p 点的相对位移; un和u分别为u

沿结构表面法向和切向的分量. 

若结构为刚体, 则(24)式中的 vp可按下式计算:  

 tran
,  

p
v v ω L  (27) 

其中 vtran 和分别是刚体结构的平移速度和转动速 

度; L 为转矢, 即刚体转动的参考点 o 到粒子与刚体

接触点 p 的矢量, 见图 5; 符号表示矢量外积.  
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若结构是可变形的, 那么 vp可根据接触点 p附近

的相邻粒子的运动速度进行线性插值得到:  

 
1 2 2 1

2 1

,
 




k p k k p k

p

k k

v x x + v x x
v

x x
 (28) 

其中 xp为接触点 p的坐标; k1和 k2为接触点 p附近的

相邻粒子的编号; vk1, xk1以及 vk2, xk2分别为粒子 k1和

k2的速度和坐标. 

在获得接触面完全粗糙(无滑移)时的摩擦力 F 

以后, 只要对其进行简单的修正, 使其不超过极限摩

擦力, 即可适用于摩擦接触(允许滑移)条件, 方法如

下:  

 

| |
, | | | |,

| |

, ,







  

 其他

n

τ τ n

ττ

τ

F
F F F

FF

F

 (29) 

其中为摩擦系数; 
τ

F 为摩擦接触条件下的摩擦力.  

作用在粒子 i 上的合力等于 Fn和 
τ

F 的矢量和:   

 . 
i n τ

F F F  (30) 

一旦求出结构对土体粒子 i 的接触力后, 那么, 

根据力矩平衡, 可以求出土体对结构粒子 k1, k2的反

作用力:   

 
2

1

2 1

, 
p k

k i

k k

x - x
F F

x - x
 (31) 

 
1

2

2 1

, 
p k

k i

k k

x - x
F F

x - x
 (32) 

其中Fk1和Fk2分别为作用在粒子 k1, k2上的反作用力, 

其值将用于计算 k1, k2的加速度.  

作用在结构上的总荷载可通过对所有接触粒子

求和得到:  

 
total

, F F
m

i

i

 (33) 

其中 m 为与结构发生接触的所有粒子的数目. 

4  本构模型  

为了获得(20)式中的加速度 d d ,

i
tv  还需要采

用合适的本构模型来计算土体内的应力 
σ

i . 本构模

型的选用依赖于待求解的问题类型 . 本文采用弹塑

性 Drucker–Prager 模型[6]来描述本文第 6 部分的材料

应力应变关系. 

对于基于非关联流动法则的 Drucker–Prager 本

构模型, 其塑性流动势函数 g可以表示为  

 
2 2 1

,  g J I constant  (34) 

其中 I1 和 J2 分别为应力张量第一不变量和偏应力张

量第二不变量; 2是一个与剪胀角有关的系数. 

屈服准则可以表示为 

  1 2 2 1 1
, 0,   

c
f I J J I k  (35) 

其中1和 kc是常量, 它们与材料的凝聚力 c和内摩擦

角有关. 平面应变条件下, 1和 kc按下式计算:  

 
1

2

tan

9 12 tan








, 

2

3
.

9 12 tan 



c

c
k  (36) 

当考虑大变形时, 采用与刚体转动无关的应力

率, 粒子 i 的应力应变关系为  

 
2

2

2

3 ,

       

  

   

 
  

  

i i i i i i i i i

i

i i i i

i

G K

G
K

J

σ σ ω σ ω e ε δ

δ s
 

(37)

 

其中, , 表示直角坐标方向, 对重复指标按爱因斯

坦求和约定; G 是剪切模量; K 是体积弹性模量; 是

克罗内克符号; 
ε

i 和 
ω

i 分别为总应变率张量和转

动率张量 , 根据粒子的运动速度对空间坐标的偏导

数的 SPH 插值确定, 参考(13)式; 
e 为偏应变率张

量; 
s 是偏应力张量;  是塑性变化率因子, 表达

式为 

 
1 2

1 2

3 ( )
.

9

  


 






K G J

K G

ε s ε
 (38) 

应说明的是: 若取(34)式中的2 等于(35)式中1, 

上述模型即退化为基于关联流动法则的 Drucker- 

Prager 模型 ; 若取(37)式中的  =0, 即为弹性模型 . 

这些技巧将用于本文第 6 节的数值测试. 

5  时间积分 

为了求解经 SPH 离散后得到的常微分形式的控

制方程, 可采用标准数值算法如跳蛙法(Leap-Frog)、

预测-校准法(predictor–corrector)或龙格-库塔(RK)方

法来对每个粒子的场变量进行时间积分 . 由于跳蛙

法对内存要求低、计算效率高, 因此也将采用该法. 

该法中, 场变量包括速度(v)、密度()、应力张量(


σ )
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和粒子的位置(x)可以通过以下式子递推得到:  

 
1/2 1/2

d
,

d


 

 

 
   

 
n n

n

t
t

 (39) 

 
1/2 1/2

d
,

d


 

 

 
   

 
n n

n

t
t

v
v v  (40) 

 
1/2 1/2

d
,

d


 

 

 
   

 
n n

n

t
t

σ
σ σ  (41) 

 
1 1/2

.
 
  

n n n
tx x v  (42) 

为了使计算在每个相邻的时间步连续 , 在每个

时间步的开始 , 需要预测每个粒子在半个时间步长

处的密度、速度和应力张量, 使其在时间上与 xn+1相

一致. 例如, 对于速度的预测为  

 
1 1/2

d
.

d 2


 

 

  
   

 
n n

n

t

t

v
v v  (43) 

(39)~(43)式适用于不与结构物接触的内部粒子. 

对于位于接触面附近的边界粒子, 在(40)式还需计入

接触力的影响:    

 
1/2

d
,

d 2

 
 



   
    

   
n n

n

t

t m

v F
v v  (44) 

其中 F
为粒子所受接触力沿方向的分量; m 为粒子

质量(F

/m 为由接触力引起的加速度); 而  d d

n
tv

仅代表由应力及体力引起的加速度. 注意(44)式的时

间演化与(40)式是不同的, 这是因为接触力仅在 tn 和

tn+1存在, 见前文第 3 节所述. 

类似的, 对于与结构物接触的粒子, (43)式也需

作相应的修正以计入接触力的影响: 

 
1 1/2

d
.

d 2

 
 

 

   
    

   
n n

n

t

t m

v F
v v  (45) 

为保证上述积分方案的稳定性, 时间步长t 不

能太大, 需满足 Courant-Friedrichs-Levy 条件, 此条

件允许时间步长与光滑长度互成比例. 本文中, 采用

下式来确定时步的大小[10]
:  

 
cour

,
 

   
 

h
t C

c
 (46) 

其中 Ccour为 Courant 系数, 本文中取 0.2; h 是光滑长

度, 见(1)式; c 为声速, 可根据杨氏弹性模量和密度

估计, 即 .c E  

在每一步计算之后 , 检查材料的应力张量是否

违背屈服准则 , 即材料的应力状态是否超过屈服点

或屈服面. 如果超过, 则通过“返回映射算法”(return 

mapping algorithm)使其恢复[6, 25]
. 

6  数值测试与讨论 

本部分通过对 3 个平面应变问题算例的数值模

拟, 对所提出的接触算法进行验证和测试. 第 1 个为

滑块沿斜坡的摩擦滑移计算; 第 2个为粗糙刚性挡墙

的被动土压力计算; 第 3个为初始地应力下柔性挡墙

的变形计算. 

在上述算例的数值模拟中 , 都使用了人工黏度

项[23]
, 其参数和 均取 1.0, 以消除不必要的计

算振荡, 提高数值稳定性; 同时, 采用返回映射策略, 

包括张拉裂缝处理及应力缩放; 另外, 使用“人工力”

以避免 SPH 计算时出现张力不稳定性, 其中, 参数 n

取 2.55
[26]

. 

6.1  物体沿斜坡的滑动 

本算例测试滑块在重力作用下沿斜坡的滑动 . 

斜坡的倾角为 30°, 如图 7 所示. 滑块为 1 m× 1 m 的

方块, 杨氏弹性模量 E=1 MPa, 泊松比 v=0.2, 密度

=1000 kg m
3

, 材料假设为线弹性模型.  

SPH模拟时将滑块离散为 25个均匀分布的粒子, 

每个粒子质量为 40 kg, 斜坡则按刚性结构模拟. 图 8

给出了坡面摩擦系数=0.15 时, 滑块运动的水平位

移与时间的关系. 其相应的理论解可按下式计算: 

  2 21
sin cos cos ,

2
    

x
u g t  (47) 

其中 t为时间; 为坡角, 取 30°; g 为重力加速度, 取

9.8 m s
2

. 

可以看出, 当参数 的取值在 00.999 时, 按

SPH 计算出的滑块水平位移与理论解都非常接近 ,  

 

图 7  斜坡及滑块 
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图 8  滑块的水平位移随时间的变化(= 0.15) 

 

表明本文给出的接触算法时正确的. 

6.2  粗糙挡墙的被动土压力  

本例通过计算土体对粗糙刚性挡墙的被动土压

力来检验接触算法的可靠性. 计算时, 挡墙视为刚体

结构 , 土体本构模型采用基于关联流动法则的

Drucker-Prager 模型, 并将其计算成果与 Sokolovskii 

提出的滑移线结果[27]进行对比.  

如图 9所示, 矩形土体长 12.5 m, 高 5 m, 杨氏弹

性模量 E=100 MPa(采用较高的杨氏模量的目的是尽

量接近滑移线法求解所用的刚塑性假设, 以便与滑移

线法的结果对比), 泊松比 v=0.3, 密度=1000 kg m
3

, 

内摩擦角=30°, 凝聚力 c=0. 直立挡墙缓慢向土体

移动, 最终达到被动土压力状态. 为了减小几何边界

的影响以便与滑移线法计算条件接近 , 挡墙的有效

高度取 4 m, 低于土体高度. 

对于上述问题, 基于不同的假设, 目前有多个理

论解或半理论解. 其中, Sokolovskii 给出的滑移线解

被认为是其中较为精确的解答之一. 根据滑移线解, 

当土体和挡墙间的摩擦角=0(完全光滑)时, 被动土

压力系数 Kp=3.0; 当摩擦角=15°(粗糙)时, 被动土

压力系数 Kp=4.62. 根据该系数容易得到作用于挡土

墙上的水平分力 Fx和垂直分力 Fy, 见表 1.  

在 SPH 模拟中, 土体采用 1000 个均匀分布的粒

子模拟, 每个粒子质量为 62.5 kg, 所有边界均以接

触来模拟. 为了降低土体内的应力振荡, 挡墙的移动

速度不是瞬间施加的, 而是在 0.5 s 内从 0 线性增加

到 0.05 m s
1

, 之后保持不变, 最终土体将达到被动

土压力状态. 本算例中, 总的计算时间取 2 s.  

图 6 和 7 给出了当挡墙的外摩擦角=15°、侵入 

 

图 9  挡墙及土体特性 

表 1  作用于挡墙上的力(土压力) 

 (°) Computation method Fx (kN) Fy (kN) 

15 

SPH, ζ=0.0（failed） — — 

SPH, =0.5 341.8 91.6 

SPH, =0.9 341.8 91.6 

SPH, =0.99 341.9 91.6 

SPH, =0.999 341.3 91.4 

Slip-line 349.9 93.7 

0 

SPH, =0.0 (failed) — — 

SPH, =0.5 243.3 0.0 

SPH, =0.9 243.2 0.0 

SPH, =0.99 243.2 0.0 

SPH, =0.999 243.0 0.0 

Slip-line 235.2 0.0 

 

量调整因子取不同数值时, 挡墙所受水平荷载 Fx

及垂直荷载 Fy的过程线.  

从图 10 中可以看到, 约在 0.5 s时刻土体已接近

极限状态, 在 0.7 s之后作用在挡土墙上的力(土压力)

已相对稳定. 因此我们采用 0.7~1.0 s 时的平均作用

力来代表 SPH的结果, 如表 1所列. 表 1中同时还给

出了=0°即墙体光滑时的计算结果.  

从图 10, 11及表 1可以看出: 对于本文所提出的

接触算法, 当 0.50.9 时, 土压力的水平分力 Fx和

垂直分力 F y 都相当接近解析解 ;  最大误差不超 

 

图 10  作用于挡墙的水平力(= 15°) 
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图 11  作用于挡墙的竖向力(=15°) 

过 3.1%; 但是, 当=0.999时, 水平分力Fx和竖直分力

Fy 在达到被动土压力状态之前均有大幅摆动, 这表明

过大不能有效处理接触, 可能带来显著的计算误差. 

6.3  弹性挡墙在初始地应力下的变形 

本例通过计算柔性挡墙在初始地应力下的变形

来验证接触算法的正确性. 计算时, 挡墙采用线弹性

模型; 土体采用基于非关联流动法则(剪胀角取 0)的

Drucker-Prager 模型 . 其计算成果将与 ABAQUS 

Explicit 有限元计算成果进行对比. 

柔性挡墙结构高 5 m, 厚 1 m, 底部固定, 用于

支撑位于其右侧的 8 m× 4 m的矩形土体. 为简单起见, 

挡墙和土体的部分材料参数取为相同 : 杨氏弹性模

量 E=5 MPa, 泊松比 v=0.3, 密度=1000 kg m
3

. 土

体内摩擦角=30°, 黏聚力 c=0. 竖向初始地应力按

y=gh 确定, 水平地应力按x=y/(1)确定, 地应

力在计算时瞬时施加. 

SPH 计算时, 共采用 1332 个均匀分布的粒子, 

每个粒子质量为 27.78 kg. 土体与挡墙间的接触边界

根据“粒子表面”确定, 挡墙与土体间的外摩擦角 分

别取 0 , 15和 30 ; 挡墙底部的固定边界条件用虚

粒子模拟; 土体底部和右侧边界则采用刚体接触模

拟, 摩擦系数取 0.577, 即等于 tan. 图 12 给出了

SPH和 FEM (ABAQUS Explicit)计算出的挡墙顶部位

移过程线, 图 13 给出了两种方法计算出的最终变形

量的匹配程度，其中 u 表示水平位移. 

可以看出, SPH 和 FEM 的位移计算结果吻合很

好. 值得指出的是, SPH 计算若采用<0.5, 将会引起

粒子混乱导致计算失败, 表明过小的容易引起计算

不稳定.  

 

图 12  挡墙顶部位移随时间的变化 

(a) = 30°; (b) = 15°; (c) = 0° 
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图 13  SPH 与 FEM 的变形计算结果对比 

 

另外, 可以看出随着挡墙与土体间外摩擦角的

增加, 位移结果更加稳定, 这是由于摩擦引起能量耗

散, 从而降低了应力和位移的振荡. 同时, 在计算初

期, FEM与 SPH计算结果之间有一定的偏离, 这主要

是两者分别采用了不同的人工黏度项而引起的. 

7  结论 

本文介绍了一种在 SPH 框架下模拟土体与刚体

或柔性结构之间摩擦滑移接触行为的算法 . 该算法

基于允许土体粒子部分侵入结构物内部的假定 , 以

模拟土体与结构碰撞时的局部变形行为 , 其优点是

它能够以一种简单的方式处理摩擦接触 , 提高了算

法的效率、准确性和稳定性. 

在这种算法中, 边界缺陷问题得到妥善解决, 从

而可以在 SPH 离散时准确计算边界粒子的加速度, 

这对于接触探测至关重要 , 同时也保证了接触计算

的准确性. 数值测试表明, 算法的稳定性依赖于参数

, 参数的值太大或太小可能会导致数值振荡甚至

SPH 计算的崩溃. 总的来说, 在 0.9~0.99, 可以确保

算法的稳定性和精度. 

应用该算法来模拟滑块、粗糙挡墙以及弹性挡墙

所涉及的摩擦接触行为, 并将计算结果与解析解或

有限元解进行了比较, 两者之间吻合很好, 表明本文

所提出的接触算法是可靠的, 可用于扩展 SPH 解决

实际问题的能力. 

为了进一步增强 SPH 在大变形方面的应用, 还

必须对本文接触算法进行改进 , 以扩展到更一般的

情况, 例如, 简单、高效地模拟两种柔性材料之间的

摩擦接触行为 , 模拟岩土工程中碎石桩的成桩过程

等, 这方面的工作有待进一步研究. 
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