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摘要 文中以满足第一及第二无限分配律的完备格为工具, 建立了格值模态命题逻辑的语义理论,

并指出这种语义是经典模态命题逻辑语义理论及 [0,1] 值模态命题逻辑语义理论的共同推广. 给出

了 QMR0 代数的定义, 并分别以 Boole 代数及 QMR0 代数为背景构建了 Boole 型格值模态命题逻辑

系统 B 及 QMR0 型格值模态命题逻辑系统 QML∗,并证明了系统 B 及系统 QML∗ 的完备性.
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1 引言

模态逻辑是数理逻辑及人工智能研究领域的一个重要方面. 它不仅是程序语义描述的有力工具,

是时态逻辑和动态逻辑的理论基础, 而且在知识表示方面表现出越来越多的优越性. 因而, 模态逻辑

自提出以来受到了学者们的广泛关注, 文献 [1–3] 对经典模态命题逻辑及其相关的逻辑系统进行了详

细论述. 随着多值逻辑与不确定性推理的长足发展, 许多学者将经典模态命题逻辑进行扩充, 建立了

多种模糊模态命题逻辑,并讨论了它们在其他若干重要领域的应用 (参看文献 [4–8]). 为了将数值计算

引入到数理逻辑中使其具有某种灵活性从而扩大其应用范围,文献 [9–12]从概念的程度化入手建立了

计量逻辑学, 文献 [12] 更是将计量化的思想引入到了经典模态命题逻辑中. 此外, 文献 [13–15] 将经典

的 Kripke 语义进行扩充, 建立了 [0,1] 值模态命题逻辑的语义理论, 也体现出了计量化的思想.

值得注意的是,文献 [4]虽然证明了若干完备性定理,但有明显的局限性: 其作者不仅要求 Kripke

模型 (W, e, A) 中的 A 为某种链, 而且为了与仅含一个变元的谓词逻辑相联系, 使模态词 2, ♦ 分别
与全称量词 ∀, 存在量词 ∃ 相对应, 其整体框架只适用于模态逻辑 S5 的推广. 本文则放弃了 Kripke

模型为全序模型的要求, 同时不再限制模态逻辑系统的类型, 将经典的模态命题逻辑及 [0,1]值模态命

题逻辑进行统一的推广. 为此, 本文选取满足第一及第二无限分配律的完备格为赋值域, 定义了格值

模态模型的概念, 并构建了相应的语义理论. 同时指出, 基本模态模型及 [0,1] 值模态模型都可以纳入

到格值模态模型的框架之下, 从而本文定义的格值模态命题逻辑是经典模态命题逻辑及 [0,1] 值模态

命题逻辑的推广. 作为格值模态模型的特例, 本文以 Boole 代数为背景, 定义了 Boole 型模态模型的

概念, 指出基本模态模型实际上是一种特殊的 Boole 型模态模型, 并构建了相应的 Boole 型格值模态

命题逻辑系统 B. 此外, 本文定义了 QMR0 代数的概念, 并以 QMR0 代数为赋值域, 定义了另一种
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特殊的格值模态模型― QMR0 型模态模型的概念, 并构建了相应的 QMR0 型格值模态命题逻辑系统

QML∗. 最后, 证明了上述两种格值模态命题逻辑系统 B 与 QML∗ 都是完备的, 即任一模态公式是系

统中的定理当且仅当它是该系统中的有效公式.

2 预备

基本模态逻辑 [1,3](即经典模态命题逻辑) 中模态公式的构成如下:

ϕ := p | ⊥ | ¬ϕ | ϕ1 ∨ ϕ2 | ♦ϕ, p ∈ Φ.

其中 Φ 为原子公式集, ⊥ 表示矛盾式, 并以 2ϕ 表示 ¬♦¬ϕ, ϕ ∧ ψ 表示 ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ), ϕ → ψ 表示

¬ϕ ∨ ψ. 全体基本模态公式之集记为 Form(♦, Φ).

定义 1[3] 基本模态逻辑的模型 (简称为基本模型) 是一个三元组M = (W,R, V ), 其中 W 是非

空的可能世界之集, R ⊂ W ×W 是 W 上的二元关系, V 是映射 V : Φ −→ P(W ), 这里 P(W ) 是 W

的幂集.

设 ϕ ∈Form(♦, Φ), w ∈ W , 则 w 满足 ϕ, 记作M , w |= ϕ, 可归纳的定义如下:

(i) M , w |= p 当且仅当 w ∈ V (p), p ∈ Φ.

(ii) M , w |= ⊥ 永远不成立.

(iii) M , w |= ¬ϕ 当且仅当M , w |= ϕ 不成立.

(iv) M , w |= ϕ ∨ ψ 当且仅当M , w |= ϕ 或M , w |= ψ.

(v) M , w |= ♦ϕ 当且仅当存在 u ∈ W, (w, u) ∈ R 使M , u |= ϕ.

定义 2[3] 设 ϕ ∈Form(♦, Φ), 如果对每个基本模型M = (W,R, V ) 及 ∀w ∈ W 均有M , w |= ϕ,

则称 ϕ 为有效公式.

命题 1[3] 设M = (W,R, V ) 是基本模型, 令

V (ϕ) = {w ∈ W |M , w |= ϕ}, ϕ ∈ Form(♦, Φ),

则

(i) V (¬ϕ) = W − V (ϕ).

(ii) V (ϕ ∨ ψ) = V (ϕ) ∪ V (ψ).

(iii) V (ϕ ∧ ψ) = V (ϕ) ∩ V (ψ).

(iv) V (ϕ → ψ) = (W − V (ϕ)) ∪ V (ψ).

(v) V (♦ϕ) = {w ∈ W | R[w] ∩ V (ϕ) 6= ∅}.
这里 R[w] = {u ∈ W | (w, u) ∈ R}(下同).

命题 2[3] 设 ϕ ∈Form(♦, Φ), 则 ϕ 是有效公式当且仅当对每个基本模型 M = (W,R, V ) 均有

V (ϕ) = W .

3 格值模态命题逻辑的语义

本节将上述基本模型进行扩充, 选取满足第一及第二无限分配律的完备格为赋值域, 构建格值模

态命题逻辑的模型及其相应的语义理论.

67



王国俊等: 格值模态命题逻辑及其完备性

定义 3 格值模态命题逻辑的模型是一个四元组 M = (W,R, e, L), 其中 W 是非空的可能世界

之集 (与定义 1 相同), L = L(∨,∧, 0, 1) 为一完备格, 且满足第一及第二无限分配律 [9], 即

a ∧ (∨i∈I bi) = ∨i∈I (a ∧ bi), (1)

a ∨ (∧i∈I bi) = ∧i∈I (a ∨ bi), (2)

其中 a, bi ∈ L (i ∈ I). 此外, ′ 是 L上的逆序对合对应, →是 L上的二元运算. R : W ×W −→ L是 W

上的 L 值二元关系. 赋值映射 e 是 L 值映射 e : W × Φ −→ L, 其中 Φ 为原子公式集. 将 L 称为赋值

域, 格值模态命题逻辑的模型简称为格值模态模型.

定义 4 设 M = (W,R, e, L) 是格值模态模型, Form(♦, Φ) 为全体模态公式之集, 则赋值映射 e

可按如下方式扩张为映射 ē : W × Form(♦, Φ) −→ L:

ē(w,¬ϕ) = ē(w, ϕ)′,

ē(w, ϕ ∨ ψ) = ē(w, ϕ) ∨ ē(w, ψ),

ē(w, ϕ → ψ) = ē(w, ϕ) → ē(w, ψ),

ē(w,♦ϕ) = ∨{ē(u, ϕ)| R(w, u) 6= 0, u ∈ W},

其中 w ∈ W , ϕ,ψ ∈ Form(♦, Φ). 称 ē 为赋值映射 e 的扩张映射, ē(w, ϕ) 称为点 w 关于公式 ϕ 的

赋值.

在不引起混淆的情况下, 我们将 e 与 ē 不加区别, 均用 e 表示.

命题 3[16] 设 L = L(∨,∧, 0, 1) 为满足第一及第二无限分配律的完备格, ′ 是 L 上的逆序对合对

应, Q ⊂ L, 则

(i) 0′ = 1, 1′ = 0.

(ii) (∨a∈Qa)′ = ∧a∈Qa′, (∧a∈Qa)′ = ∨a∈Qa′.

由命题 3 及定义 4 不难得出:

推论 1 设M = (W,R, e, L) 是格值模态模型, 则

(i) 若 2 是与 ♦ 对偶的模态词, 即满足 2ϕ = ¬♦¬ϕ (∀ϕ ∈ Form(♦, Φ)), 则

e(w, 2ϕ) = ∧{e(u, ϕ)| R(w, u) 6= 0, u ∈ W}, w ∈ W,ϕ ∈ Form(♦, Φ).

(ii) 若公式连接词 ∨ 与 ∧ 满足 ϕ ∧ ψ = ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) (∀ϕ,ψ ∈ Form(♦, Φ)), 则

e(w, ϕ ∧ ψ) = e(w, ϕ) ∧ e(w, ψ), w ∈ W,ϕ ∈ Form(♦, Φ).

例 1 设赋值域 L = ({0, 1},∨,∧,′ ) 为 {0, 1}-Boole 代数, 则 L 显然为一满足第一及第二无限分

配律的完备格, 且其上的二元运算 → 定义为

a → b = a′ ∨ b, a, b ∈ L. (3)

设 W 是非空集合, R : W ×W −→ {0, 1}, e : W × Φ −→ {0, 1}, 则M = (W,R, e, {0, 1}) 成为一格值模
态模型. 此时我们可以将模型 M 中的 {0, 1} 省略, 记为 M = (W,R, e). 需要说明的是, 此时关系 R

已退化为 W 上的经典二元关系,即 R ⊂ W ×W ,可见模型M = (W,R, e)中的可能世界之集 W 与二
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元关系 R 已与基本模型相同, 唯一的差别在于两个模型中赋值映射的不同, 因为基本模型中的赋值映

射为 V : Φ −→ P(W ) (详见定义 1).

另一方面, 若 M = (W,R, V ) 为一基本模型, 则映射 V : Φ −→ P(W ) 可按如下方式诱导出映射

V ∗ : W × Φ −→ {0, 1}:

V ∗(w, p) =





1, w ∈ V (p),

0, w /∈ V (p).

且映射 V 与 V ∗ 分别按命题 1 与定义 4 中的递归方式进行扩张后, 满足 (详见命题 4 的证明)

V ∗(w, ϕ) = 1 当且仅当 w ∈ V (ϕ) 当且仅当M , w |= ϕ,w ∈ W,ϕ ∈ Form(♦, Φ).

可见映射 V 与 V ∗ 虽然定义方式不同, 但在本质上是一致的, 因此我们将映射 V 与 V ∗ 等同看待.

此外, 不难看出映射 V ∗ : W × Φ −→ {0, 1} 已经具有了格值模态模型中赋值映射的形式. 故在

上述格值模态模型M= (W,R, e) 中, 不妨取 e = V ∗, 则由上文分析知映射 e 与 V 一致, 从而格值模

态模型M= (W,R, e) 即成为一基本模态模型. 可见格值模态命题逻辑的语义是基本模态逻辑语义的

推广.

例 2 令赋值域 L = [0, 1], ∨,∧分别为关于实值线上通常序的上确界与下确界运算,则 L(∨,∧, 0, 1)

成为一满足第一及第二无限分配律的完备格. 令

a′ = 1− a,

a → b =





1, a 6 b,

(1− a) ∨ b, a > b,

其中 a, b ∈ L, 则 ′ 为 L 上的逆序对合对应, → 为 L 上的 R0 蕴含算子 [9]. 设 W 是非空集合,

R : W ×W −→ [0, 1]为 W 上的二元模糊关系, e : W ×Φ −→ [0, 1], 则M= (W,R, e, [0, 1])成为一格值

模态模型.

另一方面, 文献 [13] 以 [0,1] 单位区间为赋值域, 建立了 [0,1] 值模态命题逻辑 (文献 [13] 中称之

为模糊模态命题逻辑) 的语义理论, 其模型是一个三元组 k = (U,R, I), 其中 U 是非空的可能世界之

集, R : U × U −→ [0, 1] 是 U 上的二元模糊关系, I 是映射 I : U × S −→ [0, 1], 这里 S 是原子公式集.

不难看出, 除了记号的差别外, 此模型与上述格值模态模型M= (W,R, e, [0, 1]) 实际上是一致的, 可见

格值模态命题逻辑的语义也是 [0,1] 值模态命题逻辑语义的推广.

4 Boole 型格值模态命题逻辑系统 B

4.1 逻辑系统 B 的语义

Boole型格值模态命题逻辑系统 B 中模态公式的构成与基本模态逻辑中的一致 (参看第 2节),并

仍用 Φ 表示原子公式集, Form(♦, Φ) 表示全体模态公式之集.

定义 5 设 M= (W,R, e, L) 是格值模态模型, 且赋值域 L = L(∨,∧,′ ,→) 上的二元运算 → 按
(3) 式定义, 其中 ′ 为 L 上的逆序对合对应. 若 L 满足

a′ ∨ a = 1, a ∈ L, (4)
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则称模型M= (W,R, e, L) 为 Boole 型格值模态模型, 简称为 Boole 型模态模型.

Boole 型模态模型中的赋值映射 e : W × Φ −→ L 仍可按定义 4 中的递归方式得到其扩张映射

ē : W× Form(♦, Φ)−→ L, 并仍将 e 与 ē 不加区别. 只是这里公式连接词 ∨ 与 → 不再独立 (ϕ → ψ =

¬ϕ ∨ ψ), 因此无需递归定义点 w 关于公式 ϕ → ψ 的赋值, 且可验证

e(w, ϕ → ψ) = e(w, ϕ) → e(w, ψ)

仍成立.

注 1 不难看出, 例 1 中定义的格值模态模型M = (W,R, e, {0, 1}) 也是一个 Boole 型模态模型,

故由其与基本模态模型的一致性知, 基本模态模型是 Boole 型模态模型. 但反之不真, 因为 Boole 型

赋值域实际上是一个 Boole 代数, 从而由 Stone 表示定理 [9] 知, 其同构于某非空集的幂集格的子代

数, 但这个子代数当然不必是可能世界集 W 的幂集 P(W ). 可见, 基本模态模型实际上是 Boole 型模

态模型的特例.

定义 6 设 ϕ ∈Form(♦, Φ), 如果对每个 Boole 型模态模型 M= (W,R, e, L) 及 ∀w ∈ W 均有

e(w, ϕ) = 1, 则称 ϕ 为 Boole 型有效公式.

命题 4 Boole 型有效公式是有效公式.

证明 令公式 ψ 是 Boole 型有效公式. 设M = (W,R, V ) 为任一基本模型, 则可作相应的 Boole

型模态模型 M = (W,R, e, L), 这里 W,R 与模型 M 中的一致, 赋值域 L = ({0, 1},∨,∧,′ ,→) 为例 1

中定义的 {0, 1}-Boole 代数, 且赋值映射 e : W × Φ −→ {0, 1} 定义为

e(w, p) =





1, w ∈ V (p),

0, w /∈ V (p).

以下用归纳的方法证明: 若 V 与 e 分别按命题 1 与定义 4 中的递归方式进行扩张后, 满足 ∀w ∈
W,∀ϕ ∈ Form(♦, Φ), 均有

e(w, ϕ) = 1 iff w ∈ V (ϕ). (5)

(i) 由映射 e 的定义方式可知, 当 ϕ 为原子公式 p 时, (5) 式成立.

(ii)设 (5)式对公式 ϕ成立, 则由命题 3知, 对公式 ¬ϕ, 有 e(w,¬ϕ) = 1当且仅当 e(w, ϕ)′ = 1当

且仅当 e(w, ϕ) = 0 当且仅当 w /∈ V (ϕ) 当且仅当 w ∈ W − V (ϕ) 当且仅当 w ∈ V (¬ϕ).

(iii) 设 (5) 式对公式 ϕ1, ϕ2 成立, 则对公式 ϕ1 ∨ ϕ2, 有 e(w, ϕ1 ∨ ϕ2) = 1 当且仅当 e(w, ϕ1) ∨
e(w, ϕ2) = 1 当且仅当 e(w, ϕ1) = 1 或 e(w, ϕ2) = 1 当且仅当 w ∈ V (ϕ1) 或 w ∈ V (ϕ2) 当且仅当

w ∈ V (ϕ1) ∪ V (ϕ2) 当且仅当 w ∈ V (ϕ1 ∨ ϕ2).

(iv) 设 (5) 式对公式 ϕ 成立, 则对公式 ♦ϕ, 有 e(w,♦ϕ) = 1 当且仅当 ∨{e(u, ϕ)|(w, u) ∈ R, u ∈
W} = 1 当且仅当存在 u ∈ W, (w, u) ∈ R 使得 e(u, ϕ) = 1 当且仅当 存在 u ∈ W, (w, u) ∈ R 使得

u ∈ V (ϕ) 当且仅当 R[w] ∩ V (ϕ) 6= ∅ 当且仅当 w ∈ V (♦ϕ).

综合 (i)–(iv) 可知, (5) 式对 Form(♦, Φ) 中所有公式都成立.

由于 ψ 是 Boole 型有效公式, 则对上述的 Boole 型模态模型 M= (W,R, e, L), 必有 ∀w ∈ W ,

e(w, ψ) = 1. 故由 (5) 式知, ∀w ∈ W , 均有 w ∈ V (ψ), 从而 V (ψ) = W . 因此, 由基本模型 M 的任意

性及命题 2 知, ψ 是有效公式. 证毕.
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4.2 逻辑系统 B 的语构及完备性

Boole 型格值模态命题逻辑系统 B 的公理集及推理规则集如下:

• 公理集:

(B1) ϕ → (ψ → ϕ).

(B2) (ϕ → (ψ → γ)) → ((ϕ → ψ) → (ϕ → γ)).

(B3) (¬ϕ → ¬ψ) → (ψ → ϕ).

(K) 2(ϕ → ψ) → (2ϕ → 2ψ).

• 推理规则集:

MP(Modus Ponens) 规则: 从 ϕ 和 ϕ → ψ 得出 ψ.

推广规则: 从 ϕ 得出 2ϕ.

命题 5 逻辑系统 B 中的公理均为 Boole 型有效公式.

证明 设M= (W,R, e, L) 为任一 Boole 型模态模型, 则由命题 3 及 (1)–(4) 式知, ∀w ∈ W , 有

e(w, (B1)) = e(w, ϕ)′ ∨ (e(w, ψ)′ ∨ e(w, ϕ)) = (e(w, ϕ)′ ∨ e(w, ϕ)) ∨ e(w, ψ)′ = 1,

e(w, (B2)) = (e(w, ϕ)′ ∨ (e(w, ψ)′ ∨ e(w, γ)))′ ∨ ((e(w, ϕ)′ ∨ e(w, ψ))′ ∨ (e(w, ϕ)′ ∨ e(w, γ)))

= (e(w, ϕ)′ ∨ e(w, ψ)′ ∨ e(w, γ))′ ∨ (e(w, ϕ)′ ∨ e(w, ψ)′ ∨ e(w, γ)) = 1,

e(w, (B3)) = (e(w, ϕ)′′ ∨ e(w, ψ)′)′ ∨ (e(w, ψ)′ ∨ e(w, ϕ)) = 1,

e(w, (K)) = [∧u∈4w
(e(u, ϕ)′ ∨ e(u, ψ))]′ ∨ [(∧u∈4w

e(u, ϕ))′ ∨ (∧u∈4w
e(u, ψ))]

= [∨u∈4w
(e(u, ϕ) ∧ e(u, ψ)′)] ∨ (∧u∈4w

e(u, ϕ))′ ∨ (∧u∈4w
e(u, ψ))

> ∨u∈4w
[(∧v∈4w

e(v, ϕ)) ∧ e(u, ψ)′] ∨ (∧u∈4w
e(u, ϕ))′ ∨ (∧u∈4w

e(u, ψ))

= [(∧v∈4w
e(v, ϕ)) ∧ (∧u∈4w

e(u, ψ))′] ∨ (∧u∈4w
e(u, ϕ))′ ∨ (∧u∈4w

e(u, ψ)) = 1.

其中 4w = {u ∈ W | R(w, u) 6= 0}(下同). 综上可知, B 中公理均为 Boole 型有效公式. 证毕.

命题 6 (B 的可靠性) 逻辑系统 B 中的定理都是 Boole 型有效公式.

证明 首先证明逻辑系统 B 中的推理规则均保持公式的 Boole 型有效性.

若公式 ϕ, ϕ → ψ 为 Boole 型有效公式, 则任一 Boole 型模态模型 M= (W,R, e, L) 及 ∀w ∈ W ,

均有 e(w, ϕ) = e(w, ϕ → ψ) = 1. 故 e(w, ϕ → ψ) = e(w,¬ϕ ∨ ψ) = e(w, ϕ)′ ∨ e(w, ψ) = 1′ ∨ e(w, ψ) =

e(w, ψ) = 1, 从而由模型M 及 w 的任意性知, ψ 为 Boole 型有效公式.

若公式 ϕ 为 Boole 型有效公式, 则任一 Boole 型模态模型 M= (W,R, e, L) 及 ∀w ∈ W , 均有

e(w, ϕ) = 1. 故当 4w 非空时, ∀u ∈ 4w ⊂ W 均有 e(u, ϕ) = 1, 从而 e(w, 2ϕ) = ∧u∈4w
e(u, ϕ) = 1. 若

4w = ∅, 则显然有 e(w, 2ϕ) = ∧∅ = 1. 从而由模型M 及 w 的任意性知, 2ϕ 为 Boole 型有效公式.

综上可知, MP 规则与推广规则均保持公式的 Boole 型有效性. 由于 B 中定理均是从公理出发运
用有限次推理规则得到, 故结合命题 5 可得, B 中定理均为 Boole 型有效公式. 证毕.

定理 1 (B 的完备性) 逻辑系统 B 是完备的, 即 ∀ϕ ∈Form(♦, Φ), ϕ 是 B 中定理当且仅当 ϕ 是

Boole 型有效公式.

证明 不难看出, 系统 B 的定理集与基本模态逻辑系统 K [3] 的定理集相同. 故由命题 4 及系统

K 的完备性 (参看文献 [3])知, Boole型有效公式均为系统 K 中有效公式, 从而是 K 中定理, 也即是

B 中定理. 再结合命题 6 即可得到系统 B 的完备性. 证毕.
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5 QMR0 型格值模态命题逻辑系统 QML∗

5.1 逻辑系统 QML∗ 的语义

QMR0 型格值模态命题逻辑系统 QML∗ 中模态公式的构成如下:

ϕ := p | ⊥ | ¬ϕ | ϕ1 ∨ ϕ2 | ϕ1 → ϕ2 | ♦ϕ, p ∈ Φ.

其中 Φ 为原子公式集, ⊥ 表示矛盾式, 并以 2ϕ 表示 ¬♦¬ϕ, ϕ ∧ ψ 表示 ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ). 系统 QML∗ 中
全体模态公式之集记为 F (Φ).

注 2 F (Φ) 与基本模态逻辑的公式集 Form(♦, Φ) 不同. 在 Form(♦, Φ) 中, ϕ → ψ 与 ¬ϕ ∨ ψ 是

相同的公式, 但在 F (Φ) 中, 二者是不同的公式.

定义 7 设 L = L(∨,∧,6, 0, 1)为一有界分配格, ′ 为 L上的逆序对合对应, 2与 →分别为 L上

的一元与二元运算. 若 ∀a, b, c ∈ L 满足

(i) a′ → b′ = b → a.

(ii) 1 → a = a, a → a = 1.

(iii) b → c 6 (a → b) → (a → c).

(iv) a → (b → c) = b → (a → c).

(v) a → b ∨ c = (a → b) ∨ (a → c), a → b ∧ c = (a → b) ∧ (a → c).

(vi) 2(a → b) 6 2a → 2b.

则称 L = L(∨,∧, ′,→,2) 为 QMR0 代数.

注 3 QMR0 代数实际上是去掉 R0 代数 [9] 定义中的最后一个条件 (详见文献 [9]), 并增加了与

模态词相关的一元运算 2 得到的代数, 因此我们称其为准模态 R0 代数, 简记为 QMR0 代数.

事实上, 许多代数结构都满足定义 7 中的条件 (i)–(v), 例如我们所熟知的 MV 代数与 R0 代数,

因此只需在其上定义一元运算 2 满足条件 (vi), 即可使其成为 QMR0 代数.

命题 7 设 L = L(∨,∧,′ ,→,2) 为 QMR0 代数, 则 ∀a, b, c ∈ L, 以下性质成立:

(i) a′ = a → 0.

(ii) a → b = 1 当且仅当 a 6 b.

(iii) a → (b → a ∧ b) = 1.

(iv) 若 b 6 c, 则 a → b 6 a → c; 若 a 6 b, 则 b → c 6 a → c.

(v) a ∨ b → c = (a → c) ∧ (b → c), a ∧ b → c = (a → c) ∨ (b → c).

定义 8 设 M= (W,R, e, L) 为一格值模态模型, 其中赋值域 L = L(∨,∧,′ ,→,2) 是 QMR0 代

数, 则称模型M 为 QMR0 型格值模态模型, 简称为 QMR0 型模态模型.

QMR0 型模态模型中的赋值映射 e : W × Φ −→ L 仍可按定义 4 中的递归方式得到其扩张映射

ē : W× F(Φ)−→ L, 并仍将 e 与 ē 不加区别, 均用 e 表示.

定义 9 设 ϕ ∈ F (Φ),如果对每个 QMR0型模态模型M= (W,R, e, L)及 ∀w ∈ W 均有 e(w, ϕ) =

1, 则称 ϕ 为 QMR0 型有效公式.

5.2 逻辑系统 QML∗ 的语构

QMR0 型格值模态命题逻辑系统 QML∗ 的公理集及推理规则集如下:

• 公理集:
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(Q1) ϕ → (ψ → ϕ ∧ ψ).

(Q2) (¬ϕ → ¬ψ) → (ψ → ϕ).

(Q3) (ϕ → (ψ → γ)) → (ψ → (ϕ → γ)).

(Q4) (ψ → γ) → ((ϕ → ψ) → (ϕ → γ)).

(Q5) ϕ → ¬¬ϕ.

(Q6) ϕ → ϕ ∨ ψ.

(Q7) ϕ ∨ ψ → ψ ∨ ϕ.

(Q8) (ϕ → γ) ∧ (ψ → γ) → (ϕ ∨ ψ → γ).

(Q9) (ϕ ∧ ψ → γ) → (ϕ → γ) ∨ (ψ → γ).

(K) 2(ϕ → ψ) → (2ϕ → 2ψ).

• 推理规则集:

MP 规则: 从 ϕ 和 ϕ → ψ 得出 ψ.

推广规则: 从 ϕ 得出 2ϕ.

注 4 不难看出, 系统 QML∗ 中的公理 (Q1)–(Q9) 实际上分别是逻辑系统 L∗[9] 中公理 (L∗1)–

(L∗9) 的代换实例 [3]. 故在不含模态词的情形下, (Q1)–(Q9) 即成为系统 L∗ 中的定理. 但 L∗ 中的公
理 (L∗10) 却不必为系统 QML∗ 中的定理. 因此, 我们称上述 QMR0 型格值模态命题逻辑系统为准模

态 L∗ 系统, 简记为 QML∗.
此外, 文献 [3] 中指出, 基本模态逻辑系统 K 的公理集包括公式 (K) 及经典二值命题逻辑系统

L[9] 中定理的代换实例, 即模态重言式 (详见文献 [3]). 可以验证, 系统 QML∗ 中的公理 (Q1)–(Q9) 均

为 K 中的模态重言式,从而均是 K 中的定理. 但 K 中定理 (ϕ → (ψ → γ)) → ((ϕ → ψ) → (ϕ → γ)),

即系统 L 中公理 (L2)[9] 的代换实例, 却不必为系统 QML∗ 中的定理.

实际上, 可以证明公式 (ϕ → (ψ → γ)) → ((ϕ → ψ) → (ϕ → γ)) 不是 QMR0 型有效公式. 为此,

可构造一个 QMR0 型模态模型, 其赋值域 L 为 MV 代数 [0,1], 并在 L 上定义运算 2 满足 2a = a 若

a > 1/2, 否则 2a = 0, 则 L(∨,∧,′ ,→,2) 为一 QMR0 代数. 可证公式 (ϕ → (ψ → γ)) → ((ϕ → ψ) →
(ϕ → γ)) 关于此赋值域并不是 QMR0 型有效公式.

命题 8 在系统 QML∗ 中,

(i) HS(hypothetical syllogism) 规则成立, 即由 ϕ → ψ 和 ψ → γ 得出 ϕ → γ.

(ii) 公式 ϕ → ϕ, (ϕ → ψ) → (¬ψ → ¬ϕ) 均为定理.

(iii) 若公式 ϕ, ψ 是定理, 则 ϕ ∧ ψ 也是定理.

(iv) 若公式 ϕ → ψ, γ → χ 是定理, 则 ϕ ∨ γ → ψ ∨ χ 也是定理; 若公式 ϕ → γ, ψ → γ 是定理, 则

ϕ ∨ ψ → γ 也是定理.

命题 9 (QML∗ 的可靠性) 逻辑系统 QML∗ 中的定理都是 QMR0 型有效公式.

证明 在逻辑系统 QML∗ 中,若公式 ϕ, ϕ → ψ为 QMR0 型有效公式,则任一 QMR0 型模态模型

M = (W,R, e, L)及 ∀w ∈ W ,均有 e(w, ϕ) = e(w, ϕ → ψ) = 1. 故 e(w, ϕ → ψ) = e(w, ϕ) → e(w, ψ) = 1,

从而由命题 7(ii) 知, 1 = e(w, ϕ) 6 e(w, ψ), 即 e(w, ψ) = 1. 由模型M 及 w 的任意性知, ψ 为 QMR0

型有效公式, 因此 MP 规则保持公式的 QMR0 型有效性. 又, 类似于命题 6, 可证推广规则也保持公

式的 QMR0 型有效性, 从而逻辑系统 QML∗ 中的推理规则均保持公式的 QMR0 型有效性.

此外, 由定义 7 及命题 7 易证, 系统 QML∗ 中的公理均为 QMR0 型有效公式. 由于 QML∗ 中定
理均是从公理出发运用有限次推理规则得到, 故 QML∗ 中定理均为 QMR0 型有效公式. 证毕.
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5.3 逻辑系统 QML∗ 的完备性

在系统 QML∗ 中, 可按通常方式定义公式集 F (Φ) 上的可证等价关系 ∼, 即 ϕ ∼ ψ 当且仅当

ϕ → ψ 及 ψ → ϕ 均为 QML∗ 中定理.

命题 10 可证等价关系 ∼ 是 F (Φ) 上的 (¬,∨,→,2) 型同余关系 [17].

证明 首先由命题 8(i)(ii) 易证, ∼ 是 F (Φ) 上的等价关系. 下证 ∼ 还是 F (Φ) 上的 (¬,∨,→,2)

型同余关系:

(i) 若 ϕ ∼ ψ, 则 ϕ → ψ 是定理, 故由命题 8(ii) 及 MP 规则知 ¬ψ → ¬ϕ 是定理. 同理可证

¬ϕ → ¬ψ 也是定理, 故 ¬ϕ ∼ ¬ψ.

(ii) 若 ϕ ∼ ψ, γ ∼ χ, 则 ϕ → ψ, γ → χ 是定理, 从而由命题 8(iv) 知 ϕ ∨ γ → ψ ∨ χ 是定理. 同理

ψ ∨ χ → ϕ ∨ γ 也是定理, 故 ϕ ∨ γ ∼ ψ ∨ χ.

(iii)若 ϕ ∼ ψ, γ ∼ χ,则 γ → χ是定理,由 (Q4)及 MP规则知 (ϕ → γ) → (ϕ → χ)是定理. 同理,

由 ψ → ϕ 是定理知 ¬ϕ → ¬ψ 是定理, 从而 (¬χ → ¬ϕ) → (¬χ → ¬ψ) 也是定理. 再由 (Q2) 及命题

8(ii),运用两次 HS规则即得 (ϕ → χ) → (ψ → χ)是定理. 综上,运用 HS规则即得 (ϕ → γ) → (ψ → χ)

是定理. 同理可证, (ψ → χ) → (ϕ → γ) 也是定理, 从而 ϕ → γ ∼ ψ → χ.

(iv) 若 ϕ ∼ ψ, 则 ϕ → ψ 是定理, 故由推广规则知 2(ϕ → ψ) 是定理, 从而由 (K) 及 MP 规则得

2ϕ → 2ψ 是定理. 同理可证 2ψ → 2ϕ 也是定理, 故 2ϕ ∼ 2ψ. 证毕.

由于可证等价关系 ∼ 是 F (Φ) 上的 (¬,∨,→,2) 型同余关系, 故 F (Φ) 关于 ∼ 的商代数 F (Φ)/ ∼,

记作 F , 是 (¬,∨,→,2) 型代数. 将 F 中的元用 [ϕ] (ϕ ∈ F (Φ)) 表示, 这里 [ϕ] = {ψ ∈ F (Φ)| ϕ ∼ ψ}.
命题 11 商代数 F = F(Φ)/ ∼ 是 QMR0 代数, 其中的偏序关系 6 由

[ϕ] 6 [ψ] 当且仅当 ϕ → ψ 是定理

确定, 且 F 上的 ¬,∨,→,2 运算如下定义:

¬[ϕ] = [¬ϕ], [ϕ] ∨ [ψ] = [ϕ ∨ ψ], [ϕ] → [ψ] = [ϕ → ψ], 2[ϕ] = [2ϕ]. (6)

证明 易证上述 6 的定义合理且的确为 F 上的偏序. 由于可证等价关系 ∼ 是 F (Φ) 上的 (¬,∨,

→,2) 型同余关系, 从而 (6) 式中关于 F 上的 ¬,→,2 运算的定义合理, 且易证 ¬ 为 F 上的逆序对合
对应.

又, 由 ϕ → ϕ ∨ ψ 及 ψ → ϕ ∨ ψ 是定理知 [ϕ ∨ ψ] 是 {[ϕ], [ψ]} 关于 6 的上界. 设 [γ] 是 {[ϕ], [ψ]}
的任一上界, 则 ϕ → γ, ψ → γ 是定理, 故由命题 8(iv) 知, ϕ ∨ ψ → γ 是定理, 从而 [ϕ ∨ ψ] 6 [γ], 可见

[ϕ ∨ ψ] 是 {[ϕ], [ψ]} 关于 6 的上确界, 从而 F 上的 ∨ 运算的定义也合理.

设 > 是 F (Φ) 中的定理 (下同), 则可证对每个公式 ϕ ∈ F (Φ), 均有 ϕ → > 是定理, 故 [ϕ] 6 [>],

从而 [>] 是 F 中的最大元, 即 1. 类似可证, [⊥] 是 F 中的最小元, 即 0.

最后, 由命题 8 不难证明商代数 F 满足定义 7 中的条件 (i)–(vi), 从而是一个 QMR0 代数. 证毕.

定理 2 (QML∗ 的完备性) 逻辑系统 QML∗ 是完备的, 即 ∀ϕ ∈F(Φ), ϕ 是 QML∗ 中定理当且仅
当 ϕ 是 QMR0 型有效公式.

证明 由命题 9 知只需证 QMR0 型有效公式均为 QML∗ 中定理.

设 ϕ 是 QMR0 型有效公式. 做 QMR0 型模态模型M= (W,R, e, L) 如下:
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令 W 是非空集, 赋值域 L = F 为 F (Φ) 关于 ∼ 的商代数, R : W ×W −→ F 为 W 上的 F 值二
元关系, 赋值映射 e : W × Φ −→ F 满足

e(w, p) = [p], p ∈ Φ,w ∈ W.

则可由 (6) 式归纳证明, 赋值映射 e 按定义 4 进行扩充后, 满足

e(w, ψ) = [ψ], ψ ∈ F (Φ), w ∈ W.

由于 ϕ 是 QMR0 型有效公式, 故对上述 QMR0 型模态模型 M = (W,R, e, L) 及 ∀w ∈ W , 均有

e(w, ϕ) = [ϕ] = 1 = [>], 从而 ϕ 是 QML∗ 中定理. 证毕.

6 结束语

本文首先以满足第一及第二无限分配律的完备格为赋值域, 定义了格值模态模型的概念, 并构建

了相应的语义理论,从而将经典模态命题逻辑及 [0,1]值模态命题逻辑的语义理论进行了统一推广. 其

次,以 Boole代数为背景,定义了 Boole型模态模型的概念,并构建了相应的 Boole型格值模态命题逻

辑系统 B, 证明了系统 B 的完备性. 最后, 定义了 QMR0 代数的概念, 并以 QMR0 代数为赋值域, 定

义了 QMR0 型模态模型的概念, 并构建了相应的 QMR0 型格值模态命题逻辑系统 QML∗, 证明了系
统 QML∗ 的完备性. 需要说明的是, 除本文所提及外, 满足第一及第二无限分配律的完备格还具有其

他若干良好的性质 [18], 可以将这些性质进行抽象化处理, 并类似于系统 B 与系统 QML∗ 建立其他的
格值模态命题逻辑系统. 我们将于另文中构建这些系统并讨论他们的完备性及相互关系.
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Abstract Based on the concept of the complete lattice satisfying the first and second infinite distributive laws,

the present paper introduces the semantics of the lattice-valued modal propositional logic. It is pointed out

that this semantics generalizes the semantics of both classical modal propositional logic and [0, 1]-valued modal

propositional logic. The definition of the QMR0-algebra is proposed, and both the Boole-typed lattice-valued

modal propositional logic system B and the QMR0-typed lattice-valued modal propositional logic system QML∗
are constructed by use of Boole-algebras and QMR0-algebras, respectively. The main results of the paper are the

completeness theorems of both the system B and QML∗.
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