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波动控制中的递减法及谐波滤波器
*
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(北京大 学力学系
,

北京 1〕犯71 )

梁以德
〔香港大学 土木及结构工程系

,

香港 )

摘要 提出了波动控制的递减法并应用于对任意扰动的波动控制
.

分析了递减 法

的溢出问题
.

提 出谐波滤波器概念以解决溢出问题
.

用模态方法和用递减法处理频

率密集结构控制的算例表明
,

递减法有其发展前景
.

关扭词 钾分子
一
原子 扩散带 受激辐射

波动控制的研究在航天结构领域中逐渐引起人们的重视
,

可归纳成两方面的原因
.

( l) 工程 中需要提 出新方法
.

随着航天科学和技术 的发展
,

出现了 一些难于用传统方

法
,

例如模态方法 ! l一 3}
,

解决的振动控制问题
.

例如
,

一些大型柔性结构的扰动传播呈现明显

的波动现象 ;在一些特殊工作状况下
,

某些区域要求始终不受扰动影响 ; 由于一些材料阻尼的

非线性机制
,

使并非高阶模态都 可忽略
.

因此
,

经典的模态控制方 法受到 挑战
,

需要 人们研

究新的方法
.

( 2) 在波 动控制研究 中需要建 立体系
.

关于波动 控制 的研 究
,

已 有 不 少工 作
.

V o 们

R ot o w l4 一 “ }和其他一些研究者 l ’
,

吕l提出了新的方法和方向
,

但后续工作显得零散而不成体系
.

需要建立系统的理论体系
,

以推动波动控制研究的发展
.

本文提出一种波动控制的新方法— 递减法
.

它适用于一列谐波以 及任意波
.

本文还

分析了该方法的溢出问题
,

给出了谐波滤波器的方法以解决溢出问题
.

这 一套方法具有下列

意义
: 从另一角度来解决振动控制问题 ; 对解决波动控制 问题具有 一定普遍性 ; 利用此法可

能解决一些结构振动控制中的难题
,

如频率密集的结构的振动控制
.

数值算例表示
,

在某些

情况下
,

递减法 比模态控制法有效
.

本文还是初步的
,

有待完善和推广
.

1 波动中的递减法 19一川

考虑如下分布参数系统

i万+ L
。 “ = 0

,

其中 几是一线性算子
,

对均弦法或杆
,

气 = 一日知xz,

方程 ( l) 的谐波解的向右传播部分表小为

u
(

x ,

t ) = e
·

夸
《·

( l )

对均匀梁
,

L
。
二护/日x’.
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其中 又是波 长
, 。 是波速

,

i 一丫
一 1

.

在方程 ( l) 的右端引人反馈算 r
,

亏砂+ L
o
w = L

`
w

.

犬、

了

、 (x , 。)一 月(、 ) e ·

夸
`

一
,一 , (x )。 (x ,

: )

其中 A ( x) 是解的衰减系数
.

表达式 ( 4) 表示新系统的波动解
,

它的波幅沿空 间衰减
.

将 ( 4 )式代人方程 ( 3 )
、

( 2 )式代人方程 ( l ) 后
,

孑一

( 3 )

(4 )

!建

卜
、 (·卜 。 (了、 )一

葱
、 “ (·

l
一 “

,

“ (· )一

(5 )

其中 〔丫一
矛z!

j ! (月一 j )
对梁 乌= 日夕日分

,

对弦或杆
,

仁= 一 。 ’

/ ,?x
,

.

方程 ( 5) 给出反馈算 r 和衰减

系数间的关系
.

当算 r L’ 给定后
,

(A x ) 叮以被确定
.

反之
,

也可由给定的 (A x) 确定 L’
.

解 w (
x ,

r )也可写成

、 (x ,

; ) 一 。 ( ; )e ·

夸
`

一
,一 。 (刀 u (x ,

r )
.

(6 )

这意味着波幅随时间衰减
.

类似于方程 (5 )
,

关 f (B O和反馈算 r f 的关系是

2加 + B u = L
`

B “
.

(7 )

应该指出
,

将 上述由分布参数形式表达的控制力施加 于结构 卜是 可能的
,

借助 于钾能材料

和钾能结构是 种途径
.

这意味着 L述理论的实际物理背景
.

2 结构的波动控制 191

这 里
,

我们给出一个研究振动控制的新想法
,

就是从基于递减法的波动控制方法来解决振

动控制问题
.

问题的提法为
,

如何利用递减法控制结构中初始扰动的传播
.

其有边界条件和初始条件的运动方程是

、、 + L w = j丈x
,

t )
,

尽w = :

0
,

i = l
,

2
,

…
,

r ,

( 8 )

w (x ,

0 ) 一 a ( x )
,

w ( x ,

0 ) = b (x )
,

其中 尽是边界条件算 子
, ; 是边界条件的个数

.

反射波的解如 卜

令 w L

(x
,

t) 和 w气
* ,

)t 分别是 向左和 .句右传播的波动解
,

R ’ ,

R R

是反射算 r
,

p (x) 足

传播算 r
.

于是

w “
( 0

,

r ) = R ’ w ’
(O

,

r )
,

w ’
( l

,

r )一 R “ w R

( l
,

r )

w “
(x

,

t ) = p (x ) w “
(0

,

r )
,

w L

(x
,

t ) = p ( 1一 x )。
,
L

( I
,

t )
.

令 哄
l )

,

、毕厂
, ·

是第 次反射
、

第 二次反 射
、

… 后的波动解
,

有
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哄
.)一 p (x )R L w L

( 0
,

: ) + p ( l一 x ) R
R w R

(l
,

t ) = w( 认+ w( 认
,

w (。 一 p (
x ) R

L w
几(o

, `) + p (l 一
x ) R

“ w
瓜( l

, `) =

p (x ) R ’ p ( l ) R “ w “
(l

,

t ) + P ( l 一 x ) R “
(P l ) R L w L

( o
,

l ) =

w( 毖
+ w匕

) ,

(9 )

( 10 )

等等

初始条件能表示为谐波的级数

?
户互二 , , 、

?
, ,

互兰

u Lx ) = 乙 c , e , , D Lx ) 一 乙 a ` e
J

, ( 1 1)

然后
,

每一向左和向右传播的谐波可以找到
.

砖是
,

用设计第一谐波的衰减率能控制初始扰动的传播
.

3 递减法的溢出问题

递减法存在控制溢出间题
.

令 L’ 二 谐波的衰减

尽 = e `P, 十 ’ 叼 , ,` ,

j = l
,

2
,

…

称 jP
,

qj 为谐波衰减率
.

将上式代入方程 ( 7)
,

有

对
一
劣
一 jP qj + 2气

c马一 g 、 一 0,

ZjP qj 一 Zkj
C jP 一 g Z

qj + g Z

kj
c = o

,

( 12 )

( 13 )

、 。 ,
,

_ j2 7t

其中 气一份
’

由某些指定的谐波衰减率 八
,

q `

确定 g ,

和 9 2

后
,

其他谐波的衰减率 由这些 g
,

和 9 2

确定
.

如果 尽( )t 中的每一 jP 都是负的
,

则不存在控制的溢出间题
,

否则
,

就会出现溢出
.

这里给出一个例子
.

对于一根弦
,

两个衰减率指定为 p :
= 一 1

.

0
,

p
Z二 一 0 :9 由方程 ( 12 )

和 ( 13) 确定出 g ,

和 头
.

然后
,

其他谐波的衰减率由计算得到
,

如下所示

P
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.
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一 ( )
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14 5 9

0 恻 9 7

一 《)
.

(州9 1

0
.

0 58 4

在这种情况下
,

将发生溢出
.

4 谐波滤波器概念

为了从理论 上解决溢出问题
,

我们提出谐波滤波器概念
.
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方程 (3)的响应可表达为谐波的级数

w (x ,

; ) =
艺电 (; )甲

,

(
x )

,

这里 电 (r ) 一尽( r ) e ’ “ ` ) ` ,

尹 ,

(、 ) 一 e ’ “ ` ·

将上式代人 方程 ( 3)
,

于是

成( t ) + (气cj )
,

电 ( t ) = jF ( t )
,
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,

2 … ( 14 )
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图 l E ul er 梁的振 动控制

为梁轴
,

y 为梁的位移
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其中月t ) (是谐波控制力
.

系统的控制力是

f (x
, ` ,一

互月“ , , ,`x
,

·

( 15 )

将乓 ( r )设计成月 ( t ) = L今甲
, ( t )

,

例如

月(t ) = 夕。电( t ) + 夕2 ,

电(t )
·

( 16)

可以看到
,

不同谐波的控制力是正交的
.

所以
,

可以通过设计每一谐波的控制力以确定总

的控制力
,

达到避免溢出的目的
.

作为一个例子
,

分析一悬臂 E ule
r 梁

,

初始条件是

u
(x

,

0 ) = x ,
/l

, ,

泛(
x ,

0 ) = 0
.

首朱
,

用不带谐波滤波器的递减法分析该梁的振动控制
.

由前 两阶谐波的衰减率设计控

制力
.

梁的位移由图 l (a) 一 ( k) 中的虚线表示
.

取 了 11 个时间步长
,

无量纲步长 水 = .0 05
.

可以看到
,

由于控制溢出
,

结构是不稳定的
.

然后
,

用谐波滤波器的概念设计控制力
.

梁的位移由图 1(a) 一 (k) 中的实线表示
.

运动得

到控制
.

因此
,

谐波滤波器的引入是有效的
.

5 解决具有密集频率的结构的振动控制的一种尝试

具有密集频率的结构的振动控制间题
,

用传统的模态控制法 I’ l 求解
,

遇到很大困难
,

其原

因是对应密集频率的模态对于结构参数变化特别敏感
.

我们试图用波动递减法和谐波滤波器

方法解决这一问题
.

因为这种方法不依赖于模态
.

现用图 2 所示的离散系统的例子来说明方法的运用
.

散系统的递减法可参考文献【川
.

在例 中
,

不失一 般性
,

。 ,
= l

,

(i二 l
,

2
, ` ’ ` ,

10)
.

离 令次仁启
冲

令 夕
而

祝口碑
m

1 0

如果 k
,

和 k : 比 k
`

(i = 2
,

3
,

…
,

10 ) 大很多
,

例如 k . = l
,

图 2 频率密集的系统

k .: = .0 97
,

k Z二 k 3二
·

一 k l。二 0
.

03
,

此时第 9 阶和第 10 阶频率非常接近
.

如果 k
.

和 k
l。
有很小的变化

,

例

如
,

k
Z

至 k
.。
不 变

,

k
l
= 0

.

9 5
,

k
,:

=

1
.

0 2
,

则第 9 和第 10 阶频率只有 很

小的变化
,

但第 9 阶和第 10 阶模态

发生了很大的变化
,

分 别如 图 3 (a)

和 ( b) 所示
,

其 中原 系统的模态 用

实线表示
,

变化后 的系统的模 态用

虚线表示
.

考虑在初始扰动

一 0
.

5

一 1
.

0

一 0
.

5

图 3 第 9 阶和第 or 阶模态的变化

(a )为第 9 阶
.

(b )为第 10阶

, `一 s`n `

合
,

乡
`一 U

,

`一 `
,

2
,

… 10

下系统的振动控制
.

首先用模态控制法
,

用 10 阶模态进行控制
,

令各阶模态衰减率为 一 0
.

6
,

用变化前的参数

设计控制规律
,

分别作用于原系统和变化后的系统
.

原系统和变化后的系统受控制后的位移
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分别用实线 和虚线绘于图 4中
,

( a) 一 ( f) 表示随时 间增 长的 6 个时刻 的位移
.

时间步长

△ t 二 0
.

0 5
.

可以看出
,

当系统参数有了小的扰动
,

用原系统设计的控制规律作用于变化后的系统

是不适合的
,

可能导致系统不稳定
.

、

一一夕

一
一

王

一 5
.

0一

厂|阵||

一 2
.

5

图 4 用模态控制法进行振动控制
x 为质且位 t

.

y 为质点位移

然后
,

用递减法和谐波滤波器方法分析此系统
,

对前 10 阶谐波进行控制
.

由原系统指定

的衰减率设计的控制规律作用于变化后的系统
,

得到变化后的系统的衰减率
.

两者的衰减率

变化也只是小量
,

运动也基本相同
.

图 5 (a) 一 (j )是 10 个时刻的位移
,

△ t = 0 0 5
.

两个系统的

位移在 图中无法辩别
.

它们都得到有效的控制
.

6 结论

带谐波滤波器的递减法是结构波动控制理论中一种新的
、

有发展前景的方法
.

它也可用

来处理振动控制问题
,

此时
,

它可 以避免模态控制法的一些缺点
,

尤其是在处理频率 密集的结

构的振动控制时
,

显得更为突出
.

分布的控制力可以用两种方法实现
,

智能材料或用许多集中力近似
.

将本文方法扩展到二维结构
,

如板
、

壳
,

是有吸引力的
.
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图 5 用递减法进行振动控制
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