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突破传统奈奎斯特率采样下雷达成像是对地观测的
重大需求. 压缩感知展示了可能性, 但其成像复杂度高
于常用雷达, 难实用化. 获奖人原创地提出稀疏信息处
理的 L1/2正则化理论, 证明 L1/2能在比 L1更少的采样下
实现稀疏信号重构, 是 Lq(0<q<1)中唯一具有解析解且
最稀疏的正则化格式, 并存在快速算法, 从而为解决广
泛的稀疏信息处理问题提供了不同于传统的高效求解
范式, 形成了稀疏雷达成像的原创成像理论; 提出基于
雷达回波模拟算子的成像新原理, 将原有稀疏雷达成像
算法的单步迭代复杂性从 N2减少到 Nlog(N)量级, 实现
了与常用雷达算法复杂性相当, 为稀疏雷达的实用化带
来了可能; 提出稀疏雷达设计与评估的 3D 相位图方法, 

与 L1/2重构和基于回波模拟算子成像一起构成稀疏雷达
成像的系列核心新技术. 据此研制成功全球首部稀疏雷
达原理样机, 开展机载实验应用, 验证了新理论与新技
术的正确性与有效性. L1/2 正则化理论也已成功应用于
CT 成像、无线通讯、生物信息、地震信号处理、电力
系统优化、城市交通、机器人跟踪、机器学习、图像处
理、光谱解混、医学、脑科学、天文学与天文物理等广
泛领域, 展示了其普适性价值. 
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摘要    稀疏雷达成像旨在远低于奈奎斯特率采样下对稀疏场景实施高分辨率微波成像. 本文概述作者在解决这

一问题上的系统探索与创新实践. 核心贡献包括: 提出L1/2正则化理论作为新的稀疏雷达成像理论, 提出不直接基

于雷达观测而基于雷达回波模拟算子重构的稀疏雷达成像新模型, 提出以3D相变图分析为依据的稀疏雷达成像

系统设计方法等. 根据新的理论、模型和设计方法, 研制了首部稀疏雷达原理样机并开展了机载实验. 实验验证了

所提新理论、新模型与新方法的正确性和可行性, 展示广阔应用前景.   

关键词    压缩感知, 稀疏雷达成像, L1/2 正则化 
  

 
 

1  引言 

雷达数据采集一直是以香农采样定理(即奈奎斯

特率)为基础的, 因而在军事侦测、地球遥感等涉及

大范围、高分辨率观测应用中面临挑战: 或难以实现

期望的高采样率, 或带宽限制难以支持实时处理, 或

系统复杂难以机载或星载. 所以, 如何突破奈奎斯特

率采样 , 以更少的采样实现高分辨率观测是稀疏雷

达成像的重大基础科学问题与技术问题. 21世纪初发

展起来的压缩感知理论[1~4]展现了利用观测场景的稀

疏性解决问题的新构想, 但通用框架(L1正则化)对采

样率要求依然过高, 且重建依赖雷达观测矩阵, 计算

复杂度高, 难以用于大场景及实用化.  

本文第一作者所领导的团队根据巴拿赫空间几

何理论, 在文献[5~8]中提出了压缩感知的L1/2正则化

理论. 该理论首次揭示: L1/2正则化能在比L1更少的

采样下实现稀疏信号重构, 是Lq(0<q<1)中唯一具有

解析解且最稀疏的正则化格式 , 能够像L1一样快速 

求解 , 从而为解决广泛的稀疏信息处理问题提供了

迥然不同的求解范式,特别形成了稀疏雷达成像的一

个新的原创成像理论 [9~12]. 为了突破计算复杂性瓶

颈, 我们通过解析雷达成像过程的数学表示, 建立其

近似逆表示(称为雷达回波模拟算子), 进而提出了不

直接基于雷达观测矩阵而基于雷达回波模拟算子成

像的稀疏雷达成像新模型 [13,14]. 这一新模型将原有

稀疏雷达成像算法的单步迭代复杂性从N2减少到了

Nlog(N)量级 , 实现了与常用雷达算法复杂性相当 , 

从而为稀疏雷达的大场景应用与实用化铺平了道路.  

本文第二作者所领导的团队提出运用3D相变图

方法设计稀疏雷达系统, 三维坐标分别为稀疏度、信

噪比和采样比 [15~17]; 实现了全球首部稀疏雷达原理

样机并开展了机载实验 . 该机载实验验证了稀疏微

波成像中欠采样方式优化的可行性以及评估工具3D

相变图的有效性. 通过对不同稀疏度、采样比、信噪

比条件下的稀疏微波重构图像性能的分析 , 结果表

明: 基于L1/2理论和雷达回波模拟算子的稀疏雷达成

像是可行和有效的 , 具有提升现有雷达系统成像性

能的潜力和广泛的应用前景[18,19]. 
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2  L1/2正则化与基于L1/2正则化的稀疏雷达

成像 

2.1  压缩感知 

由Can, Romberg & Tao[1~3]和Donoho[4]等人2006

年提出的压缩感知(compressive sensing, CS)理论开

创了一类颠覆传统的信息获取技术: 对于一类信号, 

可以在远低于传统奈奎斯特率采样下实现完全重建. 

这样的一类信号即所谓的稀疏信号(换言之, 在某一

个字典或基底下具有表示稀疏性的信号). 压缩感知

的本质是利用信息表示的稀疏性 , 将传统的采样与

压缩合并 , 并通过求解更复杂的优化问题重构来实

施信息获取 , 如图1所示 . 压缩感知的意义在于: 它

突破了传统的采样方式, 以更经济的方式(如更简单

的雷达设备、更宽的带宽)获取信息, 从而为高复杂

性信息的获取、处理与应用带来了可能.  

不同于传统信息获取方式的解压缩重构 , CS重

构是经由求解一个如下形式的线性方程组来实现的:  
 = Φ ,y x  (1) 

这里 ∈ my R 是测量矩阵(也称感知矩阵) ×Φ ∈ m NR 对信

号 ∈ Nx R 测量所获得的测量值 . 由于压缩感知特性

本质上要求 <<m N , 上述线性方程组是方程个数远

远小于方程未知数的欠定方程, 存在着无穷多解. 考

虑到信号的稀疏性 , 人们将上述欠定方程组的求解

转化为如下的L0极小化问题 

 
0

min
x

x  s.t. ,y x=Φ  (2) 

或对应地, L0正则化问题 

 { }0
min ,

x
y x xλ− +Φ  (3) 

这里 ||x0||称为L0范数, 表示向量x的非零元素个数, λ
是正则化参数, 控制优化目标与约束间的均衡. 求解

L0正则化问题(2)是一个NP难问题, CS的通用作法是

将其凸松弛到如下L1正则化 

 { }1
min .

x
y x xλ− +Φ   (4) 

其中
=

=1
1

N

i
i

x x 是x的L1范数, 它是L0范数的紧凸松

弛形式. L1正则化(4)是一个凸优化问题, 它的解可以

通过任何已知的凸优化工具获得. 由于此, L1正则化

一直是压缩感知领域最为通用和流行的重构框架 . 

有关求解L1问题的各种算法及可重构性理论 , 可参

见[20].  

2.2  L1/2正则化理论 

随着压缩感知研究的深入 , 人们很快发现基于

凸松弛的L1正则化常常并不能产生足够稀疏的解 , 

这意味着 , 它并不能保证在使用尽可能少的测量下 

 

图 1  传统的信号获取方式与压缩感知技术的对比．(a) 先采样再压缩的传统方式; (b) 将采样与压缩结合的压缩感知方式 
Figure 1  The comparison of classical signal acquisition method and compressive sensing method. (a) The classical method: compressing followed by 
sampling; (b) Compressive sensing method: Simultaneously compressing and sampling 
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精确重构原始信号 . 于是 , 考虑在(3)中使用L0范数

的非凸松弛被多位学者提出 [5~7,21~23]. 这其中的一个

最自然的想法是使用非凸的 ⋅ q

q
正则项, 即采用如下

的 < <(0 1)qL q 正则化框架:  

 { }min ,q

qx
y x xλ− +Φ  (5) 

问题是: 这样的 < <(0 1)qL q 正则化问题是非凸、非

Lipchitz连续的, 理论上难以研究而且也很难有快速

的求解算法. 另外 , 即使 < <(0 1)qL q 比L1更好 , 但q

有无穷多可能的选择, 哪一个q又是最好的呢? 本文

作者在文献[5~8]中对这些问题开展了系统研究, 给

出了确定回答 , 并由此建立起了此后被广泛称之为

L1/2正则化理论的压缩感知新理论.  

考虑如下L1/2正则化问题 

 { }1/ 2

1/ 2
min ,

x
y x xλ− +Φ  (6) 

L1/2正则化理论主要说明了 3件事情 : (ⅰ ) L1/2是

≤ ≤q (1 2 1)L q 中最稀疏的正则化格式 , 而当0<q< 

1/2时 , L1/2与Lq的解稀疏程度无显著差异(参见图2), 

L1/2因此在Lq(0<q<1)中具有特殊重要性; (ⅱ) L1/2正则

化问题的解具有解析形式x*=H(x*,λ), 这里 ⋅( )H 为由

(9)~(11)所定义的Half阈值算子; (ⅲ) L1/2正则化的解

能够通过如下的Half阈值迭代算法快速求解:  

 ( ) ( ) ( )( )1 ; ,t t tTx H r x λ+ = Φ +  (7) 

 ( ) ( ) ,t tr y x= − Φ  (8) 

其中Half阈值算子定义为 

 
λ λ λ= 1 2( , ) ( (u , ), ( ), , ( , )) ,T

NH u h h u h u  (9)  

 
λ λ

λ
λ

 <= 
 ≥

( , ),
( , ) ,

0,

g s s
h s

s
 (10) 

 ( )2 2 2( , ) 1 cos , ,
3 3 3

g s s f sλ λ  = + π −  
  

 (11) 

 

图 2  基于稀疏信号恢复的Lq相变图. 图中黄色表示理论上已知的L1 正则化相变线, 每个点的颜色表示 100 次重复实验中成功恢复的比率, 蓝

色表示全部恢复成功, 红色表示全部恢复失败. 横轴表示采样比率(M/N), 纵轴表示稀疏比率(k/M)[7] 
Figure 2  Phase diagram of sparse signal recovery via Lq regularization. The yellow part represents the theoretical L1 regularization phase-transition 
lines. The colors of every point indicate the frequency that the 100 repeated experiments succeed. The blue color announces that 100 experiments are all 
successful while the red color represents that the experiments all fail. The horizontal axis is the sampling ratio (M/N) and the vertical axis is the sparsity 
ratio (k/M)[7] 
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2/3
2( , ) arccos .

2
f s

s

λλ
  
 =      

 (12) 

L1/2正则化理论的重要性在于揭示了比流行L1正则化

框架更为诱人的L1/2稀疏重建格式: 它不仅能在比L1

更少的采样下实现稀疏信号重构,而且能像L1一样快

速求解, 在Lq(0<q<1)所有的这些非凸正则化格式中, 

它是唯一具有如此优良性质的格式. 这样, L1/2正则化

提供了一个新的更加有效的稀疏信息处理模式. 有关

L1/2正则化的更深入研究与应用可参见文献[24~27]. 

2.3  雷达回波模拟算子 

虽然CS框架(例如上述L1/2正则化框架(6))可直接

应用于稀疏雷达成像, 但这是以存储、反复计算雷达

观测矩阵为基础的. 观测矩阵内存和迭代重建中使用

矩阵-向量乘法运算的计算复杂度都是场景像素点数

的平方阶. 由于构成观测矩阵的矩阵元素包含距离-方

位耦合项, 因此在观测场景的空间尺度较大时, 利用

观测矩阵进行稀疏重构将消耗海量内存. 例如, SAR回

波网格数目为1024×1024, 数据存储和计算均采用双精

度格式, 将二维满采样回波矩阵重新排列为一维向量, 

则存储观测矩阵所需内存至少为16 TB. 由此可见, 受

限于当前数据处理器的硬件系统性能, 基于CS框架的

成像算法无法直接应用于原始数据SAR成像.  

为了突破这样的计算复杂性瓶颈 , 通过解析雷

达成像过程的数学表示, 建立其近似逆表示(将其定

义为雷达回波近似观察算子 , 或称雷达回波模拟算

子), 提出了基于回波模拟算子的方位距离解耦微波

成像方法 [13,14], 可有效解决稀疏重构过程中带来的

计算量和内存需求大的问题 , 实现基于稀疏信号处

理的SAR原始数据域成像 , 在满采样数据条件下使 

得现有SAR系统的成像质量显著提升 , 在欠采样数

据条件下实现雷达图像的无模糊重构 . 这一新模型

将原稀疏重构算法复杂度由平方阶降低到线性对数

阶, 内存使从平方阶降到线性阶,实现了与常用雷达

算法复杂性相当 , 从而为稀疏雷达的大场景成像及

实用化带来了可能. 

雷达回波模拟算子提供了对雷达观测的一个近

似, 其原理如上述图3所示, 原始场景为RadarSat-1图

像. 只要成像算法M足够高精度, 可有 

 =M IΦ 或 = † ,MΦ  (13) 

若M的(广义)逆 †M 存在, 那么 †M 就可以用来近似Φ. 

由于M通常是由方位向和距离向的一维算子组成(方

位-距离解耦), 如果这些一维算子可逆 , 则 †M 可解

耦 , 可称之为雷达回波近似观测或雷达回波模拟算

子. 由于 †M 能快速计算且所需内存量小, 因此以近

似观测代替直接CS框架处理会降低计算复杂度.  

下面以距离多普勒回波模拟算子进行说明 . 距

离多普勒算法包含距离脉冲压缩、距离徙动校正和方

位脉冲压缩等三个主要步骤, 其过程可以表示为:  

 RD a a rcmc a r r
1

r
1( ) [ ( [ ])],− −=    ΜY F M F YF F  (14) 

式中 , RD ( )⋅ 表示由距离多普勒算法定义的成像算

子; Y为雷达系统接收到的二维回波数据, Y中每个行

向量表示在同一方位向采样位置接收到的距离向采

样数据; Fr和Fa是分别用来实现距离向和方位向傅立

叶变换的傅立叶矩阵, 1
r
−F 和 1

a
−F 为它们的逆傅立叶

变换; Mr和Ma是分别是用来实现距离向和方位向脉

冲压缩的匹配滤波矩阵 , rcmc 是用来实现距离徙动

校正的插值算子. 令 RD ( )M = ⋅ , 可得:  
1 * *

RD a rcmc a a r r
1

r
† 1= ( ) ([[[ [ [ ])] ,] ]M −− −=  :  X F M F X F M F  

(15) 

 

图 3  SAR成像观测示意图 
Figure 3  Diagram of SAR imaging observation  
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式中, RD ( )⋅ 是用来表示距离多普勒算法逆成像过程

的回波模拟算子; 1
rcmc
− 是用来模拟回波数据距离徙

动的插值算子 . 由此便定义了距离多普勒算法诱导

的雷达近似观测算子. 由(15)所定义的雷达近似观测

算子使得 †M 复杂性为O(Nlog(N)), 而存储复杂性为
d(N).  

根据  (6), 给定任一雷达回波模拟算子 †M , 基

于L1/2正则化的稀疏雷达成像模型可概括为 

 { }2 1/2†
1/22

min .
x

y M x xλ− +  (16) 

特别地, 当 †M 为由距离多普勒算法诱导的雷达回波

模拟算子(15)时, 基于上述模型的一个稀疏雷达成像

算法如图4所给出.  

根据图4, 在上述成像算法的每一迭代步, 残差

中有用的信息首先被匹配滤波提取出来 , 然后通过

迭代校正, 实现了基于L1/2正则化的成像. 得益于回

波模拟算子的应用 , 新的重建算法单步迭代复杂性

仅为O(Nlog(N)), 远低于一般稀疏微波成像的计算

量. 这样, 新的雷达成像模型不仅达到了降采样的目

的,同时也能像当前雷达一样可用于大场景, 并获得

高质量的SAR成像 . 新算法不仅可以在远低于奈奎

斯特率采样下对稀疏场景进行成像并提高恢复质量, 

而且和匹配滤波一样可以快速计算 . 新方法对现有

稀疏雷达成像算法的效率提升可达百倍 , 从而解决

了稀疏雷达成像的实用性问题. 

3  基于3D相变图的稀疏雷达成像系统 

3.1  3D相变图概述 

稀疏雷达成像的性能取决于观测对象的稀疏度、

观测矩阵的性质及信噪比 . 从数学上度量观测矩阵

性质的已有很多指标 , 如零空间性质 (null space 

property, NSP)[28]、约束等距性质(restricted isometric 

property, RIP)[1]、RIPless[29]以及相关性(incoherence)

条件 [30]等 . 这些指标或难以计算(如NSP和RIP), 或

难以用于雷达参数的定量分析(如RIPless), 或条件过

于严格无法对雷达观测矩阵使用(如Incoherence). 另

外,所有这些准则通常都是与信噪比无关的, 不能完

全刻画稀疏雷达成像系统性能.  

相变图的概念源于物理学中的热力学 , 是一种

描述材料热力学性能的图表 . 一个处于热力学平衡

状态的物质系统 , 可以由若干个有边界可分的均匀 

 

图 4  基于距离多普勒近似观测算子的L1/2 正则化稀疏雷达成像算法 
Figure 4  Flowchart of L1/2 regularization based sparse radar imaging 
algorithm via range-doppler approximated observation operator 

部分组成, 每一个均匀的部分称作一个相, 不同相之

间发生的转变称为相变[31]. Donoho等人[32]将相变图引

入到稀疏信号处理理论, 用以衡量在不同采样比和稀

疏度条件下一个稀疏模型的完全重构能力. 在线性模

型选择、鲁棒数据拟合以及压缩感知重构中, 如果模

型的复杂性超过了一定的门限, 会出现重构失败, 亦

即发生相变. 对稀疏信号处理而言, 这些门限决定了

在欠采样情况下, 欠采样/稀疏度折中的边界.  

为了对稀疏雷达系统分析提供工具, 将上述2D

相变图概念推广到了3D情形[16,17]. 定义3D相变图的

维度分别为重构信号的稀疏度、采样比和信噪比, 如

图5所示. 在不同稀疏度、采样比和信噪比条件下, 通

过比较相变图中重构成功/失败区域, 能够评估和比

较不同系统参数下的稀疏雷达系统性能 . 重构正确

与否可采用重构结果和实际场景的相对误差来判定,  
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图 5 雷达成像性能相变图及 3 个截面图 
Figure 5  3D phase diagram and 2D slices of radar imaging performance  

也可以采用均方误差和支撑集误差来度量 . 我们提

出用相变边界曲线来精细刻画稀疏雷达中稀疏度、采

样比、信噪比与准确重建概率之间的关系.  

3.2  基于3D相变图的稀疏雷达参数设计 

3D相变图可以用于对稀疏雷达系统中的信噪

比、稀疏度、采样比等参数进行设计. 信噪比约束了

稀疏雷达系统设计中的发射功率、天线增益、接收机

噪声、作用距离等要素; 稀疏度反映了给定稀疏雷达

参数的条件下, 雷达对观测场景的要求; 采样比体现

了测绘带宽与数据率之间的关系 , 降采样使同样测

绘带宽条件下数据率降低 , 同样数据率条件下潜在

测绘带宽变大. 

下面的例子说明了3D相变图反映信噪比、稀疏

度、采样比与重构性能之间的关系. 雷达发射线性调

频信号, 其平台速度为100 m/s, 平台高度为4 km, 目

标最近斜距为1 km, 波长为0.1 m, 带宽100 MHz, 脉

冲宽度2 μs, 天线方位向长度为5 m, 脉冲重复频率

为100 Hz, 采样频率100 MHz. 在此条件下进行仿真, 

相变图中的3个坐标轴范围如下 : 信噪比为−5.5~20 

dB; 稀疏度为5%~17.75%, 场景目标随机分布; 采样

比为0~71.5%, 采样方式为随机采样 ; 重构方法为

L1/2算法. 图6~8中白色区域表示可以重建, 黑色区域

表示不能重建, 二者的边界处的重建性能显著变差, 

K表示目标数, M表示采样数, N表示场景网格数. 图

7显示了不同采样比下, 雷达成像性能随信噪比和稀

疏度的变化趋势, 说明采样比越高, 可恢复的区域越

大 , 系统重建性能越好 . 图6显示了不同信噪比下 , 

雷达成像性能随采样比和稀疏度的变化趋势 , 说明

信噪比越高 , 可恢复区域越大 , 系统重建性能越好 . 

图8显示了不同稀疏度下, 雷达成像性能随信噪比和

采样比的变化趋势, 说明场景越稀疏, 可恢复区域越

大, 系统重建性能越好. 以上分析可以作为稀疏雷达

系统参数设计的依据. 
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图 6  不同采样比M/N下的信噪比-稀疏度相变截面图 
Figure 6  Slices of SNR/Sparsity of 3D phase diagram at different under-sampling ratios 

 

图 7  不同信噪比SNR下的采样比-稀疏度相变截面图 
Figure 7  Slices of Under-sampling ratios/Sparsity of 3D phase diagram at different SNR 

 

图 8  不同稀疏度K/N下的信噪比-采样比相变截面图 
Figure 8  Slices of SNR/Under-sampling ratios of 3D phase diagram at different sparsity 

3.3  3D相变图实验验证 

根据3D相位图及结合稀疏雷达成像设计方法 , 

中国科学院电子学研究所研制了稀疏雷达成像原理

样机 , 开展飞行实验获取稀疏微波成像雷达原始数

据, 验证了稀疏雷达成像的基本原理, 以及其在提升

系统性能方面的潜力[18,19].  

在稀疏雷达成像原理样机飞行实验中 , 观测区

域为天津滨海地区稀疏度为9.5%, 信号重构方法为

基于距离多普勒近似观测算子正则化稀疏雷达成像, 

采样方式为非均匀采样, 采样比为70%. 通过对原始

数据叠加高斯白噪声, 使信噪比分别下降3, 6和9 dB. 

该实验目的为验证基于雷达回波模拟算子正则化稀

疏成像和利用3D相变图设计稀疏雷达采样比、信噪

比等参数的可行性. 实验结果如图9所示. 

从图9可以看出, 随着信噪比的下降, 成像性能

依次下降, 在信噪比降低6 dB后已经开始出现重构

“失败”. 相变图分析同样证实了上述结论, 从图10的

相变图中可以看出 , 对于9.5%稀疏度的场景 , 信噪

比下降3 dB后, 则进入了重构“失败”区域. 信噪比对

于稀疏雷达成像性能有显著的影响 , 高信噪比有利

于提高系统的重构性能 , 但信噪比的提高又受到成  
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图 9  不同信噪比稀疏雷达成像结果. (a) 原图像; (b) 信噪比降低 3 

dB; (c) 信噪比降低 6 dB; (d) 信噪比降低 9 dB 
Figure 9  Results of sparse radar imaging at different SNR. (a) Original 
image; (b) SNR decreased by 3 dB; (c) SNR decreased by 6 dB; (d) SNR 
decreased by 9 dB 

本、天线尺寸、器件性能等因素的制约, 可以通过3D

相变图分析稀疏雷达信噪比的约束条件.  

4  研究展望 

4.1  稀疏雷达成像: 从二维到三维 

基于正则化理论的稀疏雷达成像在遥感应用中

已经获得了重要应用, 例如: SAR图像增强[33,34]、模

糊抑制[35]、TOPS SAR和滑动聚束不同工作模式SAR

成像 [36,37]、一发多收SAR成像 [38,39]、宽角/圆迹SAR

成像[40,41]、逆SAR成像[42,43]、三维合成孔径雷达(Three 
Dimensional SAR, 3D-SAR)[44].  

3D-SAR[45,46]是二维SAR和InSAR的拓展和延伸, 

它通过电磁波传播方向的脉冲压缩、雷达平台运动形

成的方位向合成孔径、实孔径或多次航过构成切航迹

向孔径的方式对成像场景进行三维观测 . 三维成像

处理能够获得成像目标的3D位置和散射特性, 具有

3D分辨能力. 层析SAR、阵列下视3D-SAR等均可实

现3D成像. 在实际3D-SAR应用中, 其高程维分辨率

远低于另外两个维度的分辨率, 影响了3D图像效果. 

由于目标散射特性在高程维是稀疏的 , 因此稀疏信

号处理理论可应用于高程向的超分辨成像 . 目前德

国和意大利已经成功地将稀疏信号处理应用于星载

TomoSAR成像, 使3D雷达的图像质量得到了显著提

高[44,47,48].  

将L1/2正则化理论应用于阵列下视3D-SAR成像

意义重大. 阵列下视3D-SAR近年来受到越来越广泛

的关注 [49~51]. 虽然它在城市测绘等方面具有较大的

优势和应用潜力 , 但是在实现上仍存在一些技术挑

战. 首先, 阵列下视3D-SAR的载荷平台通常为机载

平台, 跨航向的阵列通常布置在机翼下端, 这导致了

阵列长度很短 . 由于跨航向的分辨率与观测距离成

正比、与阵列长度成反比, 实际的阵列长度很难满足

实际飞机平台高度下对跨航向高分辨率成像的需求. 

其次, 阵列下视3D-SAR需要较小的阵元间隔来获得

较大的下视观测测绘带宽、避免栅瓣效应, 在阵列长

度一定的情况下, 需要较大的阵元数目, 使得系统复

杂度较高、数据量较大, 这给数据存储以及快速高效

成像带来困难 . 城市人工目标的高程向后向散射系

数是稀疏的, 因此基于L1/2正则化理论的稀疏重构算

法可以克服阵列下视3D-SAR系统中的这些困难, 可

提升三维高程分辨率.  

4.2  压缩感知: 从低阶到高阶 

稀疏雷达成像总体上是以压缩感知为基础的 . 

压缩感知理论与方法的发展必然会对稀疏雷达成像

技术的发展产生深刻影响 . 压缩感知的总体发展则

是正在从低阶走向高阶.  

传统压缩感知研究的是向量 , 或者说是以向量

为载体的一阶信号 , 此时的稀疏性主要体现在向量

自身或变换后的向量其非零元素个数远小于向量自

身的维度. 然而, 实际应用中常常需要处理像推荐系

统、图像分析、量子断层扫描等这样的二阶信息, 换

言之, 以矩阵作为载体的信息. 于是, 一个自然的问

题是: 如何对矩阵对象发展压缩感知技术?  

Recht等人[52]对这一问题给出了肯定回答, 由此

摧生了有关低秩矩阵建模问题(如低秩矩阵分解、低

秩矩阵恢复、低秩矩阵填充、稳健主成分分析)的广

泛研究[53,54]. 从统一的观点看, 矩阵的秩可被阐释为

二阶(即矩阵)稀疏性度量, 因而不同类型的低秩矩阵

建模问题均可看作为如下的二阶稀疏恢复问题的特

例, 即 

 ( ){ }0,
min

L S
rank L Sλ+  s.t. s.t y=A

 
(L+S), (17)  

这里A :  ( )1 2
1 2

N N mR R m N N× → × 为一欠采样 
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图 10  不同信噪比重构性能相变图. (a) 原图像; (b) 信噪比降低 3 dB; (c) 信噪比降低 6 dB; (d) 信噪比降低 9 dB 
Figure 10  3D phase diagram of reconstruction performance at different SNR. (a) Original image; (b) SNR decreased by 3 dB; (c) SNR decreased by 6 
dB; (d) SNR decreased by 9 dB 

算子, 它在不同的问题背景下呈现不同的形式, λ为
正则化参数, L与S分别为大小为m1×m2的低秩与稀疏

矩阵, 并且原始数据矩阵X=L+S. 显然, 除了一阶稀

疏恢复问题所考虑的向量稀疏性度量
0

⋅ 外, 二阶稀

疏恢复问题还考虑了矩阵的二阶稀疏性即秩函数

( )rank ⋅ . 已有研究表明[55], 类似于向量L1正则化与L0

正则化方法之间的等价关系 , 在欠采样算子A
 
满足

一定条件下, 问题(17)的精确解同样可通过求解如下

凸优化问题获得 

 { }* 1,
min

L S
L Sλ+  s.t. y=A (L+S), (18) 

这里λ为正则化参数, 
*

L 被称为矩阵的核范数(定义

为矩阵所有奇异值之和), 它是L1范数从向量到矩阵

的自然推广, 因而(18)可以看成是二阶情形的L1正则

化 . 如果类似推广向量的Lq(0<q<1)数到矩阵情形 , 

对应(18)也可以定义二阶Lq正则化问题[56]. 相较传统

的基于一阶向量的稀疏建模技术 , 基于二阶矩阵的

稀疏建模技术可以更好地表达数据的复杂结构 , 因

而在许多领域 , 特别是图像处理领域有着十分广泛

而深入的应用, 参见文献[57~59]. 

上述对二阶压缩感知推广的成功自然激发人们

进一步将压缩感知推广到更高阶的情形 . 这样的热

望也受到现实应用的强烈驱动, 因为像视频处理、三

维雷达成像、高光谱遥感图像分析、通信网络流分析

等应用都有着某种自然的稀疏性结构 . 所有这些应

用可以认为都是以三阶及以上张量作为信息载体的

(图11直观展示了一阶、二阶和三阶张量), 因而建立

张量压缩感知理论成为当前研究热点.  

类似于前述的向量与矩阵情形 , 高阶稀疏信息

处理亦可一般地建模为张量恢复问题 , 即如何从尽 
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图 11  向量(一阶张量)、矩阵(二阶张量)与三阶张量的直观展示 
Figure 11  The illustration of a vector (first-order tensor), a matrix (second-order tensor) and a third-order tensor 

可能少的观测信息中利用目标张量的各类稀疏性来

精确恢复目标. 高阶张量的一个本质先验是各个模态

下的低秩性, 这常常被称之为高阶稀疏性. 然而, 不

幸的是, 高阶张量并不具有类似于矩阵奇异值分解那

样的唯一分解形式, 这使得不同的张量分解可以导出

不同的张量秩定义 , 进而导致不同的高阶稀疏性度

量. 如何定义最合适的高阶稀疏性度量仍未定论(一

个最新的一般性定义见文献[60]). 给定一个高阶稀疏

性度量 , 高阶张量恢复问题可以表述为下述一般形

式:  

{ }
,

( ) ( ) (min . . , ,)
 

 s t    f g yλ+ × = = +
L S

L S A X X L S  (19)  

这里L与S
 
分别表示目标张量X

 
拟分解成的两个结

构化部分(如视频中的前景和背景, 去噪中的干净部

分与噪声部分), f(L )与g(S )分别表示对L
 
与S

 
的极小

化目标 , 它们通常都与对应张量的某种高阶稀疏性

有关. 根据(19), 张量稀疏恢复问题的核心是: 在尽

可能少的采样信息 y 下和在极小化f(L )和g(S )的意

义下 , 通过将目标张量X
 
分解成两个有特别意义的

部分L与S
 
来精确重构X

 
. 由此, 我们不难理解, 张

量稀疏恢复问题有着极为广泛的应用 , 特别对雷达

图像的目标信息处理 . 张量恢复问题亦可扩展到为

更为一般的情形 , 即目标张量X
 
分解为多个结构化

张量 

 
1

( 2).
J

j
j

J
=

= >X X  (20) 

而对每一个结构化张量有着特定的极小化目标 . 需

要指出的是 , 尽管基于张量的高阶稀疏建模方法已

经在一些具体问题上取得甚为成功的应用 (如文

献[60,64]), 但相应的模型、算法及理论研究方兴未

艾, 是目前稀疏信息处理与机器学习领域的热点.   
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评 述 

Summary for “基于 L1/2 正则化理论的稀疏雷达成像” 

Sparse radar imaging based on L1/2 regularization theory 
Zongben Xu1*, Yirong Wu2, Bingchen Zhang2 & Yao Wang1   
1 Research Institute for Mathematics and Mathematical Technology, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049, China; 
2 Institute of Electronics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China 
* Corresponding author, E-mail: zbxu@xjtu.edu.cn 

Sparse radar imaging seeks to provide high-performance radar imaging technique for observed scenes by using L1/2 regu-
larization method. This article surveys our systematic explorations and innovative practices for tackling such problem. 
The key contributions include a new sparse radar imaging theory based on L1/2 regularization theory, a new sparse radar 
imaging model based on echo simulation operator, a new sparse radar imaging system evaluate approach based on 3D 
phase diagram. 

The synthetic aperture radar (SAR) imaging can be formulated as a L1/2 regularization problem, which optimizes a 
quadratic error term of radar imaging. The method can implement SAR imaging effectively at lower sampling rates than 
Nyquist rate and produce higher quality images with reduced sidelobes. Echo simulation operator is constructed to gen-
erate SAR raw data by means of inverse of matched filter-based imaging procedure, instead of the exact observation ma-
trix. The echo simulation operator based model forms a new radar imaging method, which reduces the computational 
complexity and memory occupation to the same order as matched filter imaging algorithm, and hence, makes L1/2 regu-
larization reconstruction of large-scale considered scene become possible. 3D phase diagram is employed to analyze and 
evaluate the performance of sparse radar imaging system. In 3D phase diagram, success rates of signal recovery can be 
derived from the statistics of relative errors between the ground truth and the recovered signals. The success rates for 
each combination of SNR, sparsity and sampling ratio are provided to form a three-dimensional phase diagram. The trend 
of success rates is presented accurately by taking advantage of 3D phase transition boundary. We design the sparse radar 
prototype and conduct a series of airborne experiments, which demonstrate the applicability and potentials of the sparse 
radar imaging. 3D phase diagram is used to evaluate the relationship between reconstruction performance and signal-to- 
noise ratio. The experimental results verity the effectiveness of the L1/2 regularization method and the feasibility of 3D 
phase diagram.  

The sparse radar imaging based on L1/2 regularization has promising application prospects. Firstly, it could be general-
ized to deal with 3D-SAR imaging, which achieves better flexibility for system design and super-resolution capability of 
height dimension for reconstruction property. Then, we review some of the most popular techniques to exploit sparsity, 
for recovering high-dimensional matrices and higher order tensors from compressive measurements, and further empha-
size the broad application prospects of higher order compressive sensing in 3D-SAR imaging. 

compressed sensing, sparse radar imaging, L1/2 regularization 
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