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摘 要

本文在文献 2[ l 的基础上引进广义数系统
.

定义了以广义数为基础的广义

函数 (本质不同于 L
.

cs h w ar tz 的分布 )
,

研究了勒贝格积分的推广
.

将这理论

应用于分布
,

便得到对 舀 函数等的自然理解
.

对广义 数应用于量子场论中
,

也作

了一些尝试性的工作
.

在量子力学发展过程中
,

iD acr 首先提出 8 函数
,

开始仅是理解为一种特定的符号 ltt
.

然而这类函数在近代物理及数学领域中
,

却 日愈显示出其根本性的重要意义
.

1 9 5 0 年法

国学者 L
.

sc hwa rt :
提出了分布论则是把这类函数理解为基本空间的线性泛函

,

以此来

奠定其数学基础
.

众所周知
,

基本空间是由具一定数学性质的普通实变函数组成
.

因此

sc hw ar t z
的观点是一种简接以实数作为基础的观点

:
在这里函数关系被泛函所代替

.

1% 4 年作者 z[] 曾引用
“ 。 , 一

列
”
解决拓扑空间的 。 ; 一

距离化问题
.

设 。 二

为规则初始序数
,

并设
x

~ (
x 。 , 二 : ,

…
, : 。 ,

… )

及
、 、沙、、了目.二,ù

J`、/几、y ~ (夕
。 ,

y ; ,

… y
。 ,

… )
,

其中
x 。 , y

。

均为实数
, “ < 。 ;

.

当存在某个 a0 < 。 ;

合于下列条件时
,

口< 丙 时
, x , ~ y , -

x 。 。

< 夕
。 。 ,

即
x < 夕

.

文献 〔1z 中曾定义
x
与 夕 间的加减运算关系

.

如记 几
。

~ {
二 ; 夕并 丙 时

x , 一 0}
,

于是容易看出 几
。

是与普通实数同构的 (对一切运

算 )
.

称 几
。

为第丙 数区
,

于是当
“ < 夕时

·
“ 数区的每个非零元素对 夕数区而言均是 (正

、

负 )无限大 ; 声数区的每个元素对
a
数区而言均是无限小

.

因此
,

这里便将无限分了等级 :

同一数区的数均与普通实数同构
,

不同数区的数则是
“
不可通约的

” .

一
、

广义数的基本概念

这里研究下述形状的列
: 二

~ ( …
, : 一二 ,

…
, 二。 , x : ,

…
, : 。 ,

… )
, 二 与 ”

均为自

然数
,

且只有有限个 二 ,

使
x 一 , 特 0

.

定义几种运算
:

l) 序及加减运算 (见文献 【2 1;)
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.
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2)设
`
为实数

,

则定义

区的单位元 ) l ( , 〕:

1 (* )

亡尤一阴 ,
` x0

,

…
, 。 x 。 ,

… ) ; 引用符号仅数...(
~ ( …

, 0 ,

…
,

0 , 0 ,

… )
,

( 3 )

第 左位

其中及可正
、

可负也可以是数 0
.

于是
二 一 艺

r *
一

x l 。* .)

( 4 )

3 ) 定义乘法为
:

1 ( m 〕 x l ( , )
~ 1( m+ 。 〕

二 ·

, 一 艺 艺 (
二 ,

·

,
。

) x l (* )

( 5 )

( 6 )

。
及 畏均是整数 )

.

4 ) 除法定义
.

设
x

、 、2
.

、了朽了只
ù了叹、 /.、

欠 叨 + ” 二互

y 及
z
在上述 3 ) 意义下有关系

y
.

; ~
x ,

二
是

x
除以 夕的商

,

记作

ó说

及(m既

y

容易验证
,

在上述运算定义下
,

列
x 之集便是一个有序域

,

术公式现在仍然成立
.

而有关实数的一些基本算

广义数的定义
.

定义了上述运算的列
x
之集便称之为广义数系统

, x
称作广义数

.

每一数区 I
。

(
。
是整数 ) 与实数具有相同构造

,

而不同数区间的关系则是无限大与无

限小的关系
.

广义数系统是一有序域
.

二
、

广 义 函 数

不难给出以广义数为基础的函数定义
,

这完全与普通实变函数的定义方式相同
,

因此

勿需重述
.

这样的函数
,

本文即称之为广义函数
.

寻常所观察到的量只是普通实数
,

这相 当于广义数的一个数区
,

恒约定是第 。 数区的

数
.

因此
,

普通实变函数则是定义于 I 。

的某集合 E ,

且于 I 。

取值的广义函数
.

下边讨论

广义函数的连续性
.

实际改变量
.

设
: 一 艺

x 。
X l(n

。
及

: 十 △二 一 艺 (x + △ x)
。

x l(n
) ,

又设 二 为

一固定整数
.

如果当
, < 。 时恒有 (

二 十 △ x)
。

一 x 。 ,

即称 。 二
( x) ~ (

二 + △ x)
。 一 二二 为

x 的实际 ( , ) 改变量
.

以后凡 出现符号 △
。

( x)
,

△
,

(户 时
,

不加声明
,

均指这种意义下的

实际改变量
.

定义 1
.

设 y 一 f ( x) 是定义于 E 的广义函数
, x 。 〔 E 而 m 与 n 为整数

.

如对任意的

正实数
8 > 0 均有相应的实数 占 > 0 ,

使之合于条件
: 】纵 ( x0 ) } < 占 (及

x 〔 E ) 时
,

}△
。

( y。

) } < 。 ,

( 9 )

即称 f (
x
) (关于 E ) 于

x 。

是准 ( m , 。
) 连续的

,

其中
x 。

是广义数
.

若 m ~ , ~ 0
,

即得普通连续性概念 ;而当
, < m ~ 0 时

,

说明即使函数取值 (平常
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所说的 )的 仍可考虑其某种连续性
.

对于准 (。
,

心 连续性有下列初等定理
.

定理 1
.

在点
二。 ,

如果 f
,

(
x
) 与 f

Z

(
x
) 准 ( m , ,

) 连续
,

则 f (
x
) ~ f

l

(
x
) 士 f

:

(
x
) 也准

( , , ,
) 连续

.

定理 2
.

在点
x 。 ,

如果 f
;

(
x
) 及 f

:

(
x
) 各是准 ( m , , :

) 与准 (。
, , ,

) 连续
,

那么 f (
x
)一

f
:

(
x
)

·

f
Z

(
x
) 便是准 (。

, ,

) 连续的
.

其中
,

~ m in {
, :

+
, 2 , , ;

+ 及
2 , , :

+ 左
1

}
,

而 左
`
是

使 {f
;
(

x 。

) } * 尹 0 的最小标号 及~ 及
;

.

定理 .3

时
,

{f (
x
) }

,

在点 x0
,

设 f (
x
) 准 (。

,

心 连续
,

并设存在正实数 占> 0 ,

笋 0 ,

而 {j (
x
) }

* 一 0 (及< 。
)

,

则
j (

x
)
便是准 (。

,

一 ,
)

使当 }△
,
(

x
) } < 8

连续的
.

{f (
x
) }

。

的意义 为
: f (

x
) 一 艺 { r (

x
) }

,

x l ( 。 〕
.

定理的证明从略
.

定义 2
.

设 y ~ f (
x
) 为定义于 E 的广义函数

, x 。 〔 E
.

m , , , △ ,
(

x
) 与 入 ( y ) 等符号

意义同上
.

如果存在实数 s 合于条件
:
对任意实数

。 > o 有实数 占> 0, 使当 }纵 ( x0 )l <

占时
,

(夕
。

)
云二吞方一

` < 8 ( 1 0 )

即称 5 x z。一。 ) 为 y 一 f (
x
) 在点

x 。

(相对于集 E ) 的 (。
, ,

) 导数
.

关于 ( m
, ,

) 导数一些初等性质的讨论在此从略
.

三
、

广义函数的积分

不失一般性
,

可假定以下的函数 y ~ 了(
:
) 是定义于整个广义数系统上的

,

因为讨论

积分时可于函数定义域外补值 。
.

记 E ~ {
二 ; f (

x
) 祷 0}

,

我们分以下两种情况及若干步

定义积分
,

1
.

设
x 〔 E 时

, : 一 ,。

一 。 恒成立
, 。 一 0 ,

1
, 2 ,

·

…
为叙述清楚起见

,

可将 y ~ f (
二
) 明显表为

:

夕一 ( …
, 夕一 , ,

…
, 夕。 ,

…
, 夕

。 ,

… )
,

( 1 1 )

其中 , , 一 , , (
x
) ~ , * [ (…

, x
~

,

…
, x 。 ,

…
, r 。 ,

… ) ]
.

第一步
.

记 (H
。 ,
为满足下列条件 印 )

。
的全部实数

二。

之集
:

(尸)
。 :
设

x 一 ( …
, o ,

…
, o , x 。 ,

…
, x 。 ,

… ) 及 夕~ f (
x
) 一 (…

, y ~
,

…
, y。 ,

…
,

儿
,

… )
,

则

( l )
。 , 一

,。

一 0 : m > 0
·

( 1 2 )
。

( 2 )
。 夕。

仅与 x 。

有关 夕。
~ 夕。

(
x 。

)
.

由 f (
x
) 定义实变函数 f`

0 ,
(

x 。

) 为
:

, (。 )
(
二。

) 一
{飞

当 x。 〔 仔
。 , ,

或不确定
,

其它
.

如果 厂
。 ,
x( 0) 是勒贝格可积的 (自然此时 ( 13 )

。

式右端第二种情况的

格测度为零的集合 )
,

积分值记作
。 。̀〕 .

继续进行下列第二步
.

( 13 )
。

x 。
便是线性勒贝
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第二步
.

( P )
; :当

固定
x。 ,

并首先按下列条件定义实数
x :

的集合仔
” :
对

x ` 〔 仔
1)
恒有性质

x 一 .( 二
, O ,

…
, o ,

丈。 , x l ,

刀

> I

, x 。 ,

… ) 时
,

`压.吐

、 .产、 .矛,一几5,二,主了几、了̀、

( I )
, 夕一

,

= 0
,

( 2 )
: 夕一 :

仅与

自然其中 (H
, ,
等则是随

x 。

改变的
.

定义实变函数 f邵 x(
,

) 为
:

x :

有关 y一 :

一 y一 :

x(
:

)
.

夕一 : ,

当 x : 〔 仔
` , ,

co 或不确定
,

其它
.

r

l
`

一一

`、J
.

X
/、̀

胃

如果函数 人黔x(
,

) 是勒贝格可积的 (自然由式 ( 1 3 )
;

右端第二种情况的
, :

构成线勒

贝格测度为零的集 )
,

积分值 (显见依赖于 x0 ) 记作
。 `”

(x
。
)

.

如果和数 艺
口 `”

(x 0) 有意义

(从而至多只有可列个非零项 )
,

记此和为
召 “ ’ .

一般说来
,

假设
。
(0)

,

…
, 。 `” 一 , ’

均已求出为有限数
.

第
,
步

.

首先固定 x0
, x , ,

…
,

介一 , ,

记 仔的 为满足下列条件的实数 礼 之集
:

x 。
〔 仔

, ) ,

则下列条件成立

( p )
, : 二 ~ ( …

, o ,

…
,

o
, x o , x : ,

…
, x 。 ,

… ) 时
,

( l )
。

夕一二 ~ 0 , “ > n ;

f , 、 , .

。 * , 二
_ , .

_
二 , _ 、

l( 2 )
。

( 2 )
。

夕一
。

仅依赖于
x 。 夕一

。

~ 夕一
n

(
x 。

)
, 、 1 ` 7 `

其中 (H
” ,
自然与 (

x 。 ,

…
, 二 , ,一 ,

) 有关
.

定义实变函数 入琴
二 ,

彻一 )
(

: ,

)如下
:

。: :
, .

…
二 。 一 : )

(
· 。

) 一
{
卜

。 ,

当 x 。

〔 月` ” )
时 ;

co 或不定
,

其它
. ( 13 )

如果该实变函数勒贝格可积
,

积分值便记作为
。 `· )

x(
。 ,

…
, : 一

:

) ;如和数 艺
。闭x(

。 ,

(二 o
,

…
, r n

一 )

…
,

礼一
办有意义

,

此和即以符号
。 ` , ,
记之

.

定义 3
.

如上述
。 (0)

,

…
, 。闭

,

… 均存在且有限而且级 数 名 a(n
,
收敛

,

和为
。 :

。 一 名
a `。 , ,

便说广义函数 r (
x
) 是 ( ` 万乙) 可积的

,

即
_

、
了、 ,了口

兮一、ù
曰t.叨.1尹砚、了几、( G N : )

{
, (

·
)*
一

2
.

在不满足上述条件 1的情况下
,

首先将 E 作如下分解
:

五 ~ 艺 E * ,

其中
E , ~ {

二 ; x 〔 E
, x 一 , 笋 0 且

n > 友时
, x 一。

~ o }
.

积分定义过程仍分下述几步完成

第一步
.

按上述第 1 小节的办法
,

首先定义广义函数 尸
, :

, (。 )
(
二

) 一
{
f(

x
)

,

当 x 〔 E 。

时
,

。 ,

对其它情况
.

( 1 6 )

( 1 7 )

设在上述第 1 小节的意义之下 了(0) ( x) 是 ( G N L ) 可积的
,

积分值为
。 。 .
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第二步
.

作集合 E尹
:

E犷~ E
:只 1` 1 )~ {

x ;x
~

x `
Xl ` 1〕,

其中
x `

〔 五 :

}
.

于是
x 〔 E广时

, x 一 。

~ 。 ,

其中
, > 0

.

定义广义函数 了
`
l)( x) 如下

:

f`
, ’
(

x
) ~

f (
x x l (一 , )

) x l `一 : 〕, x 〔 E尹时
,

0 ,

其它
.

( 1 5)

( 1 9 )

这相当于
,

伴随于将 E
:

右移一位的 E犷
,

将原来函数 f (
x
) 左移一位

,

于是得到 尸
’
( D

.

设

了”̀ ( x) 在上述第 1 节的意义下 ( G N L ) 可积
,

积分值记作
口 , .

用与上面类似的定义方法
,

假设 a0 , 。 , ,

…
, 。 。 ,

… 均已求出
,

为有限数
,

则有下列

定义 4
.

若级数 万
。 。

收敛
,

和为
。 ,

则说广义函数是 ( G N L ) 可积的
,

仍用下式表示

` G N L )
!

, (
·

) J

一
这里的积分值是只取实数

.

而在量子力学中有更广义的积分概念
,

的那样
〔1] 一

( 2 0 )

如下公式所表示

!
。 (

一
,`

· “ (一
` , 一 ` (一

` ,
( 2 1 )

由 ( 2 1) 式可见
,

左端积分绝不应是实数
.

另外
,

从纯数学观点看
,

既然已将实数扩充为广

义数
,

将积分值也推广至一般广义数乃是自然的事情
.

以下所述的 ( G ) 积分则是把某种

发散积分用广义数严格表达出来
.

为此
,

只须对前述定义加以适当修改就行
.

我们不准

备详细罗列积分定义的全部过程
,

而是只指出其应修改之处
.

l ) ( 12 )
。

式可改 为 (
, ~ o , l , 2 ,

… )
,

夕一二 ~ 夕一。 ( x 。

)
, m > , :

`

( 1 2 )几

2 ) ( 1 3 )
。

式改 为 :

全:
,

…
, 二

卜
:
) (

x ,

) }菩
L `X ,

[夕一。。 + , ) X l (一 , 。]
,

当
x 。

( H `” , ,

或不确定
,

其它
.

而
万一

,〔H `” 一 ”
时

,

( 13 )二

3 )
`

,jt拾
二 , : 。 一 : 。

( 、 ) 是勒贝格可积的
”
应一律改作

“
对每个

, ) 。

可积的
” .

4 ) 将 3 ) 中关于 卜
(。 + , )

(
x 。

) 的勒贝格积分值记作
a
卿 (

x 。 ,

…
,

…
, x 。一 1

)
”

改作
“

艺 [ 。即 (
x 。 ,

…
, x 一

:

) x l `一
, , }”

.

,

y 一〔
。 + , 。

(
x 。

) 是勒贝格

x 。 一 ,

)
,

并将
“ “ ` ” ’

(
x 。 ,

5 ) 将
“ a `” , ~

0
,

1 ,
2

,
·

一

艺
。 `· ,

(
x 。 , ~ 。 二一

,

)
”

换作
“ a
卿 ~ 艺

a
卿 (

x 。 ,

…
, x , ,一 ,

) ;

6 ) 将定义 3 换作

定义 3’
.

若对每个
` ) 0 ,

班J
, a
劣

,

…
, 。
卿

,

~
·

均存在且级数 艺
“

卿 收敛
,

和数

记为 `
`

时只有有限个
`

使
。 一 ,

笋 o
,

则说了( x) 是 ( G ) 可积的
,

积分值为
:

( G ,
}
` (

·
,`一 菩

L一 ` , (
一 ,

·

( 1 4 )
,

夕) 定义 4 的修改过程与上述完全相类似 (从略)
.
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显然有下列定理成立

定理4
.

若广义函数 了 () x 是 (`N 乙) 可积的
,

则 f (
x
) 必是 ( G ) 可积

,

而且有

( G )
{

, (
·
) J

一 (` 、 乙 )
{
, (

·
)、二

( 2 2 )

另一方面
,

还可利用连续延拓的想法得下述定义

定义 5
.

设 F 为某一 ( G N L ) 可积函数族
,

且设按某种方式定义了一种收敛关系
,

:

f
。

一 f
,

其中 f
。

〔 F
.

于是可定义 ( G N 乙 )
;
积分如下

:

1 ) 当 f 〔 F ,

则取

(。 、 : )
·

}
, (

·
)̀ 一 ( ` 、 二 )

{
, (

·
) dx

.

( 2 3 )

2 ) 设 榨 F ,

且当 f
,

、 了f(
。 〔 F ) 时下列极限恒存在且等于常数

a ,

则定义

( 。 、 : )
·

{
, (

·
) d

一恕 (。 、 L )
{

,
·

(
·
) d

一 ( 2 4 )

四
、

对 S c h w ar t z

分布的应用

1
.

关于 D江 a c 的 吕函数

按照 cs h aw
rt z
的观点

,

把满足下列条件

a (
x
) ~ 0 , x 笋 。 时

,

。 ( o ) 一 co
,

’

( .

对任意具紧支集且无限可导的函数 f (
x
) 有 } f (

x
) 占(二 ) d x

~ f ( o )

`、Z、 ,产、 、了,几,ù门j...r亡,̀.̀

关D
/呱、

的 沙函数 吞(
x
) 理解为基本空间的线性泛函

,

泛函 交由下式定义

叉 ( f ) ~ 产( o )
.

( 2 5 )

因此
,

上述条件 ( D ) 中 3 ) 的积分号便仅具有象征性的意义了
.

从本文以下讨论明显

看出
,

普通 (一元 ) 实变函数是其定义域及值域均限于 I 。
的函数 ;而 占函数则是以一般广

义数系统为定义及取值范围的函数
,

从而使得对 子函数的理解更加自然而且清楚
.

为此
,

设 f0 ( x0 ) (注意此处脚标
“
犷 表示取实数的意思 ) 为普通 (无限可导的 )实变函数

,
我们将

下式定义的广义函数 了( x) 称为由 f0 x( 0) 诱导的广义函数
:

, (
·

卜 f0 (一卜 , ; (一 ) X

!鑫
一 X ` ( , )

}
+ … +

岩
“ 一 (一 ,

·

l鑫一
`

小一鑫六
`;一 (一 ,

!鑫一
` (仍 )

J
’ ·

( 2 6 ,

于是下列定理成立

定理 5
.

f
。

(
x。

) 及 f (
x
)

( G N乙 ) 可积的
,

且有

( G N L )

的意义如上
,

则存在 (并不唯一 ) 广义函数 g ( x)
,

g (
:

) 是

f (
x
) g (

x
) d x

~ f
。

(
x 。

) ( = f (
x 。

) )
.

证
.

任取一个无限可导 (甚至还可假定它是具紧支集 )的实变函数 g *

x( 0)
,

( 2 7 )

它满足条
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件
:

!二
_ :·

x ) 0 (d x
。
一 ` (注意

:凡 ·
带下脚标的

,

如 。 , 一 等等均表示实变数的意怠
,

因

此
, 。

与 x :

等将是通用的实变数的符号而无原则区别
.

此点今后将不再说明 )
.

定义广义

函数如下

g (
x
) =
万g

*

(
x !

) ` 1(一 ) , 当 x 一 (

LO ,

对其它 .x

o ,

…
, o , x , , x Z ,

… )
,

于是 了(
x
) g (

x
) 显然由下式给 出

{全f去
, (一 (。 ) ; ·

(
二 ,

) (宝
f ( x

)
·

g ( x
) 一 {

” 一 “ 一 “ ` , _ ” = ’

}
` 一 又

一
U ,

…
,

LO ,

对其它的 .x

· 。 x “ 。 )

)
”

l
x ` (

一 当

o , x ; , x Z ,

… ) 时
,

( 2 5 )

( 2 9 )

注意到 {f (
x
)

·

g (
x
) }
一 。

= o , , > l ; 及
x 一。

= o , ”

一 1
.

于是

(。二 : )
!

, (
·

) g (
·

) 一 ( L )
{

, ( 0 ) g·

(一 ) d一

一 0 ,
1

, 2 ,

一 , (。 )
{二

。

… 及关系
{二

_ g· (一 , ` 一

g *
(

x :

) d x :

~ f ( o )
,

( 3 0 )

从而定理得证
.

由上定理看来
, g ( x) 是满足条件 (D ) 的 子 函数

,

( D ) 之 3 ) 中的积分即 ( G N 乙 ) 积

分
.

不仅如此
,

关于前述公式 ( 2 1) 我们有下列

定理 6
.

设
“ ~ ( …

, o
,

…
, o , a 。 , a ; ,

… ) 及 b = ( …
, o ,

…
, o , b。 , b : ,

… )
,

并设 g ( x) 与 萝(
x
) 是定理 , 中的两个 占函数

,

分别由 g *

( x0 ) 与 广 ( x0 ) 所决定 (假定二者

均具紧支集的 )
,

则由下式

; (一
占) 一 (。 )

{
。 (

一
) : (一

` ) `
·

( 3 1 )

所确定的函数 营(
:
) 仍是满足定理 5 的 占 函数

.

证
.

分作下列几步
.

l)
。 。
笋 b。

时
,

( 3 1) 式右端为 0
.

因为由 g 与 户定义知道
,

此时对任意
x , g (

。 一 x)

与 或
: 一 习 中至少有一为零

.

2 ) 由此可设
。 。 一 b。

~ c0
,

则

。 (
。 一 二

) g (

一
) 一

{
g *

(
a :

一 x l

)
·

g *

(
x ,

一 b l

) X l 〔一 2 ) ,

当
x

~ ( …
, o ,

…
, O , c 。 , x ; ,

… )
,

( 3 2 )

0 ,

对其它的 .x

于是
,

按 ( G ) 积分定义
,

即有

( G )
{

g (

一
) 。 (一

` ) `一 〔{二
。 ; ·

(

一
)。

·
(
一

” 1

) `

小
` (
一

一

〔{几
。·

(一 , ):
·
( , +

藏
, `

小
` (

一 ( 3 3 )

由 ( 3 3) 式可见
,

最后积分显然是 (
。 :

一 b ,

) 的函数
,

因此 「见 ( 3 1) 式 ] 营(
。 一 的 确实是依

赖于
a

一占的广义函数
.

将 ( 3 3 ) 式最后一项记作 茸
*

(
a ,

一占
1

) x l (一 ; ) ,

由于假定了 g *

(
x 。

)

及 g 水 ( x0 ) 均具紧支集
,

于是

{二
。 、·

( , )` , 一

}二
。 “ ,

{几
。·

(一 ,、
’

(
· + , ,`

·
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一

{ 几 [{ 二
。 。 ·

(
· +夕 , ` ,

j
“ ’

(一 ,`一 ( 3斗 )

最后
,

由 ( 3 3 ) 式可见 ( 3 1) 式所定义的 万(x) 为
:

万(
x
) 一

矛
*

(
x :

) x l 〔一 : 〕 ,

0 ,

其它
.

当 x
~ (…

, o
,

…
,

o , x , , x Z ,

… )
,

( 3 5 )

由( 3 5 )式及定理 5 及其证明可见 箩(
x
) 确实是 占函数 (而且 万

*

( xl ) 具紧支集 )
.

由定理 6 即得 ( 2 1) 式
.

不仅如此
,

利用 ( G ) 积分还能证明习见的导数公式
,

{二
。 , (

·
,”

’

(
·
,`

一
“ (” ,

,

( 3 6 )

为此
,

有下述定理

定理 7
.

f
。

(
x 。

)
,

f (
x
) 及 g (

x
) 的意义同于定理 5 , g *

(
x 。

) 且是具紧支集的
.

( 。 )
{

, (
·

)、
,

(
·
) `

一
,“ (一 )

,

于是

( 3 7 )

其中 g
,

(
x
) 表示广义函数 g (

x
) 的 ( l ,

一 l ) 导数
.

证
.

由定义 2 可见

g
’

(
x
) ~

* `

(
二 ,

) x l (一 2〕 ,

当 x 一 ( …
, 0 ,

…
, 0

, x , , x Z ,

… )
,

对其它 .x

g0
.r之,百̀

因此 [由 ( 2 6 ) 式 ]有

, (
:
) g

,

(

一
}鑫

l句二*..-s((0),, x0<,l>..(粤x0,’
”

句
,

其它
.

x l ( , )

)
”

{
x , (

一 当

x : , x Z ,

… )
,

( 3 5)

( 3 9 )

因此可对 ( 3 7 ) 式左端的 ( G ) 积分计算如下
:

l) 当 m > 1 时
, a 一阴 一 0 ,

显然
.

2 ) 计算
。 一: :

。 一 ;

一

{二
。 , ( o )。

· `

(一 )“

一
, ( 0 )

·

g·

(一 )
}二

_ 一 。
.

3 ) 计算
a 。 :

· 。
一

{二
_
厂(。 ): 一 (一 )一`

一
,

,

( 0 ,
}二

. : · ’

(一 ,一` · 1

一
“̀( 0 , (
一

`
’

(“ , ,
·

(` o ,

4 ) 当 。 ) 1时
,

% 一 0
.

显然
.

由 l) 一 4 ) 即得定理 7 的证明
.

2
.

对一般 cS h w a 叶 z
分布的应用

引理 1
.

(实数 )
x
l
, , ,

使对任意
n

设 f
;

(
二
)

,

…
,

八(x) 为一列线性独立的普通连续实变函数
,

则存在一列点
x
l

, ’ ,

均有

珍
, ,

劝
x
l

, ’ , x
三

3 ,

f
;

(
x
l
” ’

)

f
,

(
x 毛

” ,
)

f
:

(
x

护,
)

… (可简记作为 {
x
护

,
}

,

其中友 ( , , , 一 1 , 2 ,

… )
,

!
jō

溯̀翎翻翻

f
Z

(
x

;
” 、
) … f

,:

(
x
{
” ’

)

儿(
x
;
” ,

)… f
。

(
x
;
” )

)

f
Z

(
x
梦

,
)… f

, :

(
x
分

,
)

( 4 1)
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—
一一

一一 一一一
~

一

一
其中当

, 笋 矿或 灸尹 形时
, x
沪 铸 x

训 .)

证
.

从略
.

在基本空间内 甲
。

” 甲 的意义是
:

l) 存在一有限开区间
,

在其外部所有 甲
。

及 甲均为零
.

2 ) 在这区间上
,

及阶导数序列 砂奈
,
一致收敛于 砂段,

(反一 0 , 1 , 2 ,

… )
.

可以证明
,

基本空间是可分的 (这里不证 )
.

即存在于基本空间稠密的可列个元素 (每

一元素实际是一实变函数 )所组成之集 F
.

定理 8
.

设龙是定义于基本空间的分布
,

F 的意义如上
.

于是存在一广义函数 K (
二
)

,

使当 j
。

(
x 。

) 〔 F 时
,

` G N L ,
{

K (
·

, , (
·

,`一 ` ( ,
。

,
,

( 4 2 )

式中 f (
x
) 与 f

。

(
x 。

) 的关系见 ( 2 6 ) 式
.

证
.

为了与上节符号统一起见
,

F 中元素 (均是实变函数 ) 设为 fl0 ( x0 )
, 二

·
,

f
。。

(
二 。

)
,

…
,

刀 , 称

其中角标
“ o” 仍表示

“
实变数

”
的意思

.

据引理知
,

存在一列互异实数 {瑞豁}
, m 成

一 1
, 2 ,

…
,

满足 ( 4 0) 式的条件
.

l) 由于 0j
,

(式1
, ) 祷 。 ,

故必存在实数 C 10) 合于
:

e护
,

·

f
ol

(
x

念1
,
) ~ 叉 ( f

。 ,

)
.

2 )由于
n

~ 2 时 ( 4 1) 式成立
,

下列方程组便是可解的

c 盆
, ’

·

f
。 ,

(
x
}盖

,
) + c `

兰
, ·

f
。 ;

(
x
监

,
) 一 。 ,

c `
}
,

·

f。 (
二
{圣

,
) + c `

盖
,

·

f
o Z
(

x

;孟
,
) 一 戈( f

o Z

) 一 c `
}
,

·

f o Z

(
x
ll

,
)

,

(舟3)

( 4 4 )

由 ( 4 4 )式可解出 c `
}
,
及 c `

;
,

.

3 ) 在一般情况下
,

设 (C 妙已经依次求出
,

其中 左成 。 + 1 , m ( 。 。

( m 。

为某一定

数 )
,

那么由于
, 一 m 。

+ 1时 ( 4 1) 式成立
,

可由下列方程组解出 C锣+0
, , ,

咬蕊 。 。
+ 2 :

用 0+ 2

万 e窗
” 。+ , ,f

。占

(
x
;矛

+ , ,
) ~ o (

, 一 1
, 2 ,

…
, m 。

+ , )
,

左= 1

~ 二
。

m o 功 + 1
`

姿召 。 ( , , :。 + , )不 / _ (。 n + 2八 _ 乡 / 才 、 _ 、 , 、 , ;
_

r _ (。 + : 八

艺勺 ` “ 一 ’ “
·

脚 。十 2 \ ` 0此
一

了 一
’ 、 、 , o , m。 + 2 2

圣月班月
’ 。 , 阴。 + 2 \ ` “ / .

掩二 1 祝 = 1 左= 1

( 斗5 )

取一可导无限次且具紧支集的实变函数 g *
( x0 )

,

使之满足

义函数 K ( x) 便可由下式定出
.

g *

(
x 。

) d x .

于是广

c `犷,g
*

(
x 二 + ,

) x l `一 。̀ + : 。了, “ ) 0 ,

x 一 (…
, 0 ,

…
, x

沪
+ ` , , 二

妙
+ , , ,

t t

当

K (
x
) 一

, 二
俨

+ , ’ , x 用 + : ,

… )
,

t ( 4 6 )

对其它的

从 ( ` N L ) 积分定义及 ( 4 4 )

【( 42 ) 式 〕
.

从而定理证毕
.

第 。 位 第 1 位
’

第 m 位

X .

式可验证这样定义的广义函数 K ( x) 满 足 定理条 件

从上定理的 F 出发
,

并考虑函数族 K
·

F ~ { K
·

必 甲 〔 F } (为书写简单
,

这里把实

变函数 甲及其诱导的广义函数用同一符号 甲表示 )
.

可证下列定理 (证明从略 )
.
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定理 . 9 K(x )由定理 8决定
,

则对基本空间的任一元 甲下式成立
.

( 。 、 L )… !
K (

·
, , (

·
, d

一 “ ( , )
·

赦
( 4 7 ) 中的 ; 还可

排
{;

。 , r

(
二
) }

,

其中 ,
。 , r

(
二
) 一 *

。

(
二
)

· 。 x 。

{
一

一从
万{

戈x -

一 r .

夕
一 ,

( 4 7 )

r

为

(取一切的 )有理数
,

而 凡( x) 在 (一
, ,

0
_

,

) 上为有理系数多项式在 (一
, , ,

) 的外部恒等于

附 注

1
.

本文写成后
,
发现 aL gu w i tz 曾对数的扩充作过不少工作

.

他于 1 9 6 8 年 引进 广义 幂级数 概

念
〔 ` ’ ,

但未以此为基础研究分布
.

本文基本意义在于用广义数来研究 占函数及 s hc w : r tz 的一般分布
.

从代数结构讲广义数同构于广义幂级数的子域
,
但本文重点在第三及第四节

.

感谢李邦河同志指出这

一点
,

康多寿同志也指出了一些有关文献
〔 ’ 确 1.

2
.

广义数应用到量子场论的讨论
,

见作者的文章 “ 广义数及其应用 ( n ) ” (西北大学自然科学学报
,

1 9 7 9 年第 l 期 )
.

粗略讲
,

将量子场论中对易关系 {
a

才
, a : ,

} = {占才
,

石:
,

} 。 占: , 。,

改作 {
a

矛
· , a :

} ~ { b茅
,

石 ; ,

} 二 古̀
,

。
, x l ` ; , ,

粒子数算符取作 N犷
, = a

手
a : x l 。一

: ) ,

N
`一 , = b才̀: x z卜 1 》 ,

并取过渡方程 (
二 x A ` ”

)
x

1 `
, ) ~ ` + 么

。 )

(式中 (A
` ’
是发散表达式

,
爪

。 )

是无限小量 )
,
即能将 iD

r ac 关于真空情态的假定用广义

数严格表达出来
.

作者且对一般重整化方案作出类似的尝试性考虑
.

根据上述考虑
,

说明 E 《典空 ,

等等

在实数范围内不是无限大
,

相反是无限小
,

从而完全附合于实验结果
.

3
·

若把 (H
` , 中性质 (尸 )

·

的条件 2 ) 取消
,

则函数 月魏一
, 二一 : 》 将依赖于 、

,

ax + 1 , ”
’ ,

此时可积条件

若换作 : “对于固定的
x、

: ,

一 设 水 ;一
, 二

卜
, , 是 L 可积的 (以 、 为自变量的实函数 )

,
且设其积分值并

不随 介+ : ,

… 不同而异
,

该积分值仍记作 a(
” ,

(
二。 ,

… , x、
:

)
. ”
这样得的积分定义就比原来的为广

.

关

于 ( G )积分也可同样采取这一更广的定义方式
,
如果这样

,
则下列定理成立

.

定理 1 0
.

设 f
。

(
二 。

)
,

f (
x

)
, g (

x

) 的意义同上
,
以 g ` . , (

x

) 表
,
阶的 ( 1 , 一 l ) 导数

.

于是当

f“ ’
( o ) = o ( i攫

, 一 l ) 时 :

(
`

)
J

,亡
!

)g
(一 (

X

)“ 一 。一 ` , ,
《一 。̀ , 匕4 8 )

作者衷心感谢江泽涵
、

程民德
、

关肇直教授对本文的关心和指导
.
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