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摘要 广义相对论自洽性要求孤立引力系统的质量密度为正时, 时空总能量也是正的, 称为正能量猜

想. 正能量猜想在广义相对论中有着基本重要性, 并且, 正能量猜想若正确, 则也将保证系统总质量可

以定义.零宇宙常数时,正能量猜想首先在 20世纪 70年代末由 Schoen和 Yau证明,稍后又由Witten

用不同方法证明. 本文给出 4 维物理时空正能量问题一个近期研究的综述, 包括零宇宙常数时的正能

量定理、Kerr 约束问题、类光正能量定理和 Bondi 能量正性, 以及正和负宇宙常数正能量定理.
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1 引言

广义相对论中, 时空是一个 4 维 Lorentz 流形 (L3,1, g), 并满足 Einstein 场方程

Rαβ − R

2
gαβ + Λgαβ = Tαβ ,

这里 Rαβ 和 R 分别是 g 的 Ricci 曲率张量和数量曲率, Λ 是宇宙常数, Tαβ 是物质的能量动量张量.

事实上, Λ 是真空时空 Tαβ = 0 的 Ricci 曲率, 这时 Einstein 场方程简化成 Rαβ = Λgαβ .

具最大对称性的真空解如下:

(i) Λ = 0, Minkowski 时空 R3,1. 其对称群是由 4 个平移 Killing 向量 Lα 和 6 个旋转 Killing 向

量 Uαβ 生成 3 + 1 维 Poincaré 群.

(ii) Λ > 0, de Sitter 时空. 其是 R4,1 中的超曲面

−(X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 + (X4)2 =
3

Λ
,

对称群是由 R4,1 的 10 个旋转 Killing 向量 Uαβ 生成的 4 + 1 维 Lorentz 群.

(iii) Λ < 0, 反 de Sitter 时空. 其是 R3,2 中的超曲面

−(X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 − (X4)2 =
3

Λ
,
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对称群是由 R3,2 的 10 个旋转 Killing 向量 Uαβ 生成的 3 + 2 维 Lorentz 群.

选择时空 L3,1 的标架场, 使得 e0 为类时, ei 为类空, 这时 T00 是物质的局部能量密度, T0i 是物

质的局部动量密度. 广义相对论中, 物质运动不能超过光速, 这要求 (T00, T01, T02, T03) 作为时空中每

点余切空间上的向量, 必须是非类空且指向时间未来

T00 >
√
T 2
01 + T 2

02 + T 2
03, T00 > |Tαβ |.

物理上称其为主能量条件, 对应着 Newton 力学中质量密度非负的条件.

设 (M, g, h)是一个初始数据集,这里M 是 L3,1 中的 3维类空超曲面, g是M 的 Riemann度量, h

是 2 维对称张量, 它是 M 的第二基本形式. 设 ∇ 和 R 分别是 M 的 Levi-Civita 联络和数量曲率. 超

曲面的 Gauss 方程和 Codazzi 方程给出约束方程

T00 =
1

2
(R+ (hii)

2 − hijh
ij), T0i = ∇jhij −∇ih

j
j .

对于渐近于这些最大对称解的时空, Lagrange 力学框架下著名的 Noether 定理表明, 最大对称时

空的 Killing场定义了时空包括总能量和总动量在内的守恒量 (等价地, 在时空 3+ 1分解及 Hamilton

力学框架下定义的总能量和总动量等) [1–3]. 如果广义相对论是物理上合理的, 主能量条件应该得出时

空总能量有最低状态, 即基态, 且基态由上述最大对称时空给出. 但是, 这一点在这些守恒量的导出过

程并不能直接导出. 因此, 人们猜想这是正确的, 称之为正能量猜想. 正能量猜想为广义相对论提供了

一个自洽性检验, 有着基本的重要性. 至于进一步回答基态的总能量是什么这个问题需要更深入的物

理理论.

本文基于作者发表在 2015 年在北京召开的引力和宇宙学国际会议/第四届伽利略 - 徐光启会议

论文集中的英文论文 [4], 在翻译成中文时作了一些更新.

2 Λ = 0

本节回顾零宇宙常数时主要的总能量不等式.

2.1 正能量定理

当宇宙常数是零并且时空是渐近平坦时, 时间平移 L0、空间平移 Li、空间旋转 Uij 和时空旋

转 Ui0 分别给出总能量、总动量、总角动量和质心 10 个守恒量.

一个初始数据集 (M, g, h) 是渐近平坦的, 如果存在一个紧集 K ⊂ M 使得 M \K 是有限集 Mc

的并, 这里每个 Mc
∼= R3 \Br 被称作 M 的一个 “端”, Br 是半径为 r、中心在坐标原点的闭球. 在每

个端, 设 {xi} 是 R3 的 Euclid 坐标, gij = δij + aij 且满足

aij = O

(
1

r

)
, ∂kaij = O

(
1

r2

)
, ∂l∂kaij = O

(
1

r3

)
, hij = O

(
1

r2

)
, ∂khij = O

(
1

r3

)
.

渐近平坦初始数据集 (M, g, h) 的总能量 E 和总动量 Pi 由 Arnowitt 等 [1, 2] 定义,

E =
1

16π

∫
S∞

(∂jgij − ∂igjj) ∗ dxi, Pk =
1

8π

∫
S∞

(hki − gkitrg(h)) ∗ dxi, k = 1, 2, 3,

这里 S∞ 是端无穷远处的球体. 进一步, 假设数量曲率 R 和 T0i 在 M 上是可积的. 这使得总能量和

总动量是几何量, 其值不依赖于渐近坐标系 {xi} 的选择 [5, 6].
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广义相对论中, 当宇宙常数为零时 (E,P1, P2, P3) 是 Minkowski 时空的向量, 该向量非类空且指

向时间未来对应 Newton 力学的总质量非负. 在 Newton 力学中, 总质量是质量密度的体积分, 因而质

量密度非负总导致总质量非负, 但广义相对论总能量并不是能量密度或其他非负物理量的体积分. M

的数量曲率有下述渐近公式:

R = ∂j(∂igij − ∂jgii) +O

(
1

r4

)
.

当 hij ≡ 0 时, R2 = T00 是局部能量密度, 显然其体积分不是总能量 E, 因而无法直接得出总能量非负.

正能量猜想由 Schoen 和 Yau [7–9] 首先应用极小曲面和偏微分方程证明, 然后 Witten [10] 应用旋

量和 Dirac算子给出新的证明 (也可参见文献 [11]). Schoen和 Yau的证明包含有黑洞情形,此时用 M

具地平线来描述, 在文献 [12] 中, Witten 的证明也被推广到黑洞情形. 一些高维情形的正能量定理在

文献 [5, 13–15] 中被证明.

定理 1 (正能量定理) 如果 (M, g, h) 是渐近平坦的, 具有限个地平线, 它们是 M 的内边界, 每

个都是 S2 拓扑, 并且其平均曲率 H 满足 H ± trg(h |S2) = 0, 假设主能量条件成立, 则

(i) 对每个端, 有 E >
√
P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 .

(ii) 如果对某个端有 E = 0, 那么 M 有唯一的端, 并且 L3,1 沿着 M 是平坦的; 如果 h = 0, 那么

(M, g) 是 R3.

ADM (Arnowitt-Deser-Misner) 总能量和总动量由时空无穷远处的观测者测量到. 因为时空是渐

近 Minkowski 的, 时空无穷远处的观测者等效于 Minkowski 时空的一个坐标系 {t, x1, x2, x3}, 总能量
是该坐标系中时间方向的守恒量, 总动量是该坐标系中空间方向的守恒量. 因而对于时空无穷远处的

不同观测者来说, 测量到的总能量与总动量并不相同. 但是,
√
E2 − P 2

1 − P 2
2 − P 2

3 是 Lorentz 不变量,

所有观测者测量到的该值都相同, 这个不变量称为 ADM 总质量. 正能量定理保证根号下的量是非负

的, 因而总质量是适定的.

在 Witten 的证明中, 当 E = 0 时, 可以找到沿着 M 平行的 4 个线性无关的时空旋量, 再加上主

能量条件, 可以证出时空曲率沿着 M 都是零. 一个有意义的问题是, 如果总质量为零, 即

E =
√
P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 ,

时空曲率沿着 M 是否仍是零? 这时只有一个沿着 M 平行的时空旋量. 在本质上假设 M 的数量曲率

衰减更快时, R = O( 1
r3+δ ), δ > 0, 文献 [16,17] 证明这是对的. 然而, 因为主项是梯度形式, 可积的数量

曲率一般只有衰减 R = O( 1
r3 ), 这时问题仍没解决.

对于具有裸奇点的时空来说,正能量定理不成立,如 m < 0的 Schwarzschild时空.所以, E > 0可

以称为 Schwarzschild 约束. 主能量条件为 Schwarzschild 约束提供了充分条件.

正能量猜想的证明不仅有着重要的物理意义, 在数学上对几何分析的发展也有着重要的影响, 是

Yau和Witten获菲尔兹奖主要工作之一.著名数学家 Atiyah在 1990年国际数学家大会上介绍Witten

获奖工作时对正能量猜想的证明给于高度评价, 并称为 “leading in part to Yau’s Fields Medal at the

Warsaw Congress”.

2.2 Kerr 约束

当 m < |a| 时, Kerr 时空也有裸奇点. 所以对具有总能量 E、总角动量 J 和总质量 m 的一般的

渐近平坦时空来说, E > |J |, 或着对 m ̸= 0, E > |J/m| 可能阻碍出现裸奇点. 这样的不等式被 Schoen

称为 Kerr 约束.

675



张晓: 广义相对论正能量定理

1999年, Zhang [18] 对广义渐近平坦初始数据集 (M, g, p)证明了正能量定理,这里 p是 M 上一般

的 2 阶协变张量, 不必是对称的, 并且满足下列条件:

a ∈ C2,α
−τ , p ∈ C0,α

−τ−1, trḡ(p) ∈W
1, q2
−τ−1, {dθ, d∗θ} ∈ L q

2 ,−τ−2,

这里 θ = (pij − pji)e
i ∧ ej 是 p 的相伴的 2 形式, 1

2 < τ 6 1.

当时空有一个带挠率的仿射联络时, 第二基本形式 p 是非对称的, 在这种情形下, 物质移动的同

时也在旋转. 这个利用带挠率的联络研究时空的想法, 是由 Cartan [19–22] 首次提出. Zhang [18] 定义了

如下广义总动量, 包含了移动和旋转的效应,

P̄k =
1

8π

∫
S∞

(pki − gkitrg(p)) ∗ dxi,

并证明了下面的定理.

定理 2 (广义正能量定理) 如果 (M, g, p)是广义渐近平坦的,具有限多个广义地平线,它们是M

的内边界, 每个都是 S2 拓扑, 其平均曲率 H 满足 H ± trg(p |S2) = 0. 假设广义主能量条件成立

1

2
(R+ (trg(p))

2 − |p|2) > max{|ω|, |ω + χ|}, ωj = ∇ipji −∇jtrg(p), χj = 2∇i(pij − pji),

在合适的意义下, 上式左边的项可以解释为 T00, 右边的两项可以解释为 |T0i| 和 |Ti0|, 那么
(i) 对每个端, E >

√
P̄ 2
1 + P̄ 2

2 + P̄ 2
3 ;

(ii) 如果对某个端有 E = 0, 那么 M 有唯一的端, 并且

Rijkl + pikpjl − pilpjk = 0, ∇ipjk −∇jpik = 0, ∇i(pij − pji) = 0.

Newton 力学中, 如果 {x10, x20, x30} 是刚体 V 的质心, Tv 是系统的动量密度, 那么 V 的总角动

量为

Jk =

∫
V

ϵkuv(x
u − xu0 )T

vdV =

∫
S∞

ϵkuv(x
u − xu0 )(h

v
i − δvitr(h)) ∗ dxi,

第二个等式当 V = R3 和 Tv = ∂ih
i
v − ∂vtr(h) 时成立. 通常总角动量是一个反对称张量 Jij = −Jji.

在 R3 中, 沿着一个平面旋转等价于沿着一个垂直于平面的轴的移动 Jk = ϵijk Jij , 因此, 我们可以把它

们定义为 3 维空间中的余向量.

1974 年, Regge 和 Teitelboim [23] 把总角动量的定义推广到广义相对论中, 对渐近平坦初始数据

集定义了总角动量

Jk(x0) =
1

8π

∫
S∞

ϵkuv(x
u − xu0 )π

v
i ∗ dxi, πvi = hvi − gvi trg(h).

被积函数一般是 O( 1r ) 阶, 为使其成为可积的 O( 1
r2 ) 阶, 需要在端上假设更强的 “Regge-Teitelboim”

条件

g(x)− g(−x) = O(r−3), π(x) + π(−x) = O(r−3).

然而, 因为被积函数不是张量, 所以无法把局部密度与 Regge-Teitelboim 总角动量联系起来. 为

了解决这个困难, Zhang [18] 定义了迹为零和非对称的局部角动量密度

h̃zij =
1

2
ϵuvi (∇uρ

2
z)(hvj − gvjtrg(h)),
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这里 ρz 是流形 M 上以 z 为起点的距离函数. 如果 (M, g, h̃zij) 是广义渐近平坦的, 则可以定义总角动

量 (参见文献 [18])

Jk =
1

8π

∫
S∞

h̃zki ∗ dxi.

如果 ∇h̃z 是可积的,则 J 也是一个几何量,不依赖于坐标系 {xi}的选择.在 Kerr时空中, hij = O( 1
r4 ),

所以总角动量是适定的, 并且计算得到 J = (0, 0,ma) [24]. 通过选取 pij = Ch̃zij , C = 1 或 C = 1
m ,

Zhang [18] 证明了广义主能量条件下的 Kerr 约束.

广义主能量条件下 3 维初始数据集之所以能有 Kerr 约束, 根本原因在于 3 维空间中旋转等效于

移动,即初等物理中的右手螺旋法则,而当弯曲时空间具带挠率的仿射联络时,其在每点处的描述局部

移动的能量和动量密度同时包含着旋转的信息, 这符合 Cartan 引力理论的物理图像. 高维 Kerr 约束

问题尽管没有物理意义, 但作为一个数学问题, 还是有趣的. 然而, 高维空间没有右手螺旋法则, 这时

空间中旋转不再等效于移动,角动量只能定义为 Jij , 无法再定义为 Jk, 这时上述数学方法无法用以证

明高维 Kerr 约束.

Huang等 [25] 指出,可以扰动任意真空渐近平坦初始数据集到一个新的真空渐近平坦初始数据集,

使其具有完全相同的总能量和任意大的总角动量. 由于真空初始数据集满足主能量条件, 这说明主能

量条件并不能保证 Kerr 约束成立. 但是, 对定义在 R3 \ {ρ = 0} 上的单连通、渐近平坦、极大、轴对
称真空黑洞初始数据集 (M, g, h),

g = e2α−2U (dρ2 + dz2) + e−2Uρ2(dϕ+ ρBdρ+Adz)2, trg(h) = 0,

可以用其他的几何分析方法证明 Kerr 约束是成立的, 这里 (ρ, ϕ, z) 是柱坐标, 全部函数都与 ϕ 无关

(参见文献 [26–29]).

2.3 Bondi 能量动量

引力波的 Bondi-Sachs 度量是 Einstein 场方程类波的真空解, 并且有如下的渐近形式:

gBS = −
(
1− 2M

r

)
du2 − 2dudr + 2ldudθ + 2l̄ sin θdudψ

+ r2
[(

1 +
2c

r

)
dθ2 +

4d

r
sin θdθdψ +

(
1− 2c

r

)
sin2 θdψ2

]
+低阶项,

这里 u是延迟坐标 (u的水平集是类光超曲面), r = x1, θ和 ψ是极坐标,M、c和 d是定义在 R×S2上关

于 u、θ和 ψ的光滑函数并在 θ = 0, π时满足正则性条件
∫ 2π

0
c(u, θ, ψ)dψ = 0, l = c,θ+2c cot θ+d,ψ csc θ,

l̄ = d,θ + 2d cot θ − c,ψ csc θ.

记 n0 = 1, n1 = sin θ cosψ, n2 = sin θ sinψ, n3 = cos θ. 在类光无穷远处, u0 的水平集的 Bondi 能

量动量定义为

mν(u0) =
1

4π

∫
S2

M(u0, θ, ψ)n
νdS, ν = 0, 1, 2, 3.

著名的 Bondi 能量损耗公式说明

d

du
m0(u) = − 1

4π

∫
S2

(c,u)
2 + (d,u)

2 6 0.
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设 |m(u)| =
√
m2

1(u) +m2
2(u) +m2

3(u). 如果 |m(u)| ̸= 0, 则可以证明更一般的 Bondi 能量动量损耗

公式 [30]:
d

du
(m0(u)− |m(u)|) = − 1

4π

∫
S2

[(c,u)
2 + (d,u)

2]

(
1− min

i

|m|

)
6 0.

这说明 Bondi能量动量可以看成在 u0 时刻因引力波引力辐射携带走能量动量后引力系统剩余的总能

量动量.

物理上猜想孤立引力系统无法辐射出比初始能量更多的能量, 即 Bondi 能量是非负的. 关于该猜

想的证明曾被断言可以使用 Schoen-Yau 和 Witten 的正能量猜想的证明方法给出 (参见文献 [31] 及

其中的参考文献). 然而, 当数学上找到严格、完整的证明时, 发现需要假设一些额外的条件 [30].

设 M(u, θ, ψ) = M(u, θ, ψ) − 1
2 (l,θ + l cot θ + l̄,ψ csc θ). 文献 [30] 得出 M,u = −c2,u − d2,u. 假设在

[u1, u0] 上, m0(u) = |m(u)|. 如果 m0(u) ̸= 0, 那么 Bondi能量动量损耗公式说明 mi(u) = |m(u)|ni. 除
非 mi = 0, 否则这是不可能的, 因为 mi 与 θ 和 ψ 无关, 但是 ni 依赖于 θ 和 ψ. 因此, 在 [u1, u0] 上,

m0(u) = 0. 应用 Bondi 能量损耗公式, 可以得到在 [u1, u0] 上, c,u = d,u = M,u = 0. 因此,

(i) 如果对某些常数 C, M(u0, θ, ψ) = C, 那么在整个区间 [u1, u0] 上, M(u, θ, ψ) = C;

(ii) 如果 c(u0, θ, ψ) = d(u0, θ, ψ) = 0, 那么在整个区间 [u1, u0] 上, c(u, θ, ψ) = d(u, θ, ψ) = 0.

下面两个关于 Bondi 能量动量正性的定理是由 Huang 等 [30] 证明的, 这里采用了更加精确的表

述. 首先应用 Schoen-Yau 方法可以证明以下结论:

定理 3 (Bondi 能量的正性 (Schoen-Yau 方法)) 假设在真空 Bondi-Sachs 时空中存在 u0, 使得

M(u0, θ, ψ) 是常数, 那么

(i) m0(u0) > |m(u0)|, 并且 Bondi 能量动量损耗公式给出对所有 u 6 u0, 有 m0(u) > |m(u)|;
(ii) 如果 m0(u0) = |m(u0)|, 并且存在 u1 < u0 使得 m0(u1) = |m(u1)|, 那么M 在 [u1, u0] 上是常

数, 因此时空在区域 (u1, u0] 中是平坦的.

应用 Witten 方法证明正性需要渐近类光初始数据集的正能量定理. 在 Minkowski 时空 R3,1 中,

光锥是 t = r, 类空超曲面 t =
√
1 + r2 在无穷远处趋向类光无穷远, 并且具有双曲度量 ğ 和非平凡第

二基本形式 h̆. 在极坐标下,

ğ = h̆ =
dr2

1 + r2
+ r2(dθ2 + sin2 θdψ2).

记 ĕi、̆ei 和 ∇̆ 分别表示标架、余标架和 Levi-Civita 联络. 如果在每个端满足

{aij , ∇̆kaij , ∇̆l∇̆kaij , bij , ∇̆kbij} = O(r−τ ), τ >
3

2
,

这里 aij = g(ĕi, ĕj)− ğ(ĕi, ĕj), bij = h(ĕi, ĕj)− h̆(ĕi, ĕj), 那么初始数据集 (M, g, h)称为渐近类光的. 设

R、∇和 ρz 分别表示 g的数量曲率、Levi-Civita联络及关于 z ∈M 的距离函数. 进一步假设 (R+6)ρz

和 (∇jhij −∇itrg(h))ρz 是 L1(M) 的. 在这些条件下, 端 Ml 的渐近类光总能量动量定义为

Eν =
1

16π

∫
S∞

Enνrĕ2 ∧ ĕ3, ν = 0, 1, 2, 3,

这里 E = ∇̆jg1j − ∇̆1trğ(g) + (a22 + a33) + 2(b22 + b33). Zhang
[32] 证明了以下定理:

定理 4 (渐近类光无穷远正能量定理 [32]) 设 (M, g, h) 是一个 L3,1 时空中的渐近类光初始数据

集. 假设 L3,1 满足主能量条件, 那么

(i) 对每个端, E0 >
√
E2

1 + E2
2 + E2

3 ;

678



中国科学 : 数学 第 47 卷 第 6 期

(ii) 如果对某个端有 E0 = 0, 那么 M 有唯一的端, 并且 L3,1 沿着 M 是平坦的.

这时保证渐近类光总质量
√
E2

0 − E2
1 − E2

2 − E2
3 是适定的. 为了应用该定理来证明 Bondi能量的

正性, Huang 等 [30] 使用类空超曲面

u = u0 +
√
1 + r2 − r +

c2(u0, θ, ψ) + d2(u0, θ, ψ)

12r3
+
a3(θ, ψ)

r4
+ o

(
1

r4

)
来分割 Bondi-Sachs 度量并得到渐近类光初始数据集. 不幸的是, 这时类空超曲面的度量和第二基本

形式与双曲度量相差一些首项为 c(u0)
r 和 d(u0)

r 的项. 这破坏了渐近类光无穷远正能量定理成立所需

的条件.所以需要假设 c(u0, θ, ψ) = d(u0, θ, ψ) = 0. 在这个条件下,渐近类光总能量动量和 Bondi能量

动量相等,

Eν =
1

16π

∫
S∞

Enνrĕ2 ∧ ĕ3 = mν(u0).

这里的记号与文献 [30] 中的不完全相同, 这里的 Eν 和 E 分别等于文献 [30] 中的 Eν(X) − Pν(X) 和
E − 2P. 在文献 [30] 中, 积分 E − P 来得到 Eν(X)− Pν(X) = 5

8mν(u0) 是错误的, 需要修改如上, 这个

计算错误并不影响结论. 这样渐近类光无穷远正能量定理给出下面的定理 (参见文献 [30]):

定理 5 (Bondi 能量的正性 (Witten 方法)) 假设在真空 Bondi-Sachs 时空中存在 u0, 使得 c(u0)

= d(u0) = 0, 那么

(i) m0(u0) > |m(u0)|, 且 Bondi 能量动量损耗公式给出, 对所有的 u 6 u0, 有 m0(u) > |m(u)|;
(ii) 如果 m0(u0) = |m(u0)|, 并且存在 u1 < u0 使得 m0(u1) = |m(u1)|, 那么在 [u1, u0] 上, c(u)

= d(u) = 0, 因此时空在区域 (u1, u0] 中是平坦的.

Bondi 能量正性成立时, Bondi 质量
√
m2

0 −m2
1 −m2

2 −m2
3 是适定的.

在类光无穷远或附近, 总角动量是否能被探测到是一个有意义的问题. 因为 Kerr 时空光滑的

Bondi-Sachs 坐标仍没有找到, 人们不清楚以光速运动的引力系统的旋转是什么意思? 另外, 2013 年,

中国科学技术大学本科生刘冰萧在其本科学位论文1) 中构造了 Kerr时空中的某些渐近类光初始数据

集. 在 Kerr 时空中选取类空超曲面

t = r + 2m ln r +
c1(θ, ψ)

r
+
c2(θ, ψ)

r2
+
c3(θ, ψ)

r3
+ · · · .

刘冰萧通过适当选择 ci(θ, ψ), 算出度量和第二基本形式有下述的渐近形式:

g11 = 1 +O

(
1

r4

)
, g12 =

2m2a2 sin 2θ

3r3
+O

(
1

r4

)
,

g13 = −2ma sin θ

r
− 4m2a sin θ

r2
− ma(8m2 − 5a2 cos2 θ + a2) sin θ

r3
+O

(
1

r4

)
,

g22 = 1 +O

(
1

r5

)
, g23 = O

(
1

r5

)
, g33 = 1 +

2ma2 sin2 θ

r3
+O

(
1

r5

)
,

h11 = 1− m2a2 sin2 θ

r2
− m(16m2a2 − 3a2) sin2 θ + 2m

r3
+O

(
1

r4

)
,

h12 =
8m2a2 sin 2θ

3r3
+O

(
1

r4

)
, h23 = O

(
1

r4

)
,

h13 = −2ma sin θ

r
− 4m2a sin θ

r2

1)刘冰萧. Kerr 时空中渐近双曲、类空超曲面的渐近几何性质. 本科毕业论文. 合肥: 中国科学技术大学, 2013.
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− ma[4a2(4m2 + 5) sin2 θ + 16m2 − 4a2 + 3] sin θ

r3
+O

(
1

r4

)
,

h22 = 1 +
2m2a2 sin2 θ

r2
− m(4m2a2 sin2 θ − 1)

r3
+O

(
1

r4

)
,

h33 = 1 +
2m2a2 sin2 θ

r2
+
m[(8m2 − 1)a2 sin2 θ + 1]

r3
+O

(
1

r4

)
.

记 h̃ij = hij − gij , π̃ij = h̃ij − trg(h̃)a ̸= 0, 这时有 π̃12 = O( 1
r3 ), π̃13 = O( 1

r3 ), 其他的 π̃ij = O( 1
r4 ). 显

然, g13、π̃12 和 π̃13 衰减不够快达不到能够定义总角动量的要求, 形式上角动量的定义算出来的值是

无穷大. 这暗示旋转在类光无穷远或附近无法被观测到.

3 Λ > 0

本节回顾正宇宙常数时的正能量定理和 Kerr约束问题.最近的天文观测说明宇宙在加速膨胀,宇

宙常数应该为正, 这样渐近 de Sitter 时空的正能量定理显得更为重要. 很多文献讨论了正宇宙常数时

空的总能量动量定义, 如文献 [33–39], 但是只有很少的文献研究相关的正能量定理 [40–42], 并且在这些

文献中, 或者正能量定理的表述和证明是不完整的, 或者证明在数学上是不对的. 文献 [43, 44] 给出了

正能量定理完整、严格的表述和证明.

记 λ =
√

3
Λ . de Sitter 时空能被具备 de Sitter 度量

g̃dS = −dt̄2 + λ2 cosh2
t̄

λ
(dr̄2 + sin2 r̄(dθ̄2 + sin2 θ̄dψ̄2))

的整体坐标完全覆盖. 在整体坐标中, 每个时间片是一个有常曲率的 3 维球面, 无空间无穷远. 因此,

类似 ADM 的总能量动量公式是没有的. 原则上, 有两种方法将 de Sitter 时空划分成两部分, 这给出

了两类不同的空间无穷远并在合适的条件下用以建立正能量定理.

沿着超曲面 X0 = X4 分割出的一半 de Sitter 时空被具备下述 de Sitter 度量:

g̃dS = −dt2 + e
2t
λ gδ, gδ = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

的 Euclid 坐标覆盖. 这时初始数据集是 (R3, ğ = e
2t
λ gδ, K̆ = 1

λ ğ). 沿着超曲面 X4 = −λ (X4 = λ) 分割

出的一半 de Sitter 时空 X4 < −λ (X4 > λ) 被具备下述 de Sitter 度量:

g̃dS = −dT 2 + sinh2
T

λ
ğH, ğH = dr2 + λ2 sinh2

r

λ
(dθ2 + sin2 θdψ2)

的双曲坐标覆盖. 这时初始数据集是 (H3, ğ = sinh2 Tλ ğH, K̆ = 1
λ coth T

λ ğ), 这里 ğH 是标准双曲度量.

为了在 Hamilton 力学框架下定义总能量动量, 需要定义渐近 de Sitter 初始数据集 (M, g,K), 使

其在端上 Euclid 坐标中满足下述条件:

g − ğ = e
2t0
λ a = O

(
1

r

)
, K − K̆ = e

t0
λ b = O

(
1

r2

)
,

这里 t0 是常数, 并且 a 和 b 的 1 阶、2 阶导数满足相应的衰减条件. 然后使用 10 个 R4,1 的 Killing

向量场 Uαβ 以及 a 和 b 来定义 ADM 类型的总能量动量. 但是, 这时没有相应的总能量动量不等

式. 另外还有一种在初始数据集框架下的定义总能量和总动量等物理量的方法. 为了简单起见, 我们

在 Euclid 坐标下解释一下主要的思想, 双曲坐标情形类似.
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一般地, 渐近 de Sitter 时空中的初始数据集 (M, g,K) 应该具有 g = e2u(x)ḡ(x), h = K − 1
λg

= eu(x)h̄(x), u(x) = t0
λ + o(1), 并且 (M, ḡ, h̄) 是渐近平坦的. 为了保持 g 和 h 的渐近平坦性, 必须有

u(x) = t0
λ + a1

r + O( 1
r2 ). 这时在端上可以写成 g = e

2t0
λ ḡ, h = e

t0
λ h̄, 并且 ḡ 和 h̄ 的 ADM 总能量动量

在相差一个常数因子下可以看成是 g 和 h 的总能量动量. 因为 e
t0
λ 是常数, 可以假设在整个 M 而不

仅仅在端上有 g = e
2t0
λ ḡ, h = e

t0
λ h̄.

称初始数据集 (M, g,K) 是 P- 渐近 de Sitter 的, 如果对某个常数 P > 0, 有 g = P2ḡ, h = Ph̄, 并
且 (M, ḡ, h̄) 是渐近平坦的. 设 Ē、P̄k 和 J̄k(z) 分别是 (M, ḡ, h̄) 的端 Ml 的总能量、总线性动量和总

角动量, P- 渐近 de Sitter 初始数据集 (M, g,K) 对应的量定义为

E = PĒ, Pk = P2P̄k, Jk(z) = P2J̄k(z).

相应的正能量定理由 Luo 等 [43] 在 2010 年证明.

定理 6 (正能量定理 (Euclid 坐标)) 设 (M, g,K) 是正宇宙常数 (Λ > 0) 时空 L3,1 中的一个 P-

渐近 de Sitter 初始数据集. 假设 trg(K) 6
√
3Λ. 如果 L3,1 满足主能量条件, 那么

(i) 对每个端, E >
√
P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 ;

(ii) 如果对某个端有 E = 0, 那么 (M, g,K) ≡ (R3,P2gδ,
√

Λ
3P

2gδ), 并且时空 L3,1 沿着 M 是 de

Sitter 的.

这保证总质量
√
E2 − P 2

1 − P 2
2 − P 2

3 是适定的. 上述公式计算出 Kerr-de Sitter时空的总角动量 J ,

其等于 (0, 0, ma

(1+ a2

λ2 )2
) [43]. 有趣的是, 如果将正宇宙常数换为负宇宙常数, J3(z) 与文献 [45] 中的 J23

相同. 另外, 相应的 Kerr 约束也在文献 [43] 中被证明.

定理 7 设 (M, g,K) 是正宇宙常数 (Λ > 0) 时空 L3,1 中的一个无地平线 P- 渐近 de Sitter 初

始数据集. 记 p = C ˜̄hz, 这里 ˜̄hz 是由 h̄ 定义的局部角动量密度, C > 0 是常数. 假设存在点 z ∈M , 使

得 (M, ḡ, p) 是广义渐近平坦的. 如果 (M, ḡ, p) 满足广义主能量条件, 那么

(i) 对每个端, 有 E > C|J(z)|ğP ;
(ii) 如果对某个端, E = 0, 那么 M 有唯一的端, 并且

Rijkl + pikpjl − pilpjk = 0, ∇ipjk −∇jpik = 0, ∇i(pij − pji) = 0.

在初始数据集框架下, g − ğ = O( 1r ), h = O( 1
r2 ), 可得出 K − K̆ = O( 1r ). 这与 Hamilton 力学框

架下的衰减条件 K − K̆ = O(r−2) 不一样. 虽然两种框架给出相同的总能量, 但总动量是完全不同的.

当用 h 在初始数据集框架下定义出有限的总动量时, 用 K − K̆ 在 Hamilton 力学框架下定义出的总

动量一般是无限的, 上述的正能量定理推不出在 Hamilton 力学框架下总能量和总动量之间的不等式.

进一步, Witten 的方法在正宇宙常数时失效, 也无法用此证明 Hamilton 力学框架下定义出的总能量

和总动量之间的不等式.

在双曲坐标中,对常数 T ,记 h = K− 1
λ coth T

λ g, H = sinh T
λ . 设 ĕi、̆ei 和 ∇̆H 分别是双曲度量 ğH

的标架、余标架和 Levi-Civita联络. 一个初始数据集 (M, g,K)是 H-渐近 de Sitter的,如果 g = H2ḡ,

h = Hh̄, 并且在每个端上, aij = ḡ(ĕi, ĕj)− ğH(ĕi, ĕj), h̄ij = h̄(ĕi, ĕj), ḡ 和 h̄ 满足

{aij ,∇H
k aij , ∇H

l ∇H
k aij , h̄ij ,∇H

k h̄ij} = O(e−
τ
λ r), τ >

3

2
.

记 R̄、∇̄ 和 ρz 分别是 ḡ 的数量曲率、Levi-Civita 联络和关于 z ∈ M 的距离函数, 假设 (R̄ + 6
λ2 )e

ρz
λ
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和 (∇̄j h̄ij − ∇̄itrḡ(h̄))e
ρz
λ 是 L1(M) 的. 端 Ml 的总能量动量定义为

EH
ν =

H2

16π

∫
S∞

Enνe r
λ ĕ2 ∧ ĕ3, ν = 0, 1, 2, 3,

这里 E = ∇̆H,j ḡ1j −∇̆H
1 trğH(ḡ)+ 1

λ (a22 + a33)+ 2(h̄22 + h̄33). 这种情形下的正能量定理也由 Luo等 [43]

证明.

定理 8 (正能量定理 (双曲坐标)) 设 (M, g,K) 是正宇宙常数 (Λ > 0) 时空 L3,1 中的一个 H-

渐近 de Sitter 初始数据集. 假设 trg(K) sinh T
λ 6

√
3Λ cosh T

λ . 如果 L3,1 满足主能量条件, 那么

(i) 对每个端, EH
0 >

√
(EH)21 + (EH)22 + (EH)23;

(ii) 如果对某个端有 EH
0 = 0, 那么

(M, g,K) ≡
(
H3, sinh2

T

λ
ğH,

√
Λ

3
sinh

T

λ
cosh

T

λ
ğH

)
,

并且时空 L3,1 沿着 M 是 de Sitter 的.

这保证总质量
√
(EH

0 )2 − (EH)21 − (EH)22 − (EH)23 是适定的.

当 M 有有限个内边界时, 并且他们中的每个 (Σ, ḡ, h̄)具 S2 拓扑、诱导度量 ḡ 和第二基本形式 h̄

在 P- 渐近 de Sitter 初始数据集时满足

±trḡ(h |Σ) = trgΣ(K |Σ)− 2

√
Λ

3
;

而在 H- 渐近 de Sitter 初始数据集时满足

±trḡ(h |Σ) = trgΣ(K |Σ)− 2

√
Λ

3
tanh

T

2λ
.

这时上述两个正能量定理仍成立. 但是所有这些内边界与由 Σ 发出或接收到的光线定义的未来/过去

地平线 ±trḡ(h |Σ) = trgΣ(K |Σ) 并不一致.

然而,正如Witten [46] 所说, de Sitter时空中没有正的守恒能量, Lorentz生成子对应的 Killing向

量场在 de Sitter 时空的一些区域是类时的, 在其他一些区域是类空的 (参见文献 [33]). 这表明, 在没

有额外平均曲率限制时, 正能量定理并不成立.

作为 Schoen-Yau 正能量定理的一个推论, Rn (n > 3) 上任意具有数量曲率 R > 0、并在一个紧

集外与 Euclid度量一致的度量一定是平坦的,因为这时度量是渐近平坦的,并且总能量为零. 1989年,

Min-Oo [47]将流形这样的刚性性质推广到双曲流形,证明了 Hn上任意具有数量曲率 R > −n(n−1),并

在一个紧集外与双曲度量一致的度量一定是双曲的. 在整体坐标中, de Sitter时空沿着超曲面 X3 = 0

分为两部分. 在这样一半的 de Sitter 时空中, 时间片是半球. 1995 年, Min-Oo 猜想半球 Sn+ (n > 3)

上任意具有数量曲率 R > n(n − 1)、全测地边界 ∂Sn+, 并且在 ∂Sn+ 上的诱导度量与 ∂Sn+ 上的标准

度量一致的度量一定是 Sn+ 上的标准度量. 2010 年, Brendle 等 [48] 构造出 Sn+ (n > 3) 上数量曲率

R > n(n − 1) 在 ∂Sn+ 的一个邻域上与其标准度量一致, 但在半球内一些点严格有 R > n(n − 1) 的度

量. 这给出了 Min-Oo 猜想的反例, 并且提供了另一个正宇宙常数正能量定理失效的例子.

2012 年, Liang 和 Zhang [44] 构造出了 de Sitter 时空具负总能量的一些渐近 de Sitter 初始数据

集, 这些初始数据集违背了两个正宇宙常数正能量定理中的平均曲率应满足的条件.
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在 Euclid坐标中, 对常数 t0 考虑 de Sitter时空中的图 f(x) = t0 + ε(1+ r2)−
1
2 . 对充分小的 ε, 其

是 P- 渐近 de Sitter 初始数据集 (P = e
t0
λ ), 并且

gij = e
2f
λ δij − ε2

xixj
(1 + r2)3

, trg(K) =
3

λ
+

1

2λ
ε2

r2

(1 + r2)3
e−

2f
λ +O(r−5).

因此, 如果 ε ̸= 0, 那么对充分大 r, 有 trg(K) > 3
λ . 取 ε < 0, 这时总能量

E =
P
16π

lim
r→∞

∫
Sr

(∂j ḡij − ∂iḡjj) ∗ dxi =
ε

λ
e

t0
λ < 0.

在双曲坐标中, 对常数 T0 > 0 考虑 de Sitter 时空中的图 f(x) = T0 + εe−
3r
λ . 对充分小的 ε, 其

是 H- 渐近 de Sitter 初始数据集 (H = sinh T0

λ ), 并且

g =

(
sinh2

f

λ
− 9ε2

λ2
e

−6r
λ

)
dr2 + λ2 sinh2

f

λ
sinh2

r

λ
(dθ2 + sin2 θψ2),

trg(K) sinh
T0
λ

− 3

λ
cosh

T0
λ

= − 12ε

λ2 sinh T0

λ

e
−5r
λ +O(e

−6r
λ ).

因此, 如果 ε < 0, 那么对充分大 r, 有 trg(K) sinh T0

λ > 3
λ cosh T0

λ , 这时总能量

EH
0 =

H2

16π
lim
r→∞

∫
Sr

En0e r
λ ĕ2 ∧ ĕ3 = ε tanh

T0
2λ

sinh2
T0
λ
< 0.

在上述两个正能量定理中,常数 Λ = 3
λ2 可以任意选取. 根据 Planck卫星的实验数据2),实际上是

取 Hubble 常数 H = 1
λ , 并且 g̃dS 是 k = 0 的 FLRW (Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker) 度量

g̃FLRW = −dt2 + e2Htgδ, gδ = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2.

它是各向同性和齐性的, 这里 3H2 = ρm + Λc 并且 ρm ∼= 0.3156 × 3H2 是包含暗物质的物质密度,

Λc ∼= 0.6844 × 3H2 是表述暗能量的宇宙常数的实际值. 考虑实验误差, 真实的宇宙具渐近 FLRW 度

量并满足主能量条件, 时间片是 P- 渐近 de Sitter 初始数据集. 关键的问题是, 能否从实验数据得知

时间片的平均曲率不超过 3H? 因为平均曲率表示宇宙体积膨胀率,是一个实验数据的平均值,所以其

值和 FLRW 时空中时间片的平均曲率相同, 等于 3H. 这样正能量定理表明真实宇宙的总能量总是不

小于 FLRW 时空的总能量, 即 FLRW 时空是基态, 宇宙是稳定的.

H- 渐近 de Sitter 初始数据集情形对应 k < 0 的 FLRW 度量, 与目前的实验数据并不相容.

4 Λ < 0

本节回顾负宇宙常数时的正能量定理和总质量的定义. 这时时空是渐近反 de Sitter 的, 初始数据

集具渐近双曲度量和渐近零第二基本形式. 有很多文献物理上讨论了总能量等守恒量的定义及其正

性, 参见文献 [33, 45, 49] 及其中的参考文献 (似乎文献 [33] 中首次定义了总能量, 并且用类似于零宇

宙常数时的超引力的想法 [50] 给出了正性的证明). 然而, 尽管应用 3 + 2 维 Lorentz 群的 Killing 向

量定义 10 个守恒量是众所周知的, 但是数学上严格、完整的定义直到文献 [45] 才被给出, 并且, 正如

该文献指出, 在那之前, 相关的讨论都是形式上的. 文献 [51, 52] 首次在初始数据集的第二基本形式为

2)Planck 2015 results I. Overview of scientific results. ArXiv:1502.01582; XIII. Cosmological parameters. ArXiv:1502.01589.
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零时, 数学上严格、完整地证明了主能量条件下非平凡初始数据集具正的总能量. 当第二基本形式非

零时, 文献 [53, 54] 在特殊的质心坐标系下证明了一个总能量动量不等式. 当第二基本形式的迹是非

正时, 文献 [32] 中证明的渐近类光无穷远正能量定理也给出此时一个总能量动量不等式 [55]. 最终, 文

献 [56] 证明了一般情形的正能量定理并给出总质量的定义.

记 κ =
√
−Λ

3 . 在坐标变换

X0 =
cos(κt)

κ
cosh(κr), Xi =

sinh(κr)

κ
ni, X4 =

sin(κt)

κ
cosh(κr)

下, 反 de Sitter 度量为

g̃AdS = − cosh2(κr)dt2 + dr2 +
sinh2(κr)

κ2
(dθ2 + sin2 θdψ2).

初始数据集为 (H3, ğ = gH, h̆ = 0). Killing 向量场 Uαβ 限制在反 de Sitter 时空时依赖于时间 t.

设 ĕi、̆ei 和 ∇̆ 分别是标架、余标架和双曲度量 ğ 的 Levi-Civita 联络. 初始数据集 (M, g, h) 是渐

近反 de Sitter 的, 如果 M 具有限个端, 在每个端上,

{aij , ∇̆kaij , ∇̆l∇̆kaij , hij , ∇̆khij} = O(e−κτr), τ >
3

2
,

这里 aij = g(ĕi, ĕj)− ğ(ĕi, ĕj), hij = h(ĕi, ĕj). 设 R、∇ 和 ρz 分别是 g 的数量曲率、Levi-Civita 联络

和关于 z ∈M 的距离函数, 进一步假设 (R+ 6κ2)eκρz 和 (∇jhij −∇itrg(h))e
κρz 是 L1(M) 的.

1985 年, Henneaux 和 Teitelboim [45] 定义了与 Uab 相伴的渐近反 de Sitter 时空的总能量动量

JHTab . 用本文的记号

E0 =
κ

16π

∫
S∞

EU (0)
40 ω̆,

ci(t) =
κ

16π

∫
S∞

EU (0)
i4 ω̆ +

κ

8π

∫
S∞

PAU (A)
i4 ω̆,

c′i(t) =
κ

16π

∫
S∞

EU (0)
i0 ω̆ +

κ

8π

∫
S∞

PAU (A)
i0 ω̆,

Ji =
κ

8π

∫
S∞

PAV (A)
i ω̆,

这里 E = ∇̆jg1j − ∇̆1trğ(g) + κ(a22 + a33), Pj = hj1 − gj1trğ(h), ω̆ = ĕ2 ∧ ĕ3, Uαβ = U
(γ)
αβ ĕγ , Vi

= 1
2εijkUjk = V

(A)
i ĕA, A = 2, 3.

记 c = (c1, c2, c3), c
′ = (c′1, c

′
2, c

′
3), J = (J1, J2, J3), 并且

L = (|c|2 + |c′|2 + |J |2) 1
2 , A = (|c× c′|2 + |c× J |2 + |c′ × J |2) 1

4 , V = (εijlcic
′
jJl)

1
3 .

量 2L、2A2 和 V 3 是由依赖于 t的 c、c′ 和 J 张成的平行六面体的统一量纲后的长度、曲面面积和体

积. 显然有 L2 > 3V 2, 并且 |c|2 + |c′|2 不依赖于 t.

伪 Euclid 空间 R3,2 有 2 个类时 Killing 向量和 3 个类空 Killing 向量. 物理上, E 测量时空无穷

远处平面 (X0, X4) 上的旋转, ci 测量时空无穷远处平面 (Xi, X4) 上的旋转, c′i 测量时空无穷远处平

面 (X0, Xi) 上的旋转, Ji 测量时空无穷远处平面 (Xj , Xk) 上的旋转, 这里 {i, j, k} 是 {1, 2, 3} 的偶
置换. 但是, 这些旋转效应都是在弯曲的反 de Sitter 时空上测量到的, 所以, 它们同时包含渐近反 de

Sitter 时空移动和旋转效应. 这表明, 我们不能简单地认为它们是质心、总动量和总角动量. 移动和旋

转的总效应由 c、c′ 和 J 张成的平行六面体给出, 并可用测量边的长度、表面积和体积得到.
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2001 年, Wang [51] 对满足 a12 = a13 = 0 且第二基本形式为零的渐近反 de Sitter 初始数据集, 数

学上严格完整地证明了总能量非负. 这些 a 的额外的条件后来被 Chrúsciel 和 Herzlich [52] 去掉. 在主

能量条件下, 他们证明了在 t = 0 时,

(i) 对每个端, 有 E0 >
√
c21 + c22 + c23;

(ii) 如果对某个端有 E0 = 0, 那么 M 是双曲空间.

2006 年, Chrúsciel 等 [54] 证明了在 t = 0 时, 如果 E0 >
√
c21 + c22 + c23, 那么可以找到 SO(3, 1) 坐

标变换, 使得√
E2

0 − c21 − c22 − c23 → Ē0, ci, c
′
2, J1, J2 → 0, c′1 → c̄′1, c′2 → c̄′2, J3 → J̄3.

在新的、我们称之为反 de Sitter 质心坐标系下, 他们在主能量条件下证明了:

(i) 对每个端, Ē0 >
√
|c̄′|2 + |J̄ |2 + 2|c̄′ × J̄ |;

(ii) 如果对某个端有 Ē0 = 0, 那么 M 有唯一的端, 并且 L3,1 沿着 M 是反 de Sitter 的.

事实上, 应用 Witten 的方法可以找到一个矩阵元包含 E0、ci(t)、c′i(t) 和 Ji 的 4 × 4 半正定

Hermite 矩阵 Q, 其迹、二阶子式的和、三阶子式的和及行列式分别为 (参见文献 [56])

trQ = 4E0, Q(2) = 6E2
0 − 2L2, Q(3) = 4E0(E

2
0 − L2) + 8V 3, detQ = (E2

0 − L2)2 + 8E0V
3 − 4A4,

并且这些量都是非负的. 当第二基本形式非零时, 这 4 个一般坐标系下的不等式并不隐含将其变换到

反 de Sitter 质心坐标系时所需的条件 E0 >
√
c21 + c22 + c23. 例如, Q(2) > 0 推出

E0 >

√
1

3
(|c|2 + |c′|2 + |J |2),

但推不出 E0 >
√
c21 + c22 + c23. 另一方面, Chrúsciel-Maerten-Tod 的总能量动量不等式的形式不是

SO(3, 1) 不变量, 当把它从反 de Sitter 质心坐标系变回到原来的一般坐标系时, 其形式会发生复杂变

化而无法得出一关于总能量的简单不等式. 这些问题需要我们在一般非反 de Sitter 质心坐标系下, 对

任意 t 的 Henneaux-Teitelboim 总能量动量建立总能量不等式. 2015 年, Wang 等 [56] 证明了这样的正

能量定理.

定理 9 (正能量定理) 如果 (M, g, h)是具有负宇宙常数时空中的一个渐近反 de Sitter初始数据

集,可能具有限个地平线,每一个都是M 的内边界并具 S2拓扑,其平均曲率H 满足H±trg(h |S2) = 0.

假设主能量条件成立, 那么

(i) 对每个端, 有 E0 >
√
L2 − 2V 2 + 2(max{A4 − L2V 2, 0}) 1

2 ;

(ii) 如果对某个端有 E0 = 0, 那么 M 有唯一的端, 并且时空沿着 M 是反 de Sitter 的.

如果三个向量 c、c′ 和 J 线性相关,即 V = 0,那么上面的总能量不等式简化为 E0 >
√
L2 + 2A2,

这在较弱的条件下给出了 Chrúsciel-Maerten-Tod 总能量不等式.

Wang 等 [56] 同时证明了 detQ 是端上的下述相容坐标变换下的不变量:

t̂ = t+ o(e−
5κ
2 r), r̂ = r + o(e−

3κ
2 r), θ̂A = θA + o(e−

5κ
2 r),

ĕ0(t̂) = ĕ0(t) + o(e−
7κ
2 r), ĕ1(r̂) = ĕ1(r) + o(e−

3κ
2 r), ĕB(θ̂

A) = ĕB(θ
A) + o(e−

7κ
2 r).

因此, detQ 不依赖于渐近反 de Sitter 时空无穷远处 3 + 1 维渐近坐标系的选取, 是几何不变量. 另

一方面, Henneaux 和 Teitelboim 定义的 10 个守恒量在相容坐标变换下是协变的, 它们测量渐近反 de

Sitter时空在伪 Euclid空间 R3,2 的 10个子平面上的旋转效应.因而,这 10个守恒量的数值在 R3,2 的
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O(3, 2) 坐标变换下会改变, 也就是说, 时空无穷远处的不同观测者测量到的 10 个守恒量会不同. 但是

detQ = ( κ
16π )

4(I21 + 2I2), 这里

I1 =
1

2
JHTab JHT,ab, I2 =

1

2
JHT,ba JHT,cb JHT,dc JHT,ad − 1

4
(JHT,ba JHT,ab )2

是两个 O(3, 2) Casimir 不变量 [45]. 这说明时空无穷远处的不同观测者测量到的 detQ 的数值都相同.

注意到 detQ 的量纲与总能量的 4 次方相同, 故可以定义 4
√
detQ 为渐近反 de Sitter 时空的总质量.

物理上, 总质量的定义应该是唯一的. 一个有意义的问题是, 有没有其他物理量可以用来定义总

质量? 注意到 trQ、Q(2) 和 Q(3) 都不是 O(3, 2) 不变的, 它们不能用来定义总质量. 另外, 主能量条件

得出 detQ > 0, 因而, I21 + 2I2 > 0, 但是没有物理原因要求 I1 和 I2 具有确定的符号, 所有
√
±I1 和

4
√
±I2 也不能用来定义总质量. 目前还看不出有其他的量可以用来定义总质量.

最后, 我们想指出渐近反 de Sitter 时空这些守恒量的物理性质, 或许会在基于反 de Sitter/共形

场对偶观点的强耦合超导理论中有所应用, 关于后者请参阅最近的综述文献 [57] 及其中的参考文献.

5 后记

在最近的预印本 [58] 中, 该文献作者定义了由实数 A 及 R3 中向量 B、C 和 D 所组成的 Killing

观测向量场

O = {A ·D = −B ×C, A > max{|B|, |C|, |D|}, A2 + |D|2 − |B|2 − |C|2 = 1},

观测到的总能量动量的下确界 infO(A · E +B · c +C · c′ +D · J), 其值为 m = κ
16π

√
I1+

√
I21+2I2
2 , 并

被定义为渐近反 de Sitter 时空的质量 (为方便, 本文暂称其为 Killing 质量). Killing 质量的物理意义

仍不清楚. 在零宇宙常数时, Killing 质量的思想曾被用来定义时空有限区域上的拟局部质量, 参见综

述文献 [59]. 然而, 正如文献 [59] 第 8 页第 22 和 23 行指出那样, 对 Schwarzschild 时空中的空间中心

球而言, 该拟局部质量的值随球半径单调递减趋向 ADM 总质量. 物理上期望满足主能量条件的时空

中区域越大, 区域内的总质量越大, 所以, 该拟局部质量应该不是区域内的总质量, 否则在合理的物理

近似下太阳的总质量算出来会大于整个太阳系的总质量. Zhang [60] 曾用 4
√
detQ 的思想定义了一个

有限区域上的拟局部质量,其值对 Schwarzschild时空空间中心球而言是随球半径单调递增趋向 ADM

总质量, 作者认为符合物理上的期望.
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The positive energy theorem in general relativity

ZHANG Xiao

Abstract The self-consistency of general relativity requires that the spacetime total energy must be positive

for isolated gravitational systems with positive mass density. It is called the positive energy conjecture. It plays

a fundamental role in general relativity, moreover, the total mass is well-defined if it holds true. In the case of

zero cosmological constant, the positive energy conjecture was first proved by Schoen and Yau in the late 1970s,

and soon later by Witten using different method. In this paper, we provide a review on its recent development

for 4-dimensional physical spacetimes, which includes the positive energy theorem, Kerr constraint, the positive

energy theorem near null infinity and the positivity of the Bondi energy, as well as the positive energy theorem

for positive cosmological constant and for negative cosmological constant.
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