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摘要 在大变形网格上数值求解多介质扩散方程时,如何构造具有保正性的扩散格式一直是人们关注

的难题. 本文将简要综述与保正性相关的扩散格式的研究历史, 并为解决这一难题提出新的设计途径,

构造出新的具有较高精度的单元中心型守恒保正格式, 它们可兼顾网格几何变形和物理量变化. 本文

将给出数值实验结果, 验证新格式在变形的网格上保持非负性.
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1 引言

1.1 研究背景

许多实际的物理系统中包含各种物理量的扩散过程, 例如在受控约束核聚变、油藏模拟、气象预

报和天体物理等应用领域中, 需考虑能量传输过程或物质质量扩散过程等. 描述这些物理过程的偏微

分方程是非线性扩散方程, 比如聚变物理研究中的电子、离子、光子 (三温) 热传导方程组, 多群辐射

扩散方程组, 以及磁扩散方程等.

对于扩散方程定解问题, 一个重要特性是具有所谓的极值原理, 它包括最大值原理和最小值原理.

扩散方程的解保持非负性 (简称为保正性) 是指 “如果已知数据非负且内部没有汇, 那么解非负”, 即

扩散算子具有单调性, 这是最小值原理的一个特殊情形. 其物理意义十分明确, 例如, 对能量传输问题

温度非负, 对于质量扩散问题密度非负, 对于多相流问题介质浓度非负. 对于线性扩散问题, 极值原理

等价于保正性. 由于扩散方程定解问题的解满足极值原理这一特性, 所以, 在离散情形希望它仍然保

持成立,即离散格式的解满足离散极值原理,以保证离散解不出现非物理的数值现象.当离散格式的解

具有保正性时,通常称这样的格式为保正格式或单调格式,亦称格式具有保正性或单调性 (参见 [1,2]).

如果所讨论的离散格式是非线性的, 那么, 离散最大值原理和离散最小值原理不等价 (无论扩散

问题是线性的还是非线性的). 要求一个格式满足离散极值原理比仅仅要求其保持非负性要严格,限制

性更强, 从而相应的格式设计更难. 我们讨论的扩散问题不仅是非线性的, 还是多介质的, 密度比往往

很大.在实际应用领域,扩散过程往往与其它物理过程强耦合,多介质辐射流体力学问题是一个典型的

辐射扩散与流体力学耦合的问题, 其数值模拟包括扩散方程的计算与流体力学方程的计算, 且它们的
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计算是耦合进行的. 对于多介质辐射流体力学 Lagrange 方法, 计算网格随流体运动, 流体出现大变形

时导致网格大变形,此时需在变形的 Lagrange网格上求解辐射扩散方程,这对格式的健壮性提出了很

大的挑战. 总之, 在大变形网格上, 针对具有间断系数或各向异性张量系数的扩散方程, 要求设计出一

个格式既保持非负性 (或满足离散极值原理)、又保持局部守恒性, 难度较大.

已有的研究表明, 一个违反极值原理或保正性的离散格式至少会导致如下三个问题 [3]: (1) 具有

大时间步长的全隐离散格式的精度较差. (2) 未知量 (例如温度) 的数值解出现虚假的负值, 往往在低

温区导致温度出现负值;在实际计算中,未知量 (例如温度)的数值解一旦出现负值,如果不做处理,那

么整个计算立即中断; 这是因为实际应用中许多扩散问题是非线性的, 其扩散系数是未知量的非线性

函数, 该函数仅仅对非负的物理量才有定义. 另外, 在辐射流体力学的热传导计算中出现负的温度时,

会使声速变为虚数, 同样导致计算无法进行下去. 如果对出负的值进行处理, 而处理不合理的话, 那么

计算精度通常会降低. 目前, 实际应用中通常采取诸如 “遇负置零” 的人为处理方式, 即将负的温度替

换成初始温度,使得程序能继续计算下去. 这种简单的非负性修正方法对于保证计算不中断是有效的,

但显然其结果是破坏解的守恒性,对于长时间计算,会损失离散解的精度,导致计算所得的物理图像偏

离真实情况. (3) 即使在不出现计算出负的情形, 当网格变形较大时, 采用不保正的计算格式, 数值结

果通常会出现非物理振荡, 即 “过跳” 和 “低亏”. 对于热传导问题, 它会破坏热力学第二定律, 引起热

量从低温流往高温, 在温度变化剧烈的区域出现非物理振荡.

1.2 对扩散格式的要求

为保证数值模拟具有所需的置信度, 扩散格式应尽可能多地保持物理模型的特性, 或者说偏微分

方程定解问题的特性. 特别地, 这里将扩散格式应满足的一些重要特性总结如下: (1) 格式满足离散极

值原理, 对线性方程即为保正性; 针对非线性扩散方程, 在非线性迭代过程中每一步均保正; (2) 局部

守恒性,即越过网格边的离散法向流是唯一定义好的;在热传导情形,守恒的扩散方程对应于热力学第

一定律; (3) 适用于不同类型的网格, 包括结构四边形与非结构多边形网格; 适用于不同特性的扩散系

数问题的离散求解, 包括各向同性的标量系数和非均匀的全张量扩散系数问题, 光滑的和间断的扩散

系数问题等; (4) 在严重扭曲的网格上有所需精度, 无论网格是否光滑, 随着网格加密, 数值解收敛到

精确解; 对光滑解有高于一阶的精度; (5) 基本未知量 (自由度) 个数尽可能少, 离散模板尽可能小, 具

有局部模板; 在扭曲四边形网格上简化为九点格式, 甚至五点格式; 在 (正交) 矩形网格上对各向同性

扩散问题简化为标准的五点格式; (6) 基本未知量只有定义于单元中心的未知量, 以适应与 Lagrange

流体力学的耦合计算, 并且在随流体运动而高度扭曲的网格上, 扩散格式应该足够精确和健壮; 即使

在还有网格单元边未知量的情形,也只有单元中心未知量出现在离散的时间导数项和吸收项中; (7)对

间断的处理是严格的, 以适应与多介质流体问题的耦合计算; 在矩形网格上对间断系数的处理等价于

熟知的调和平均方法; (8) 保持球几何对称性, 以适用于激光靶丸 (小囊) 内爆计算; (9) 格式是线性准

确的 [4, 5], 例如在 x− y 和 r − z 几何情形分别保持齐次线性解 a+ bx+ cy, a+ br + cz; 或者说, 离散

梯度算子和离散散度算子作用于常值函数分别得到零向量和零标量, 离散 Laplace 算子作用于线性函

数等于零; 在 [3] 中将扩散算子作用于常数上等于零的性质称为“微分性”, 并指出在热传导情形, 该

性质等价于热力学第零定律; (10)离散梯度算子和离散散度算子保持连续算子的积分恒等式在离散情

形仍然成立 [6], 此时在由扩散系数的逆加权定义的内积下, 离散流算子是离散散度算子的负伴随算子;

(11) 扩散格式形成的代数方程组的系数矩阵是对称正定的; 在 [3] 中指出扩散算子是正定的, 且在热

传导情形正定性等价于热力学第二定律; (12) 扩散格式具有内在的并行本性, 适应于大规模并行计算
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机, 只需局部通讯 (参见 [7]).

本文内容如下. 第 2 节将简要叙述扩散格式解的保正性的研究现状. 第 3 节针对任意凸多边形网

格提出一类新的单元中心型有限体积保正格式, 并且, 特别对四边形网格给出一类新的保正格式. 第

4 节给出数值结果说明格式的精度和保正性. 最后, 第 5 节是一个小结.

2 研究现状

2.1 保正性研究历史简述

众所周知, 对于一维扩散问题标准的三点差分格式是保正的, 对于二维矩形网格上具有标量扩散

系数的问题, 标准的五点差分格式是保正的, 在 Voroni 网格 (见 [8]) 或更一般的可容许网格 (即具有

“相邻网格单元中心连线与它们的公共边垂直”性质的网格,定义见 [9])上, 标准的单元中心型有限体

积格式是保正的.

然而, 对于二维矩形网格上各向异性的张量扩散系数问题, 以及非矩形网格上 (无论系数是标量

还是张量) 的扩散问题, 许多离散格式不具有保正性, 就我们所知, 在四边形网格情形, 没有一个线性

的相容的九点有限体积格式满足最大值原理或最小值原理. 已有的研究工作表明, 在大变形结构四边

形网格上九点格式 [10]、Kershaw 格式 [11]、MDHW 格式 [4] 等均不具有保正性. 在一般的三角形网格

(包含钝角三角形) 或强各向异性多边形网格上, 二阶线性方法例如支撑算子 (SOM) 或拟态有限差分

(MFD) 格式 [6, 12]、多点通量逼近 (MPFA) 格式 [13–16] 等都不保正, 更不满足离散极值原理. 已有文献

中提出, 需要对网格几何或扩散系数添加较为严格的限制条件, 以保证其中一些格式具有保正性 (参

见 [4, 11,13,17–27]).

为保证分片线性有限元方法的离散极值原理成立, Ciarlet和 Raviart在 [28]中给出了对网格限制

的充分条件 (锐角条件), 后来, 在 [21] 和 [29] 中提出了较弱的网格条件. 在 [30] 中针对反应扩散方程,

给出单纯形网格上线性有限元方法的离散极值原理成立的充分条件,将 [28]中的条件变成显式可验证

的条件,它由空间维数、单纯形网格二面角和高、以及反应系数的大小给出,数值实验表明,该条件是精

确的, 明显改进了 [28] 中给出的一个类似的条件. 在 [31] 中考察了混杂非结构网格上线性抛物问题的

离散极值原理, 给出了对于时间步长的较为苛刻的限制条件. 在 [32] 中讨论了高维抛物初边值问题线

性有限元, 给出了保证离散极值原理的网格几何条件和时间步长条件. 在 [33] 中对某些具有混合边界

条件的非线性椭圆问题的有限元解证明了离散极值原理,其中考虑了用于刚度矩阵构造的数值求积法

则的效应. 在 [19] 中简要回顾了有限元方法离散极值原理有关的主要结果. 在 [34] 中针对一般的线性

抛物方程空间双线性元离散, 给出了保证离散极值原理成立的充分条件. 在 [35] 中分析了反应扩散方

程菱柱有限元的离散极值原理, 推导了能保证其成立的菱柱剖分的形状参数的几何条件, 并在 [36] 中

将其推广到非定常方程的情形, 给出了网格形状参数的几何条件和时间步长的约束条件.最近,在 [37]

中对拟线性二阶椭圆方程推导了 P1 协调元的离散极值原理, 其中网格满足 O(hα) 锐角条件, 即对三

角形的每个角 αij 或对四面体的内部二面角 αij 要求满足 αij 6 π/2− γhα, 其中 α > 0, γ > 0.

Nordbotten 等在 [16] 中推导了四边形网格上有限体积方法的单调性 (即保正性) 准则, 网格须满

足较苛刻的限制条件,证明了不可能构造线性的九点格式,既无条件满足单调性准则,同时又满足局部

守恒性和保持线性准确. Lipnikov 等在 [12] 中对二维和三维网格上拟态 (mimetic) 有限差分 (MFD)

方法研究了保证单调性的充分条件, 由这些条件得到一组关于网格单元的质量矩阵的元素的一般的

不等式. 在 [38] 中讨论了抛物和椭圆算子离散的和连续的最大值原理, 阐述了离散抛物最大值原理
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(DPMP)、离散椭圆最大值原理 (DEMP) 和离散稳定化性质 (DSP) 之间的关系, 得到的主要结果是

DPMP 蕴涵 DSP 和 DEMP.

不少研究论文中指出扩散方程保正格式的研究与设计是一个重要且困难的问题. 例如, Lipnikov

等在 [1] 中指出 “单调性是最难满足的要求”; Sharma 等在 [25] 中称 “温度的正性对数值健壮性绝对

是必需的”; Kuzmin 等在 [22] 中指出 “单调性约束在离散层次上难以满足”; Nakshatrala 等在 [39] 中

指出 “众所周知, 经典的有限元 (例如单场 Galerkin有限元, Raviart-Thomas有限元, 变分多尺度有限

元, 与 Galerkin- 最小二乘混合有限元) 不能给出非负解, . . . , 在非结构网格上使用数值方法 (有限元,

有限体积或有限差分) 得到非负解不是一件容易的事”; Droniou 和 Potier 在 [40] 中也指出 “最大和最

小值原理是难以满足的, 因此在构造有限体积格式时很少考虑; 但是它们是相当重要的”. 在 [31] 中指

出 “在计算机模拟中保持数学模型解的数量特征, 例如极值原理, 是关键的要求之一”.

2.2 保正性研究进展简述

鉴于大变形网格上扩散格式解的保正性在数值求解中的重要性, 多年来尤其是近年来, 国内外不

少学者对扩散方程单调的或具有保正性的离散格式开展了研究工作.所取得的研究进展可以分为两个

方面: 一是构造新的具有保正性的守恒格式; 二是对现有格式采用所谓的前、后处理方法. 即在现有

格式的基础上进行修正, 或者引入限制子, 对离散流表达式进行适当的 (符合物理的) 限制; 或者引入

约束变分泛函, 采用约束优化技术求解, 这类技术途径统称为前处理方法. 还有一类技术途径是, 当采

用已有的格式求解出现计算出负时, 设计某种类似于 “遇负置零” 的方法, 对出负的解进行某种修补,

特别地针对变化剧烈的高温辐射热传导问题, 将负值置为某个正的小常数 (即初始的室温), 我们称其

为后处理方法. 下面简要地介绍这两方面研究中的部分工作.

2.2.1 保正格式的研究

Burman 等在 [41] 中研究了 Laplace 方程经典的线性 P1 有限元的非线性修正, 它的解满足离散

极值原理而无需对网格添加较强的几何限制条件, 例如无需锐角条件成立, 但即使对简单的线性问题,

该离散格式变成非线性的, 且不清楚该格式的近似解是否唯一, 也未考虑各向异性张量. Bertolazzi 等

在 [42] 中对光滑齐次的定常对流 (各向同性) 扩散方程, 提出了一个单纯形非结构网格上的单元中心

型有限体积方法, 利用非线性策略定义了在扩散流离散化时需要的面梯度, 但该方法仅在限制性几何

约束条件下得到保正性. 2005年 Le Potier在 [43]中对二维非结构三角形网格上强各向异性扩散问题,

提出了一个非线性单元中心型有限体积格式, 对具有充分小时间步长的抛物问题它是单调的, 满足最

大值或最小值原理, 但两者不能同时满足.

Lipnikov等在 [1]中对椭圆问题进一步分析和发展了 Le Potier的格式,构造了任意三角形网格上

具有保正性的非线性格式. 该格式存在的问题是, 与通常将单元中心量定义在单元的几何中心的做法

不同,它要求定义网格单元中心未知量的位置不仅依赖于网格,还与扩散系数相关,这一限制条件导致

该格式不便于应用于与流体力学的耦合计算. 在辐射流体力学计算中, 扩散格式中的未知量的定义位

置通常是由流体力学计算决定的, 对于单元中心型离散方法, 热力学量一般定义于网格单元的几何中

心. 如果由于扩散计算的需要而改变单元中心未知量的定义位置, 那么需要进行物理量重映, 这不仅

增加计算量, 而且带来精度损失. 并且在任意四 (多) 边形网格上不能保证 [1] 中格式是单调的, 在任

意多边形网格上它需增加形状正则等条件, 对网格需进行人为处理.

针对上述计算格式的问题, 在 [44] 中提出了任意 (星形) 多边形网格上扩散方程具有保正性的计
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算格式,克服了上述缺点,无需对多边形的形状正则性添加限制条件,也无需对定义单元中心未知量的

位置施加较强的限制, 可直接适用于与流体力学耦合的总体计算, 改进和推广了 Lipnikov 等在 [1] 中

所提出的任意三角形网格上的格式. 构造该格式的主要的想法是, 在推导法向流的离散表达式时, 根

据网格的几何变形特点, 来选取适当的单元边及该边节点处未知量作为离散模板, 保证在任意 (星形)

多边形网格上具有保正性. 在 [45] 中已将该格式推广应用于非线性非平衡辐射扩散方程组的求解. 所

构造的格式符合以下要求: 具有局部守恒性和保正性, 适用于无结构各向异性网格, 适用于非均匀全

扩散张量, 所得到的稀疏代数方程组有尽可能少的非零元, 求解效率较高, 对光滑解有高于一阶的精

度, 守恒误差较小. 在 [44] 和 [45] 中所构造的格式采用了自适应选取离散模板的技术途径, 能够很好

地适应各种大变形的网格.但是,当网格变形很大时,例如当单元中心在网格边上的正交投影位于网格

边的延长线上时, 在该条网格边上的离散法向流表达式中, 可能不出现该网格边上的物理量, 在这种

情形, 该保正格式虽然很好地适应了网格的几何变形, 却未能直接反映该网格边上的物理量变化. 本

文的目标就是提出解决该问题的方法.

在 [46] 中, 基于非线性两点流逼近方法并采用 [44] 中提出的法向向量保正分解方法, 构造了多边

形网格上扩散方程无需插值的保正格式. 在 [47] 中对定常对流扩散方程提出了新的二阶保正格式, 其

中扩散项的离散与 [46] 中的相同, 对流项的近似基于一个特别设计的极小非线性修正的二阶迎风方

法. 在 [48] 中综合 [44] 和 [47] 的方法提出了对流扩散方程的保正格式.

2009 年 Le Potier 在 [49] 中利用非线性格式计算梯度, 提出了二维三角形网格上各向异性扩散方

程的非线性格式, 它无需对网格的几何约束以及对各向异性比的限制性条件, 可同时保持离散最大值

和最小值原理. 在 [40] 中给出了扩散方程一个具有特定结构的离散格式, 该结构保证局部离散极值原

理成立, 数值解不出现虚假振荡, 并证明了在强制性假定下其解收敛到扩散方程的解, 这有助于指导

如何选取方法中的参数, 以得到较好的近似解. 在 [50] 中构造了多边形网格上满足离散极值原理的守

恒格式, 发展了 [44] 中对离散流进行适当非线性组合的方法.

2.2.2 前、后处理方法研究

Nordbotten 等在 [51] 中通过使用其它的相互作用区域, 改进了在四边形网格上多点通量逼近方

法的非负性,即增加单调性区域. Hoteit等在 [52]中针对求解扩散问题的混合 -混杂有限元方法 (MH-

FEM), 研究了如何避免违背离散极值原理的方法, 提出了两种将 MHFEM 转化为满足离散极值原理

的有限差分方法的技术途径. Mlacnik等在 [53]中对各向异性问题采用网格优化的方法来改进 MPFA

格式解的单调性. Sharma 等在 [25] 中针对正交网格上非定常各向异性热传导方程显式格式, 给出测

试算例表明基于 (对称和反对称)中心差分的算法均不保持单调性, 在温度变化大的区域计算出负, 并

借鉴双曲守恒律方程二阶格式中使用的限制子方法, 提出了基于斜率限制子的避免温度出负的方法.

随后在 [54]中将该限制子方法推广应用于方向分裂的半隐格式,给出了时间步长可放大且温度振荡小

的计算结果. Kuzmin等在 [22]中针对各向异性扩散问题研究了满足离散极值原理的受限有限元方法,

它是一类基于前处理方式的非负性修正格式.

Liska 等在 [55] 中对二维三角形网格上一般自伴椭圆方程的线性有限元方法, 讨论了如何强制其

满足离散极值原理的两条技术途径. 第一条技术途径是基于保持整体能量守恒的局部修补技术, 它

是离散解的后验修正, 但它不能保持局部守恒性. 另一条技术途径是基于约束变分优化的方法, 这需

要求解一个与变分形式的椭圆边值问题相关的凸二次规划问题, 其计算量大, 守恒性有待研究. 最近,

在 [56] 中将局部修补技术应用于九点格式的求解, 该技术同样适用于任意多边形网格上的菱形格式,

并进一步发展成保持整体守恒性的整体修补技术. 在 [57] 中针对非线性扩散方程九点格式的求解, 提
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出了能保持局部守恒性的非负性修正方法.

近年来, 基于约束优化的求解方法得到了进一步的发展和应用. 在 [39] 中 Nakshatrala 等讨论

了张量扩散方程混合有限元的非负解, 基于约束优化技术给出两个非负的混合有限元形式, 一个基于

Raviart-Thomas 空间, 另一个基于变分多尺度形式, 它们在变形网格上对低阶 (线性、双线性、三线

性) 有限元给出非负数值解, 但前一个形式由于非负约束会出现守恒性损失. Nagarajan 等 [58] 将优化

技术推广应用于任意网格上带衰减的扩散方程, 给出了一个非负性限制和强制极值原理成立的方法.

Angelini 在 [59] 中提出了一个在损失单调性的地方局部地减少离散解的曲率的方法. 就我们所知, 上

述基于约束优化的方法以及基于修正的技术均不能保证守恒性严格成立. Pal和 Edwards在 [60]中引

入了新的流分裂非线性策略,以保证所设计的流连续局部守恒的有限体积格式不出现虚假振荡. 在 [61]

中采用约束凸优化方法,对变分多尺度方法给出了一个强制最大值原理和守恒性约束成立的理论框架.

总之,大变形网格上具有保正性的或保持离散极值原理的扩散格式研究是一个得到人们广泛关注

的重要的研究课题, 是许多实际应用问题数值模拟中迫切需要解决的困难问题. 本文研究解决的问题

就是, 设计出既适应网格几何大变形, 同时兼顾该网格边上物理量变化的保正格式.

3 非线性保正格式的构造

3.1 问题描述

考虑以下定常扩散方程的定解问题:

−∇ · (κ∇u) = f, 在 Ω 内部, (3.1)

u(x) = g, 在 ∂Ω 上, (3.2)

其中 Ω 是一个有界多边形区域, ∂Ω 是区域边界, κ 是扩散系数.

将区域 Ω剖分为凸多边形网格.网格单元用 K 或 L表示,同时用 K 或 L表示网格中心. 网格顶

点用 A,B 或 P1, P2, P3, P4, . . . 表示, 网格边中点用 M1,M2, M3, M4, . . . 表示, 网格边记为 σ, EK 表示
网格 K 的边的集合.用 n⃗Kσ (或 n⃗Lσ)表示网格 K (或 L)在其网格边 σ 上的单位外法向量,显然成立

n⃗Kσ = −n⃗Lσ. 记 t⃗KPi 和 t⃗KMi 分别为线 KPi 和 KMi 上的单位切向量.

在网格单元 K 上积分方程 (3.1) 得∑
σ∈EK

FK,σ =

∫
K

f(x)dx, (3.3)

其中网格边 σ 上的连续法向流为

FK,σ = −
∫
σ

κ(x)∇u(x) · n⃗Kσdl. (3.4)

下面我们将给出连续法向流的离散表达式.

3.2 格式 1: 多边形网格上的保正格式

在本小节中假定网格是任意凸多边形网格.从 K 点发出的射线沿 n⃗Kσ 的方向必定与边 σ 或 σ 的

延长线相交,交点记为 O1 (见图 1至 3). 类似地,从 L点发出的射线沿 n⃗Lσ 的方向必定与边 σ 或 σ 的

延长线相交,交点记为 O2. 令 θK1 为 KM1 和 KO1 之间的夹角, θK2 为 KO1 和 KM2 之间的夹角, θL1
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为 LM3 和 LO2 之间的夹角, θL2 为 LO2 和 LM4 之间的夹角. 记 θK = θK1 + θK2 和 θL = θL1 + θL2 ,

即 θK 为 KM1 和 KM2 之间的夹角, θL 为 LM3 和 LM4 之间的夹角. 显然成立

0 6 θK1 , θK2 , θL1 , θL2 < π,

和

0 < θK , θL < π.
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图 1 格式 1 的设计模板 1

K
n

2
KM
t

1
KM
t

1
O

B

A

L
K

1
M

2
M

1
K

2
K

图 2 格式 1 的设计模板 2
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图 3 格式 1 的设计模板 3
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由于 KM1 和 KM2 是三角形 KM1M2 的两条边, 从而有

n⃗Kσ =
sin θK2

sin θK
t⃗KM1 +

sin θK1

sin θK
t⃗KM2 . (3.5)

类似地, 有

n⃗Lσ =
sin θL2

sin θL
t⃗LM3 +

sin θL1

sin θL
t⃗LM4 . (3.6)

将 (3.5) 代入 (3.4) 得

FK,σ = −
∫
σ

κ(x)

(
sin θK2

sin θK
∇u(x) · t⃗KM1 +

sin θK1

sin θK
∇u(x) · t⃗KM2

)
dl

= −κ(K)|σ|
(
sin θK2

sin θK

u(M1)− u(K)

|KM1|
+

sin θK1

sin θK

u(M2)− u(K)

|KM2|

)
+O(h2).

类似地, 有

FL,σ = −
∫
σ

κ(x)

(
sin θL2

sin θL
∇u(x) · t⃗LM3 +

sin θL1

sin θL
∇u(x) · t⃗LM4

)
dl

= −κ(L)|σ|
(
sin θL2

sin θL

u(M3)− u(L)

|LM3|
+

sin θL1

sin θL

u(M4)− u(L)

|LM4|

)
+O(h2).

在以上两个表达式中出现了网格边未知量, 我们可以用相邻的两个网格顶点未知量的值来近似它, 即

u(M1) = 0.5(u(P1) + u(P2)) + O(h2), 见图 4. 用网格顶点未知量替换网格边未知量以后, 以上两个表

达式可以改写为

FK,σ = −κ(K)|σ|
(
sin θK2

sin θK

0.5(u(P1) + u(P2))− u(K)

|KM1|

+
sin θK1

sin θK

0.5(u(P3) + u(P4))− u(K)

|KM2|

)
+O(h2),

FL,σ = −κ(L)|σ|
(
sin θL2

sin θL

0.5(u(P5) + u(P6))− u(L)

|LM3|

+
sin θL1

sin θL

0.5(u(P7) + u(P8))− u(L)

|LM4|

)
+O(h2).

现在比较一下新格式与已有单调格式的差别. 在 [44] 中使用的模板如图 5, 这意味着在离散边 σ

上的法向流的时候, 用到的网格顶点是 P1 和 P2, 而 P1 和 P2 与边 σ 没有关系. 这样得到的格式未能

直接反映该网格边 σ 上的物理量变化, 显然是不太合理的. 而新格式用到了 4 个网格顶点 (见图 4),

当前网格边物理量的变化总能反映在离散法向流的表达式中, 这样的设计更为合理.
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图 4 格式 1 的模板
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图 5 [44] 中单调格式的模板

记

F1 = −κ(K)|σ|
(
sin θK2

sin θK

0.5(uP1 + uP2)− uK

|KM1|
+

sin θK1

sin θK

0.5(uP3 + uP4)− uK

|KM2|

)
, (3.7)

F2 = −κ(L)|σ|
(
sin θL2

sin θL

0.5(uP5 + uP6)− uL

|LM3|
+

sin θL1

sin θL

0.5(uP7 + uP8)− uL

|LM4|

)
. (3.8)

我们将边 σ 上的离散法向流定义为

FK,σ = µ1F1 − µ2F2, (3.9)

FL,σ = −µ1F1 + µ2F2, (3.10)

其中 µ1 + µ2 = 1. 将 (3.7) 和 (3.8) 代入 (3.9) 得

FK,σ = µ1
κ(K)|σ|
sin θK

(
sin θK2

|KM1|
+

sin θK1

|KM2|

)
uK − µ2

κ(L)|σ|
sin θL

(
sin θL2

|LM3|
+

sin θL1

|LM4|

)
uL

− µ1
κ(K)|σ|
2 sin θK

(
sin θK2

|KM1|
(uP1 + uP2) +

sin θK1

|KM2|
(uP3 + uP4)

)
+ µ2

κ(L)|σ|
2 sin θL

(
sin θL2

|LM3|
(uP5 + uP6) +

sin θL1

|LM4|
(uP7 + uP8)

)
. (3.11)

为了得到两点流近似, 以上表达式的第 3 和 4 项应该消失. 从而, 我们要求 µ1 和 µ2 满足以下关系:µ1 + µ2 = 1,

−a1µ1 + a2µ2 = 0,
(3.12)

其中

a1 =
κ(K)|σ|
2 sin θK

(
sin θK2

|KM1|
(uP1 + uP2) +

sin θK1

|KM2|
(uP3 + uP4)

)
,

a2 =
κ(L)|σ|
2 sin θL

(
sin θL2

|LM3|
(uP5

+ uP6
) +

sin θL1

|LM4|
(uP7

+ uP8
)

)
.

如果 a1 + a2 ̸= 0, 则有

µ1 =
a2

a1 + a2
, µ2 =

a1
a1 + a2

. (3.13)

959



袁光伟等: 扩散方程保正的有限体积格式

如果 a1 + a2 = 0, 则取

µ1 = µ2 =
1

2
.

从 θK1 , θK2 , θL1 , θL2 , θK 和 θL 的定义, 我们知道

sin θK1 > 0, sin θK2 > 0, sin θL1 > 0, sin θL2 > 0,

以及

sin θK > 0, sin θL > 0.

只要

uPi > 0, i = 1, 2, . . . , (3.14)

就有

a1 > 0, a2 > 0,

这意味着

µ1 > 0, µ2 > 0.

由 (3.11) 和 (3.12) 可得

FK,σ = AK,σuK −AL,σuL, (3.15)

其中

AK,σ = µ1
κ(K)|σ|
sin θK

(
sin θK2

|KM1|
+

sin θK1

|KM2|

)
,

AL,σ = µ2
κ(L)|σ|
sin θL

(
sin θL2

|LM3|
+

sin θL1

|LM4|

)
.

显然有

AK,σ > 0, AL,σ > 0.

σ 为边界网格边的情形可以类似处理, 参见 [44, 45]. 并且对于 Neumman 和 Robin 边界条件, 可以类

似于 [44, 45] 中的方法给出保正格式的构造.

从而, 我们获得如下的有限体积格式:∑
σ∈EK

FK,σ = fKm(K), ∀K ∈ J , (3.16)

uPi = gPi , ∀Pi ∈ ∂Ω, (3.17)

其中 fK = f(K).

易见, 离散法向流表达式中的系数非线性依赖于网格顶点未知量, 因此格式是非线性的. 顶点未

知量的值可由网格中心未知量的值来近似, 参见 [62] 和 [63]. 对于以上格式, 采用 [44] 中的方法可以

证明它是保正的.
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3.3 格式 2: 四边形网格上的保正格式

考虑四边形网格的如下性质: 网格单元 (几何)中心点是对边中点连线的交点 (见图 6). 下面利用

四边形网格的这一特性设计具有保正性的格式,使得当前网格边物理量直接出现在离散法向流的表达

式中, 且格式模板相对固定.

从 K 点发出的射线沿 n⃗Kσ 的方向必定与边 σ 或 σ 的延长线相交, 交点记为 O1 (见图 7–9). 类

似地, 从 L 点发出的射线沿 n⃗Lσ 的方向必定与边 σ 或 σ 的延长线相交, 交点记为 O2. 对于两个向量

a⃗ = (a1, b1), b⃗ = (b1, b2), 定义 a⃗⊙ b⃗ = a1b2 − a2b1. 交点 O1 的位置可以分为三种情形:

(1) 交点位于边 σ 内部 (图 7), 即 t⃗KB ⊙ n⃗Kσ > 0, n⃗Kσ ⊙ t⃗KA > 0. 取 S1 = B, S2 = A;

(2) 交点位于边 σ 的延长线上, 且 t⃗KB ⊙ n⃗Kσ > 0, n⃗Kσ ⊙ t⃗KA < 0 (图 8). 取 S1 = 3A+B
4 , S2 为 σ

的对边中点, uS1 = 3uA+uB

4 , uS2 =
uP1

+uP2

2 ;

(3) 交点位于边 σ 的延长线上, 且 t⃗KB ⊙ n⃗Kσ < 0, n⃗Kσ ⊙ t⃗KA > 0 (图 9). 取 S1 为 σ 的对边中点,

S2 = A+3B
4 , uS1 =

uP1
+uP2

2 , uS2 = uA+3uB

4 .

类似地, O2 的位置也可以分为三种情形, 可以同样确定 S3, S4.

1M

2
M

3
M

4
M

K

图 6 四边形网格中心点示意图

L

图 7 格式 2 的设计模板 1
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B

图 8 格式 2 的设计模板 2

图 9 格式 2 的设计模板 3

令 θK1 为 KS1 和 KO1 之间的夹角, θK2 为 KO1 和 KS2 之间的夹角, θL1 为 LS3 和 LO2 之间

的夹角, θL2 为 LO2 和 LS4 间的夹角. 记 θK = θK1 + θK2 和 θL = θL1 + θL2 , 即 θK 为 KS1 和 KS2

之间的夹角, θL 为 LS3 和 LS4 之间的夹角.

由于 t⃗KS1 与 t⃗KS2 不共线, 因此有

n⃗Kσ =
sin θK2

sin θK
t⃗KS1 +

sin θK1

sin θK
t⃗KS2 . (3.18)

类似地,

n⃗Lσ =
sin θL2

sin θL
t⃗LS3 +

sin θL1

sin θL
t⃗LS4 . (3.19)

将 (3.18) 代入 (3.4) 得

FK,σ = −κ(K)|σ|
(
sin θK2

sin θK

u(S1)− u(K)

|KS1|
+

sin θK1

sin θK

u(S2)− u(K)

|KS2|

)
+O(h2).
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类似地,

FL,σ = −κ(L)|σ|
(
sin θL2

sin θL

u(S3)− u(L)

|LS3|
+

sin θL1

sin θL

u(S4)− u(L)

|LS4|

)
+O(h2).

记

F1 = −κ(K)|σ|
(
sin θK2

sin θK

uS1 − uK

|KS1|
+

sin θK1

sin θK

uS2 − uK

|KS2|

)
, (3.20)

F2 = −κ(L)|σ|
(
sin θL2

sin θL

uS3 − uL

|LS3|
+

sin θL1

sin θL

uS4 − uL

|LS4|

)
. (3.21)

将 (3.20) 和 (3.21) 代入 (3.9) 得

FK,σ = µ1
κ(K)|σ|
sin θK

(
sin θK2

|KS1|
+

sin θK1

|KS2|

)
uK

− µ2
κ(L)|σ|
sin θL

(
sin θL2

|LS3|
+

sin θL1

|LS4|

)
uL

− µ1
κ(K)|σ|
sin θK

(
sin θK2

|KS1|
uS1 +

sin θK1

|KS2|
uS2

)
+ µ2

κ(L)|σ|
sin θL

(
sin θL2

|LS3|
uS3 +

sin θL1

|LS4|
uS4

)
. (3.22)

然后, 与上一小节 (从 (3.12) 到 (3.15)) 类似, 可得到保正格式 (3.16)–(3.17).

4 数值结果

本节将给出关于非定常扩散方程的数值结果, 其中时间离散采用通常的一阶向后隐式 Euler 格

式, 空间离散采用上一节构造的保正格式. 我们采用与 [44] 相同的方法求解所得的离散系统, 即采用

Picard 迭代方法求解得到的非线性代数方程组, 采用 BiCGStab 方法求解线性代数方程组. 我们首先

考察新格式的精度, 然后考察其保正性. 对解 u, 引入如下离散 L2- 范数:

εu2 =

[ ∑
K∈J

(uK − u(K))2m(K)

]1/2
,

对流 F , 采用如下离散 L2- 范数:

εF2 =

[∑
σ∈E

(FK,σ −FK,σ)
2

]1/2
.

计算区域取为 Ω = [0, 1] × [0, 1]. 随机四边形网格定义如下: xij = i
I + σ

I (Rx − 0.5), yij = i
J +

σ
J (Ry − 0.5), 其中 σ ∈ [0, 1] 是一个控制扭曲程度的参数, Rx 和 Ry 是随机变量. 本文我们取 σ = 0.7.

4.1 格式的精度

考虑如下的线性非定常扩散问题:

∂u

∂t
−∆u = f(x, y, t), 在 Ω× (0, T ] 内,
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u(x, y, 0) = φ(x, y), 在 Ω 内,

u(x, y, t) = g(x, y, t), 在 ∂Ω× (0, T ] 上.

精确解取为

u(x, y, t) = e−2π2t sin(πx) sin(πy).

我们在随机四边形网格 (图 10) 上测试格式的精度. 取 ∆t = 1/N 和 T = 0.1, 其中 N 表示网格

数. 表 1 给出了格式 1 的精度, 可以看到, 对于解本身, 格式 1 达到了二阶收敛率; 对于流, 格式 1 的

收敛率高于 1.5 阶. 表 2 给出了格式 2 的精度, 对于解本身, 格式 2 获得了近似二阶收敛率; 对于流,

格式 2 达到了高于 1.7 阶的收敛率. 这说明我们的格式具有较高精度.

1.00.80.6

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0 0.2 0.4

 x

 y

图 10 随机四边形网格 (64× 64)

表 1 格式 1 在随机四边形网格上的收敛性结果

网格数 64 256 1024 4096 16384

εu2 2.20E−2 5.31E−3 1.35E−3 3.20E−4 7.96E−5

收敛阶 – 2.05 1.98 2.08 2.01

εF2 1.11E−1 2.76E−2 7.22E−3 1.95E−3 6.52E−4

收敛阶 – 2.01 1.93 1.89 1.58

表 2 格式 2 在随机四边形网格上的收敛性结果

网格数 64 256 1024 4096 16384

εu2 2.04E−2 5.37E−3 1.38E−3 3.50E−4 8.76E−5

收敛阶 – 1.93 1.95 1.99 2.00

εF2 1.35E−1 4.05E−2 9.42E−3 2.87E−3 8.37E−4

收敛阶 – 1.74 2.10 1.72 1.78
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4.2 格式的保正性

考虑如下的非线性非定常扩散问题:

∂u

∂t
− div((1 + u)∇u) = 0, (x, y, t) ∈ Ω× (0, T ],

u(x, y, 0) = 10 exp

(
a2(x− c)2 + b2(y − c)2

a2(x− c)2 + b2(y − c)2 − a2b2

)
, a2(x− c)2 + b2(y − c)2 < a2b2,

u(x, y, 0) = 0, a2(x− c)2 + b2(y − c)2 > a2b2,

(1 + u)
∂

∂n⃗
u(x, y, t) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ],

其中 a = b = 0.01, c = 0.5.
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图 11 变形的 Shestakov 网格 (128× 128)
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图 12 变形的 Shestakov 网格的局部放大图
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该问题没有源汇项, 边界上流为 0, 初值是非负的, 因此它的解是非负的. 我们使用了两种计算网

格: 规模为 128 × 128 的变形的 Shestakov 网格 (图 11) 和规模为 64 × 64 的随机四边形网格 (图 10),

取 ∆t = 1.0d− 6, 计算到 T = 0.045. 图 12 给出了变形的 Shetakov 网格的局部放大图, 可以看出网格

出现了图 4 所示的情形, 即网格中心 K 往网格边 P1P2 所作的垂线交于网格边 P3P4. 已有的数值结

果表明, 九点格式计算出负 (见 [44, 45, 57]). 图 13 和 14 分别给出了格式 1 和 2 在变形的 Shestakov

网格上的计算结果, 图 15 和 16 分别给出了格式 1 和 2 在随机四边形网格上的计算结果, 可以看到数

值解都是非负的. 这验证了我们的格式是保正的.
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图 13 格式 1 在变形的 Shestakov 网格上的计算结果 (umin = 1.16E−12)
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图 14 格式 2 在变形的 Shestakov 网格上的计算结果 (umin = 2.79E−13)
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图 15 格式 1 在随机四边形网格上的计算结果 (umin = 1.25E−12)
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图 16 格式 2 在随机四边形网格上的计算结果 (umin = 1.19E−13)

5 小结

本文简要介绍了扩散方程离散格式的设计需要满足的一些特性,并回顾了扩散方程具有保正性的

离散格式的研究概况. 本文主要结果是, 构造了大变形网格上扩散方程新的保正的有限体积格式, 并

且, 特别针对四边形网格的特点, 给出了一类新的保正格式的设计, 该格式设计也适用于任意 (星形)

多边形网格. 它们与已有的保正格式的主要差别在于: 在网格扭曲严重的情形, 在 [44] 中的保正格式
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设计中, 网格边上的离散法向流表达式中可能不出现该网格边上的物理量, 而本文设计的保正格式中,

不仅考虑了网格的几何变形, 而且在每个网格边上的离散法向流的离散模板中包括该网格边, 离散法

向流的表达式中一定包含有当前网格边上定义的物理量,因此该格式直接反映了当前网格边上物理量

的变化. 对于在扭曲四边形网格上九点格式计算出负的算例, 在同样扭曲的网格上, 本文给出的数值

结果验证了新格式具有保正性,且具有较高精度.以后将进一步研究分析新格式的计算效率问题,并应

用于非平衡辐射扩散方程组等问题的求解.

致谢 作者对审稿人提出的改进建议表示衷心的感谢.
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The finite volume scheme preserving the positivity for diffusion

equation

YUAN GuangWei, SHENG ZhiQiang & YUE JingYan

Abstract It is a challenging problem to construct a finite volume scheme preserving positivity for diffusion

equations with multimaterial on the distorted meshes. We review the works related with discrete schemes preserv-

ing the positivity for diffusion equations, and construct some new cell-centered finite volume schemes to resolve

this challenging problem. Both of the geometric deformation of mesh and the change of physical quantity are

taken into account in the new schemes. Numerical results verify that the new scheme can preserve the positivity

and obtain high accuracy on some distorted meshes.
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