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摘要    基于一阶剪切变形理论与经典屈曲理论, 着重分析黏弹性层合

板和层合圆柱壳蠕变屈曲的瞬时弹性临界荷载与持久临界荷载. 利用 
Laplace 变换, 由压屈方程导出相空间的临界荷载, 根据 Laplace 逆变换

的初、终值定理得到瞬时弹性临界荷载与持久临界荷载, 论证了两种临

界荷载的黏弹性解与准弹性解是等同的. 构造扰动模型对持久临界荷载

的含义进行说明. 以硼纤维/环氧树脂基复合材料为例, 分析了层合板与

层合圆柱壳所对应的两种临界荷载, 通过对横向剪切刚度以及面内柔度

中黏弹性效应的考察, 揭示导致黏弹性层合板、层合圆柱壳蠕变失稳的

因素. 
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由基体材料所引入的黏弹性会导致聚酯基复合材料层合板壳结构的延迟失稳, 其主要特

征是存在临界时间为零的瞬时弹性临界荷载与临界时间趋于无穷的持久临界荷载. 一般可通

过能表征遗传效应的 Boltzmann 积分型本构关系描述铺设单层的各向异性黏弹性力学特性, 
与之相对应, 层合板壳结构的压屈控制方程与边界条件为积分-偏微分型. 严格意义上求解这

类定解问题的方法, 称为黏弹性解法, 它计及了材料的记忆能力. 若将控制方程与边界条件中

的遗传积分运算简化为乘积运算, 原黏弹性定解问题简化成模量随时间变化的弹性定解问题

求解, 这种方法称为准弹性法. 在线性理论的基础上, 文献[1,2]采用黏弹性解法, 通过 Laplace
变换与逆变换得到板的延迟失稳曲线; 文献[3~6]采用准弹性解法, 研究了黏弹性板壳的蠕变

屈曲问题. 然而, 两种解法所获得的结果的异同点还未见到明确的结论. 另一方面, 持久临界

荷载被认为是安全荷载, 因为当荷载小于该临界值时, 结构不会发生蠕变失稳. 文献[7~16]将
持久临界荷载解释为临界转变值, 若施加荷载高于该值, 则会出现结构静、动挠度的无界增长. 
本文基于经典屈曲理论, 阐明两种分析途径的异同点; 同时, 与弹性失稳临界荷载的诠释相一

致, 给出持久临界荷载的新的含义; 文章的最后, 分析瞬时弹性临界荷载与持久临界荷载随几

何参数变化的特征, 以揭示导致层合板、层合圆柱壳蠕变失稳的关键因素.  
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1  黏弹性结构蠕变屈曲的两种解法及其关系 
在材料主坐标下, 单向纤维增强复合材料铺设层在恒温下的线黏弹性本构关系可写为 
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式中“ ⊗ ”表示 Stieltjes 卷积, Eij 为松弛模量, 可取为 Prony-Dirichlet 级数形式 
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由层合理论, 黏弹性层合板壳的物理关系为 
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式中 T( , , )x y xyN N N=N 为中面内力, T( , , )x y xyM M M=M 为弯扭内力矩, 0 0 0 0 T( , , )x y xyε ε γ=ε 为

中面应变, T( , , )x y xyκ κ κ=κ 为中面曲率改变, [ ]ijA , [ ]ijB 与 [ ]ijD ( ,  1,  2,  6)i j = 分别为面内刚

度、耦合刚度与弯曲刚度. 横向剪力与剪应变的关系为 
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文中剪切修正系数近似为 5/6.  
首先, 以层合板为例分析黏弹性结构蠕变屈曲的黏弹性解法与准弹性解法的关系. 考虑 4

边简支的正交铺设层合矩形板, 其长度、宽度与厚度分别记为 a, b 和 h, 置 oxyz 直角坐标系于

板的中面上, 其 x 轴与 y 轴分别沿板的长度与宽度方向. 设板沿 x 方向受面内均布压缩荷载 p

作用, 其中面挠度为 w, 法线转角为ϕx 和ϕy. 基于一阶剪切变形理论, 层合板在小挠度条件下

的平衡方程为 
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式中 Heavside 函数 H(t)表示荷载 p 从 t = 0 开始施加. 取满足边界条件的挠度和转角的试探函数为 

 

π π( )sin sin ,

π π( ) cos sin ,

π π( )sin cos .

mn
m n

x mn
m n

y mn
m n

m x n yw q t
a b
m x n yt

a b
m x n yt

a b

φ ϕ

φ ψ

=

=

=

∑∑

∑∑

∑∑

 (6) 



 
 
 
 
 
彭凡等: 黏弹性层合板壳蠕变屈曲的持久临界荷载 
 

 

48 

将(6)式代入控制方程(5), 依准弹性法, 将卷积积分换成乘积运算, 得压屈荷载的准弹性

解为 
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式中 
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由黏弹性解法, 将(6)式代入控制方程(5), 并进行Laplace变换, 由相空间中的齐次方程存

在非零解的条件 [1~2], 导出相空间中的压屈荷载为 
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式中记号 “−”表示Laplace变换; “~”表示Carson变换, ijV 是(8)式中各参量的Carson变换. 对(9)

式作Laplace反演, 得物理空间中的压屈荷载与临界时间关系为 [1] 

 1
cr ( ) [ / ],crp t L p s−=  (10) 

式中s是Laplace变换参数. 本文采用Bellman的数值反演算法 [17,18]求解(10)式. 
考虑硼纤维/环氧树脂基复合材料, 铺设单层的模量为 [7] 
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式中 t 为时间 , 单位以小时(h)记 ; 模量单位为

MPa. 取三层正交铺设[0/90°/0], 几何参数 h = 
0.375 mm, b/h = 20, a/b = 3, 得出 m = 2, n = 1 为

瞬时弹性失稳的失稳半波数且其在延迟失稳分

析中保持不变. 黏弹性解法和准弹性解法所得

压屈荷载-临界时间曲线示于图  1, 临界时间 tcr

分别为零和无穷时所对应的压屈荷载分别称为

瞬时弹性失稳临界荷载与持久临界荷载. 从图  1
中可见, 由黏弹性解与准弹性解给出的这两类

临界荷载是相同的; 而在临界时间的中间段, 准
弹性解法给出的结果小一些. 一般可通过瞬时

 

图 1  压屈荷载与临界时间的关系 
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弹性失稳临界荷载与持久临界荷载的差值来表征延迟失稳的程度, 若两种临界荷载的差别较

大, 表明蠕变失稳现象明显. 
下面对基于黏弹性解法与准弹性解法所得的这两组临界荷载的等同性进行说明, 根据

Laplace 逆变换的终值与初值定理, 由(9)式, 得物理空间的瞬时弹性失稳临界荷载为 
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[ ( / )]min lim
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⎩ ⎭
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持久临界荷载为 
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另一方面, 由(8)式可知, ijV 是 ijD 与 ijA 的组合, 因此有 
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根据层合理论, 各刚度为时间的函数, 在(2)式的基础上, 可表示成如下一般形式: 
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上式的 Carson 变换为 
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故有 
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将上式代入(12)和(13)式, 并注意到(15)式, 可知: 将材料的瞬时弹性模量与持久模量代入弹性

失稳临界荷载计算公式将分别得到黏弹性层合板的瞬时弹性临界荷载与持久临界荷载. 进一
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步比较(7), (12)和(13)式可知, 在小挠度前提下, 准弹性法可得到与黏弹性解法相同的持久临

界荷载. 显然, 这一结论可推广到一般情形.  

2  持久临界荷载含义的分析 
考虑到小挠度下完善弹性梁柱失稳的这样一种机制: 对无初挠度的柱施加横向扰动, 若

轴向压荷载小于弹性临界荷载, 无论该横向扰动维持多长时间, 一旦扰动撤去, 柱将会恢复倒

原来的平直状态. 基于上述思路, 本文提出下面的扰动模型, 以给出黏弹性结构持久临界荷载

的含义. 仍以四边简支的正交铺设层合板为例进行讨论, 假设板受面内压荷载作用的同时, 被
施加一横向扰动荷载, 且将该横向扰动荷载记为 ( , , )f x y t , 板的平衡方程为 
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式中 ,p pμ ∞=  为面内压缩荷载与板的持久临界荷载之比. 为分析简单起见, 文中设横向扰

动荷载的分布与板的瞬时弹性失稳波形相同, 即   
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式中 0f 为任意常数, tc 为横向扰动维持时间. t > tc, 0f = , 表示横向扰动荷载被撤去. 将(6)式

代入(18)式, 并将 ( , , )mn mn mnqϕ ψ 中的下标略去, 得到 
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式中 2
33 ( π / ) ( ),V m a pH t=  其余各Vij与(8)式所示相同. 本文采用Taylor的卷积积分数值方法 [19,20]

求解(20)式.  
取与图 1算例相同的铺设条件和几何参数, 

2
0 0.035 N/mm ,f =  设横向扰动维持时间 ct =  

,∞  即横向扰动总是保持而不撤去, 挠度-时间

关系示于图  2, 其中纵坐标为最大无量纲挠度, 
即以最大挠度除以板厚 . 从图 2 中可见 , 当

1μ < , 挠度有界且趋于一稳定值; 当 1μ = , 挠

度随时间直线增长; 当 1μ > , 挠度随时间无界

增长, 这些结果与文献[7,8]所述相同. 设面内

压荷载参数 1μ < , 针对不同横向扰动维持时间

tc, 挠度随时间变化的关系示于图  3, 可知, 当
 

图 2  ct = ∞ 时挠度与时间的关系 
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横向扰动消失后, 挠度将逐渐恢复至零. 取荷载参数 1μ > , 针对不同横向扰动维持时间 tc, 结

果示于图  4, 可见, 此时只要存在横向扰动, 挠度都会趋于无界, 这一结果与横向扰动维持时

间的长短无关. 注意到 μ 为面内压荷载与持久临界荷载之比, 由此, 本文得到了持久临界荷载

的另外一种含义: 当板所受的压缩荷载小于持久临界荷载时, 若给板施加横向扰动且将该扰

动维持任意一段时间后撤去, 板的挠度将回复到零. 可见, 黏弹性结构的持久临界荷载与弹性

结构临界荷载的含义是统一的. 
 

     
 

       图 3  μ < 1 时挠度与时间的关系                   图 4  μ > 1 时挠度与时间的关系 
 

3  黏弹性层合板壳蠕变屈曲的影响因素 
本节通过对瞬时弹性临界荷载 0p 与持久临界荷载 p∞ 的分析, 讨论层合板与层合圆柱壳

延迟失稳的引发机制. 两类临界荷载分别依薄板或薄壳假设的经典理论(CT)和一阶剪切变形

理论(FSDT)得出. 考虑  4 边简支的对称正交

铺设层合板, 图  5 给出了其瞬时弹性临界荷

载和持久临界荷载随宽厚比 b/h 的变化特征, 
可见, 基于薄板理论得到的两种临界荷载 0p

和 p∞ (曲线 1 和 2)几乎相同; b/h 比增大, 0p

和 p∞ 两者趋近相同, 与之相反, b/h 越小, 分

别由薄板理论以及一阶剪切变形理论得到的

两组 0p (曲线 1 和 3)与两组 p∞ (曲线 2 和 4)

之间差别越显著, 且基于一阶剪切变形理论

得出的 0p 与 p∞ 之间相差也增大. 这些结果

是由横向剪切变形效应所致, 薄板理论未计

及这种效应, 故曲线 1 和 2 基本接近. b/h 比

 
图 5  层合板临界荷载与宽厚比的关系 
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较大时, 横向剪切变形效应很小, 所有临界荷载趋于一致, 对较小的宽厚比, 横向剪切变形效

应明显, 两种临界荷载差值变大. 因此, 对具有高的纵横模量比值 11 22/E E 的复合材料(如(11)

式), 引起层合板延迟失稳的主要因素是横向剪切变形的黏弹性效应. 
下面分析正交铺设层合圆柱壳, 设其两端简支; 中面半径、轴向长度和厚度分别为 R, L

和 h, 中曲面上直角坐标轴 x 沿轴向,  y 沿环向. 圆柱壳两端沿轴向受均布压荷载 p 作用, 引入

力函数 ( , , )F x y t , 层合圆柱壳的 Donnell 型平衡方程为 

 
55 , 11 , 12 , 66 , ,

44 , 22 , 12 , 66 , ,

11 , 12 66 , , 22 , , ,

d( ) d d d( ) 0,

d( ) d d d( ) 0,

d ( 2 ) d( ) d / ( )  0,

x x x xx y xy x yy y xy

y y y yy x xy x xy y xx

x xxx x xyy y xxy y yyy xx xx

A w D D D

A w D D D

D D D D F R pH t w

φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ

φ φ φ φ

− ⊗ + + ⊗ + ⊗ + ⊗ + =

− ⊗ + + ⊗ + ⊗ + ⊗ + =

⊗ + + ⊗ + + ⊗ − − =

 (21) 

变形协调方程为 

 ( )11 , 12 66 , 22 , ,d 2 d d / ,yyyy xxyy xxxx xxa F a a F a F w R⊗ + + ⊗ + ⊗ =  (22) 

式中 ( )ija t 为面内柔度, 不计材料老化, 且在温度、湿度等条件不变时, 有 

 [ ] d[ ] ( ) ,ij ija A H t⊗ = I  (23) 

其中 I 为三阶单位阵. 取满足两端简支边界条件的挠度、转角和应力函数分别为 

 

π π( )sin sin ,    ( ) cos sin ,

π π( )sin cos ,   ( )sin sin ,

mn x mn
m n m n

y mn mn
m n m n

m x ny m x nyw q t t
L R L R
m x ny m x nyt F f t

L R L R

φ ϕ

φ ψ

= =

= =

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑
 (24) 

将上式代入平衡方程与变形协调方程, 得到准弹性解, 即 

 31 13 22 23 12 32 11 23 12 13
cr 342 2

11 22 12

( ) ( )
,

( )( π / )
V V V V V V V V V V

p V
V V V m L
− + −

= +
−

 (25) 

式中 

 

2 2
11 55 11 66

12 12 66
2 2

13 55 22 44 22 66

23 44
3 2 2

31 11 12 66
3 2

32 22 12 66
2 2

34

( π / ) ( / ) ,    
π( ) /( ),

π / ,  ( / ) ( π / ) ,    
/ ,

( π / ) π( 2 ) /( ),

( / ) ( 2 )( π / ) ( / ),

( π / ) { [(

V A m L D n R D
V mn D D LR

V A m L V A n R D m L D
V A n R

V m L D mn D D LR

V n R D D D m L n R

V m L R n

= + +

= +

= = + +

=

= + +

= + +

= 4 2 2 4 1
11 12 66 22/ ) (2 )( π / ) ( / ) ( π / ) ]} .R a a a m L n R m L a −+ + +

 (26) 

根据第 2 节所得结论, 将模量的瞬时弹性值与持久值代入(25)式, 可得到层合圆柱壳的瞬

时弹性临界荷载与持久临界荷载. 以下分析中考虑了两种情形, 一是取 / 2,L R =  2 mm,h =  3

层铺设, 另一情形是 / 1,L R =  2 mm,h =  5 层铺设. 临界荷载与圆柱壳径厚比的关系示于图 6

和 7, 可以看出, 随着圆柱壳的径厚比增加, 横向剪切变形效应减小, 基于薄壳理论与一阶剪

切变形理论得到的两组瞬时弹性临界荷载接近相同, 且两组持久临界荷载也呈现相同的变化 
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    图 6  层合圆柱壳临界荷载与径厚比的关系       图 7  层合圆柱壳临界荷载与径厚比的关系 
                     3 层正交铺设                                       5 层正交铺设 

 
特征. 两图都表明, 即使径厚比很大, 瞬时弹性临界荷载与持久临界荷载的差别也是很显著的, 
这一特点有别于板的结果. 注意到(25)式的右边由两项组成, 第一项与(7)式右边形式相同, 和
弯曲刚度及横向剪切变形刚度有关, 第二项与面内柔度相关联. 很明显, 横向剪切变形效应体

现在第一项中, 第二项体现了与时间相关的面内变形, 后者是两类临界荷载在大径厚比时存

在明显差别的主要因素. 由上述讨论可知, 对具有高的纵横模量比的复合材料, 面内变形的黏

弹性是导致层合圆柱壳延迟失稳的主要因素, 厚壳情形下, 横向剪切变形的黏弹性加剧了这

种与时相关的失稳现象. 

4  总结 
在经典屈曲理论的基础上, 本文着重分析与讨论了黏弹性复合材料层合板壳结构的蠕变

失稳的瞬时弹性临界荷载与持久临界荷载. 所得结果如下: (ⅰ) 两种临界荷载的黏弹性解与

准弹性解是等同的; (ⅱ) 构造了横向扰动模型, 与弹性稳定临界荷载的解释相统一, 给出了黏

弹性层合板持久临界荷载的力学含义; (ⅲ) 当基体模量远小于纤维模量时, 层合板的蠕变屈

曲是由于横向剪切变形的黏弹性引入的. 而对层合圆柱壳, 面内变形与横向剪切变形的黏弹

性是导致其延迟失稳的主要因素. 
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