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摘要 又快又好地计算大规模的电子结构是极具挑战性的课题,而电子结构模型及其数学基础与数学

性质在理解、分析与设计第一原理电子结构计算方法中发挥着重要作用. 本文介绍作者所在小组在电

子结构模型的数学基础和电子结构计算的方法与理论的研究中关注的若干数学问题.
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1 引言

第一原理电子结构计算已成为理解和探索物质机理以及预测材料性质的重要手段与工具 [1–5]. 它

可以解释实验, 与实验相辅相成, 从而能加速新材料的发现与设计. 尤其是, 第一原理计算还可能替代

极端条件下的实验. Schrödinger 方程通常被认为是描述电子结构的 “第一原理 (first principles)”.

若不考虑自旋, 则如下的 Schrödinger 方程 [1–5] (Schrödinger 方程可分含时的 Schrödinger 方程

和定态的 Schrödinger 方程两类. 在大多数情形下, 人们只关心与时间无关的结构. 同时, 定态的

Schrödinger 方程性质可作为理解含时的 Schrödinger 方程的基础. 因此, 我们聚焦定态的 Schrödinger

方程): (
−

N∑
i=1

~2

2me
∇2
xi

−
N∑
i=1

Natom∑
j=1

Zje
2

|rj − xi|
+

1

2

N∑
i,j=1,i ̸=j

e2

|xi − xj |

)
ψ = Eψ, 在 R3N 内 (1.1)

就是描述非相对论电子结构的数学模型, 其中特征值 E 称为该系统的能量, ψ 为波函数, {rj : j = 1, 2,

. . . , Natom} 是原子核的位置, {xi : i = 1, 2, . . . , N} 是电子的位置, N 是电子个数, Natom 是原子个数,

{Zj : j = 1, 2, . . . , Natom} 是原子核所带的正电荷数, e = 1.60217733(49) × 10−19C, me = 9.109389(54)

×10−31kg 是电子质量, ~ = h/(2π), 而 h = 6.6260755(40)× 10−34J · s = 4.1356692(12)× 10−15eV · s 是
Planck 常数.
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最早的 Schrödinger 方程 (1.1) 是 Schrödinger 于 1926 年为氢原子建立的数学模型. 而任意原子

与分子的 Schrödinger 方程 (1.1) 是 Dirac 在 1929 年给出的. Schrödinger 方程 (1.1) 的已发现的数学

性质参见文献 [2, 5–9] 及其所引文献. 方程 (1.1) 十分复杂, 除极少数简单系统外无法直接求解. 该方

程是高维问题, 有长程作用势: 在无穷远处 1
|rj−x| = O( 1

|x| ), 其解强振荡: 在 rj 的附近
1

|rj−x| ≫ 1、远

离奇点 {rj}是解析的 [10] 而整体光滑性只属于 H2(R3N )∩C(R3N ) [11]. 在现有的计算条件下与可预测

的将来, Schrödinger 方程是不可计算 (intractable) 模型. 因此, 在实际模拟与应用中需要建立简化与

等价的可计算 (tractable) 模型.

20 世纪 60 年代创立的密度泛函理论就是一种与 Schrödinger 方程等价的描述电子结构基态的理

论, 其中典型的数学模型 Kohn-Sham 方程是可计算模型 [1–3,12–15]. 基于密度泛函理论, 用高维的波函

数描述的电子结构可用三维的电子密度来刻画. 这样, 计算复杂度就可大大地降低 (但此时需要处理

非线性问题). 这个等价的理论有十分广泛的适应性, 在计算凝聚态物理、计算材料科学、量子化学、

量子生物学和许多工业技术部门得到了成功的应用. 其主要创立者Water Kohn因此和 John Pople获

得了 1998 年 Nobel 化学奖.

虽然 Schrödinger 方程和密度泛函理论在刻画与应用物质微观结构理论中取得了巨大成功, 但是

这些电子结构模型的数学基础与数学性质还不是很清楚.如何又快又好地计算大规模的电子结构依然

是一个极具挑战性的重要课题.研究表明,电子结构模型及其数学基础与数学性质在理解、分析与设计

第一原理电子结构计算方法中发挥着重要作用. 本文将介绍我们小组在电子结构模型的数学基础和电

子结构计算的方法与理论的研究中关注的若干数学问题 (其他相关的问题和讨论可参见文献 [16,17]).

2 模型的数学问题

本节将分别介绍 Schrödinger 方程和密度泛函理论相关的若干数学问题. 有些问题源于我们对相

关数学基础的好奇与探究, 有些问题则关乎第一原理电子结构计算相关方法的可行性与有效性.

2.1 Schrödinger 方程的数学问题

考虑 Schrödinger 算子

H = −
N∑
i=1

~2

2me
∇2
xi

+

N∑
i=1

v(xi) +
1

2

N∑
i,j=1,i ̸=j

e2

|xi − xj |
,

其中 v 称为外势. 对于波函数为 ψ 的系统, 其能量为

E = (ψ,Hψ) = (ψ, (T + Vee)ψ) +

∫
R3

vρ,

其中 T = −
∑N
i=1

~2

2me
∇2
xi
为动能算子, Vee =

1
2

∑N
i,j=1,i̸=j

e2

|xi−xj | 为电子 - 电子相互排斥算子, 而

ρ(x) ≡ ρψ(x) = N

∫
R3(N−1)

|ψ(x, x2, . . . , xN )|2dx2 · · · dxN

为单粒子密度. 电子密度在 R3 \ {rj : j = 1, 2, . . . , Natom} 是解析的 [18,19].

记 H0 = T + Vee, Hv = H0 + V, 其中 V =
∑N
i=1 v(xi), 而 v 是函数空间 V ≡ L3/2(R3) + L∞(R3)

中的单粒子势. 对应外势 v 的系统的基态能量为

E(v) ≡ E(v,N) = inf{(ψ,Hvψ) : ψ ∈ WN}, (2.1)
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其中 WN = {ψ ∈ H1(R3N ) : ψ 反对称且
∫
R3N |ψ|2 = 1}.

记 Gv ≡ Gv,N = argmin{(ψ,Hvψ) : ψ ∈ WN}, VN = {v ∈ V : Gv,N ̸= ∅}, DN = {ρψ : 存在 v

∈ VN 使 ψ ∈ Gv}. 我们称 Gv 中的 ψ 为 (2.1) 一基态. 若 ψ ∈ Gv, 则在分布意义下,

Hvψ = E(v)ψ, (2.2)

即满足 Schrödinger 方程 (1.1). 不难知道,

DN  DN ≡
{
ρ ∈ L1(R3) : ρ > 0, ρ1/2 ∈ H1(R3),

∫
R3

ρ = N

}
.

一般地, 基态解集合 Gv 可能是空集, 也可能是含有多个元素的集合 [20]. 知道了 Gv 的结构, 我们

既可能先验地知道物质体系有关性质, 也可能设计又好又快的计算方法.

问题 1 集合 Gv 有怎样的数学结构? 其结构与外势 v 如何相关?

以下如无特殊说明, 我们均考虑电子 Coulomb 系统, 此时相应外势为

v(x) ≡ v{Zj
},{rj}(x) = −

Natom∑
j=1

Zje
2

|x− rj |
.

记

VC =

{
−

M∑
j=1

Zje
2

|x− rj |
: Zj ∈ R, rj ∈ R3 (j = 1, 2, . . . ,M);M = 1, 2, . . .

}
.

显然, VC ( V. 容易知道, 电子密度 ρ > 0. Fournais 等人 [21] 证明了, 电子密度的球面平均 ρ̃ > 0.

问题 2 基态电子密度 ρ 是否恒大于零?

在电子结构计算方法设计与分析中, 基态电子密度 ρ 恒大于零是很有用的信息 [22]. 从物理上来

说, 问题 2 的答案是肯定的.

对于一类外势, Schrödinger 方程唯一延拓定理 (unique continuation theorem) 成立 [8]. 例如, 对于

Coulomb 体系来说, Schrödinger 方程的解不可能在一开集上为零. 我们知道, 具有反对称性的波函数

在一些超平面上为零 [9]. 但在密度泛函理论研究 [20,23,24] 与电子结构计算方法设计和分析中, 我们关

心如下问题:

问题 3 Schrödinger 方程的 (基态) 解不可能在一正 Lebsegue 测度集上为零吗?

我们不仅要知道波函数 — 特征函数的性质, 而且还要了解 Schrödinger 方程特征值是如何分布

的, 如特征值的简并度和特征值的间隙变化等. 先验地知道了特征值的分布情形就可以有针对性地设

计快速、有效的算法.

氢原子的 Schrödinger 方程
(
− 1

2
∆− 1

|x|

)
u = λu, 在 R3 内,∫

R3

|u|2 = 1

的特征值分布是已知的 [1]: 其特征值为 λn = − 1
2n2 , λn 的重数/简并度是 n2 且谱隙 = 1

n3 + O( 1
n4 )

(n = 1, 2, . . .). Ralchenko 等人 [25,26] 指出, 不同的化学元素第一个谱隙与基态能量之比是具有不同尺

度的, 见表 1.
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表 1 第一个谱隙与基态能量之比例 [26]

原子 Li Be B C N O F Ne

比例 0.0093 0.0068 0.0053 0.0012 0.0016 0.00096 0.0078 0.0047

问题 4 Schrödinger 方程的特征值的分布如何? 简并度如何? 谱隙多尺度性如何?

我们知道, Poisson 方程 −∆u = λu, 在 Ω = (0, 1)3 中,

u = 0, 在 ∂Ω 上

的特征值为 λl,m,n = π2(l2 +m2 + n2) (l,m, n = 1, 2, . . .). λl,m,n 的重数/简并度是

#{(p, q, r) : p2 + q2 + r2 = l2 +m2 + n2; p, q, r = 1, 2, . . .}

且特征值间隙 > 1 + 2min(l,m, n) > 3 (l,m, n = 1, 2, . . .), 其中 #S 表示集合 S 的基数/元素的个数.

如下的问题与问题 4 相关, 应该涉及代数与几何理论:

问题 5 #{(p, q, r) : p2 + q2 + r2 = l2 +m2 + n2; p, q, r = 1, 2, . . .} =? 集合 {(p, q, r) : p2 + q2 + r2

= l2 +m2 + n2; p, q, r = 1, 2, . . .} 有什么样的结构?

进一步, 我们关心特征子空间包括对称性在内的代数与几何结构:

问题 6 Schrödinger 方程的特征子空间的结构如何?

显然, 特征子空间的结构也蕴含了特征值的简并度信息. 我们知道, 特征值问题计算的关键是又

好又快地得到特征子空间的逼近.

2.2 密度泛函理论中的数学问题

密度泛函理论可以追溯到 1927 年由 Thomas 和 Fermi 各自提出的利用密度描述体系的方法,

即 Thomas-Fermi 模型. 然而里程碑的工作是 1964 年由 Hohenberg 和 Kohn 建立的两个基本定理:

Hohenberg-Kohn定理和 Hohenberg-Kohn变分定理 [1, 12] (有些文献分别称为 Hohenberg-Kohn第一定

理和 Hohenberg-Kohn 第二定理. 不同的文献其陈述也是有差异, 但本质内容与结论一样).

Hohenberg-Kohn 定理 体系的基态电子密度分布与体系所处外势场有一一对应关系 (除可加

一个无关紧要的任意常数以外), 从而可完全确定体系的所有性质.

在典型文献中就有该定理许多种证明. 这些证明均不严格、有关键缺陷: 在文献 [23] 的工作之

前的证明直接或间接地假设或电子波函数不可能在一正 Lebesgue 测度集上为零, 或电子密度大于零,

或电子密度泛函是 Gâteaux 可微的. 文献 [23] 利用代数基本定理证明了, Hohenberg-Kohn 定理对

Coulomb 体系是成立的, 即有如下的定理:

Hohenberg-Kohn 定理 设 ψv ∈ Gv 且 ψv′ ∈ Gv′ , 而 v, v′ ∈ VC . 若 v ̸= v′, 则 ρψv ̸= ρψv′ .

迄今为止, 尚不能从数学上回答下面的问题:

问题 7 体系的基态密度唯一吗?

除 Coulomb 势及其简单与直接推广外 [23], 我们很自然地希望知道 Hohenberg-Kohn 定理成立的

范围有多大.

问题 8 Hohenberg-Kohn 定理关于外势成立的充分必要条件是什么?

知道了 Hohenberg-Kohn 定理成立的范围, 我们就有可能知道基于密度泛函理论的电子结构计算

的数值方法应具有的一般特征.
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密度泛函理论中有三个重要的基本泛函: Hohenberg-Kohn泛函 FHK(ρ) = E(v)−
∫
R3 vρ、Levy-Lieb

泛函 FLL(ρ) = min{(ψ,H0ψ) : ψ ∈ WN , ρ = ρψ} 和 Lieb 泛函

FL(ρ) = sup

{
E(v)−

∫
R3

vρ : v ∈ L3/2(R3) + L∞(R3)

}
,

其中在泛函 FHK(ρ) 定义中的 v ∈ VN 且满足 ρ = ρψv . 三个泛函的定义域分别是 DN、DN 和 L3(R3)

∩L1(R3) [20]. 容易知道, 在其定义域内, Levy-Lieb 泛函 FLL(ρ) 非凸而 Lieb 泛函 FL(ρ) 是凸泛函; 当

ρ ∈ DN 时, 有 FL(ρ) = FLL(ρ) = FHK(ρ).

从能量极小导出相应的 Euler-Lagrange 方程需要相关泛函是可微的.

问题 9 上述三个电子密度泛函在相应的定义域内有何种可微性呢?

文献 [27] 指出 FLL(ρ) 不是 Gâteaux 可微的.

Lieb [20] 将 Hohenberg-Kohn 变分定理 [12] 表述如下:

Hohenberg-Kohn 变分定理 1 对 v ∈ VN , 有

E(v) = min

{
FHK(ρ) +

∫
R3

vρ : ρ ∈ DN

}
.

由于 DN 未知, 故上述变分框架是不可计算模型. Levy 和 Lieb 建立了如下的 Hohenberg-Kohn

变分定理 [20]:

Hohenberg-Kohn 变分定理 2 若 v ∈ L3/2(R3) + L∞(R3), 则

E(v) = inf

{
FL(ρ) +

∫
R3

vρ : ρ ∈ L3(R3) ∩ L1(R3)

}
= inf

{
FL(ρ) +

∫
R3

vρ : ρ ∈ DN
}

= inf

{
FLL(ρ) +

∫
R3

vρ : ρ ∈ DN
}
.

进一步, 若 v ∈ VN (即 Gv ̸= ∅), 则 inf 可用 min 代替.

不难看出,

E(v) = inf

{
FLL(ρ) +

∫
R3

vρ : ρ ∈ DN
}

是可计算模型. 若 f = FL 或 FHK 或 FLL 且在基态密度 ρg 处具有某种可微性,则有可能从 Hohenberg-

Kohn 变分定理推导出 Hohenberg-Kohn 定理, 即基态密度 ρg 可通过如下的等式:

v = −∂f(ρ)
∂ρ

∣∣∣∣
ρ=ρg

确定外势 v. 这涉及密度 ρ 的定义域和外势 v 的值域.

1965 年, Kohn 和 Sham 提出的单粒子近似方法为密度泛函理论的发展与应用起了重要的作用.

注意到文献 [20] (这一点是陈华杰和沈雪峰提示作者的),

DN =

{
ρ =

N∑
j=1

|ϕj |2 : ϕj ∈ H1(R3), (ϕi, ϕj) = δij (i, j = 1, 2, . . . , N)

}
.
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因此, 对 ρ ∈ DN , 我们可定义如下的电子无相互作用的动能泛函:

Ts(ρ) = min

{
~2

2me

N∑
i=1

∫
R3

|∇ϕi|2 : ρ =
N∑
j=1

|ϕj |2, ϕj ∈ H1(R3), (ϕi, ϕj) = δij (i, j = 1, 2, . . . , N)

}
,

Coulomb 能泛函

J(ρ) =
e2

2

∫
R3

∫
R3

ρ(x)ρ(x′)

|x− x′|
,

以及交换关联能泛函

Exc(ρ) = E(v)− Ts(ρ)− J(ρ)−
∫
R3

vρ.

于是, 如下的变分原理 [13]:

EKS ≡ inf

{
~2

2me

N∑
i=1

∫
R3

|∇ϕi|2 +
∫
R3

vρ+ J(ρ) + Exc(ρ) : ρ =
N∑
j=1

|ϕj |2,

ϕj ∈ H1(R3), (ϕi, ϕj) = δij (i, j = 1, 2, . . . , N)

}
给出了基态能量 E(v) 的另一种表示: E(v) = EKS.

当 Exc(ρ) 在 DN 中的基态密度 ρg 处有某种可微性时, 上述变分问题的解可能满足如下的 Kohn-

Sham 方程 [13]: 
(
− ~2

2me
∇2 + Veff

)
ϕi = λiϕi, i = 1, 2, . . . , N,

(ϕi, ϕj) = δij , i, j = 1, 2, . . . , N,

(2.3)

其中

Veff (x) = Vne(x) + e2
∫
R3

ρ(·)
|x− ·|

+ Vxc(x), Vxc(x) =
∂Exc(ρ)

∂ρ
(x),

而 Vxc(x)称为交换关联势. 此时, 电子密度 ρ =
∑N
i=1 |ϕi|2, 其求和从能量最低态开始, 直至第 N 个占

据态.

上述的 Kohn-Sham 方程是一种单粒子逼近. 若 f = FL 或 FHK 或 FLL 在 DN 中的基态密度 ρg

处没有某种可微性, 则 Kohn-Sham 方程导出就只能是形式推导. 这类单粒子近似方法能解决很多问

题, 但也有不少局限.

问题 10 基态能量变分问题与 Kohn-Sham 方程之间的关系如何?

交换关联势 Vxc(x) 没有解析表达式. 通常的交换关联项逼近包括局部密度近似 (local density

approximation, LDA)、广义梯度近似 (generalized gradient approximation, GGA)、B3LYP、LDA+U和

GW 近似 (GW approximation) 等 [1, 3, 28,29]. 这些逼近都有各自的局限. 因此有如下问题:

问题 11 如何对一类体系构造实用的高精度的交换关联势 Vxc 逼近?

这或许不只是物理或化学问题. 例如, 高效的交换关联势逼近就有可能通过包括插值与外推在内

的合适的数值逼近方法来获得. 对于给定的交换关联项逼近, 我们首先要关心如下问题:

问题 12 Kohn-Sham 方程解的存在性如何?
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一般地, Kohn-Sham 方程的解不一定存在, 存在时也不一定唯一. 已有的关于 LDA 和 GGA 情形

的存在性讨论参见文献 [30] 以及相关引用文献. 真解的存在性通常蕴含了合适的离散下相应的离散

解的存在性.

无疑, 分析交换关联项逼近对总能的影响是非常有意义的.

问题 13 如何度量交换关联项逼近的逼近性? 交换关联逼近所对应的 Kohn-Sham 方程解的逼

近度如何?

同样地, 在相应的交换关联项逼近下, 有下面的问题:

问题 14 Kohn-Sham 方程的特征值的分布如何? 简并度如何? 谱隙多尺度性如何? 相应的特征

子空间的结构如何?

密度泛函理论的应用有诸多问题, 例如, 基于交换关联逼近的密度泛函理论的计算结果的精度有

不确定性, 只具有统计意义; 现有的近似能量密度泛函难以处理惰性气体原子之间的相互作用以及

激发态等 [1]. 现有的近似能量密度泛函本质上是局域的, 从而影响了该可计算模型应用中的有效性.

于是, 需要发展与建立新的模型. 这类新的模型包括含时密度泛函理论与 Quasi-particle 方程/Dyson

方程 [31–35]: (
− 1

2
∆ + Vne(x) + VH(ρ)

)
ui +

∫
Σ(x, ·, λi)ui(·) = λiui, 在 R3 内

等, 其中 VH 是电势或 Hartree 势, Σ 表示电子间交换关联作用的自能算符.

如何发展、完善与分析这些可计算模型, 并建立相应的数学理论,需要数学工作者参与.一个基本

的数学问题是:

问题 15 含时密度泛函理论的数学基础如何?

我们同样地可问 Schrödinger 方程与和 Kohn-Sham 方程类似的问题.

问题 16 Quasi-particle 方程/Dyson 方程有哪些数学性质?

我们知道, 元素周期表提供的是另一类神奇的电子结构理论. 这一形式的理论展示了许多美妙的

结构与对称性. 因此, 我们想知道如下的问题:

问题 17 元素周期表中有哪些数学结构?

3 计算的困难与挑战

第一原理电子结构计算已在物理、材料、化学和生物等领域的理论与应用研究中取得了非凡成就.

但如何更好地理解与分析其模拟结果,如何又快又好地计算大规模的电子结构依然是一个极具挑战性

的重要课题.

电子结构的简化与等价的可计算模型除了密度泛函理论外, 还有波函数方法, 如 Hartree-Fock 方

程、组态相互作用方法以及多组态自洽场方法; 约化密度矩阵理论; 量子 Monte-Carlo 方法等. 这些模

型是三维非线性多奇点系数方程特征值问题或其某种等价形式 (如非凸全局极小问题):相应的能量泛

函是非凸的; 既有刻画局部性质的局域项,又有描述长程作用的非局域项;特征值多、特征值简并以及

特征值之间间隙多尺度变化, 或涉及多个全局极小点.

以上简化与等价的可计算模型的特征使得电子结构计算依然非常困难.这些模型的计算既可通过

反复求解线性化后的线性特征值问题来实现, 也可转化为相应的最优化问题求解来完成. 其数值方法

的可行性与有效性涉及离散方法、非线性迭代法、代数特征值求解器以及相应的程序实现技术等方面.

设计这些非线性特征值问题的计算方法的困难与挑战包括:
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(1) 非线性: 高效、稳定的非线性不动点迭代法设计;

(2) 非凸性: 快速、稳定的多个全局极小点计算;

(3) 多尺度: 多尺度间隙特征值离散方法构造及其代数特征值快速求解;

(4) 简并性: 有效、实用的离散方法设计, 精良、稳定的代数求解器构造;

(5) 多奇点: 振荡解逼近方法探索;

(6) 非局域性: 适应高性能计算机的并行算法设计与程序实现.

这意味着, 电子结构计算有望成为计算数学与科学工程计算发展的新的平台和生长点 [1–5]. 实践业已

表明, 当今计算数学所创新与发展的计算方法 (如区域分解方法、多水平方法、最优化方法和自适应

计算等) 及其基本思想在电子结构计算中都可发挥重要的作用 (参见文献 [3, 4, 22,36–43]).

除了需要具备相关的物理和化学知识外, 毫无疑问, 设计与分析电子结构快速、有效的计算方法

还需要对电子结构理论有良好的数学理解, 并掌握相应数学模型的基本特征 [44, 45]. 然而, 包括本文上

述在内的许多基本的数学问题还不清楚, 目前鲜有人关注. 涉足电子结构计算的相关研究的计算数学

界同行很少.

我们相信,电子结构计算可为电子结构模型理解与分析以及可计算建模提供一种可能途径. 例如,

我们关注如下问题:

问题 18 如何有效地通过电子结构自适应计算对一类体系构造高精度的交换关联势 Vxc 逼近?

4 后记

特征值问题 (或其等价形式) 的计算方法在电子结构计算中起着关键的作用. 特征值问题计算方

法研究历史悠久但所取得的进展远不及微分方程源问题计算方法研究. 尤其是, 涉及模拟物质微观结

构的相关研究刚引起国际计算数学界同行的关注.

作者的导师林群先生在 20世纪 60年代初就开始研究特征值问题及其计算方法 (如文献 [46]), 并

取得了多项重要成果.作者在此感谢林老师几十年来的直接与间接的指导和影响.十多年来,林老师一

直鼓励着作者从事电子结构理论与计算这一富有挑战性的研究.

致谢 本文的不少内容在若干场合报告过, 能成文得益于作者与合作者长期的合作, 特别是, 复旦大学的龚新高教授以

及作者过去和现在的学生的共同探讨. 作者感谢刘芳、戴小英、陈华杰、方俊等博士和沈雪峰硕士对本文的初稿提出

的修改意见.
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Some open mathematical problems in electronic structure models

and calculations

ZHOU Aihui

Abstract It is a very challenging topic to carry out electronic structure calculations of large systems fast

and efficiently. The mathematical foundations and properties of electronic structure models play an important

role in understanding, analyzing and designing computational methods for first-principles electronic structure

calculations. In this paper, we shall present some open mathematical problems in the mathematical foundation

of electronic structure models and the method and theory of electronic structure calculations.
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