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摘要 设 G 是有限群, 用 δ(G) 表示群 G 的非循环子群的共轭类数, π(G) 表示整除 |G| 的素因子的
集合. 本文主要研究满足条件 δ(G) 6 |π(G)| + 1 的有限群, 得到这类群可解, 并给出它们的同构分类.

进一步证明, δ(G) = |π(G)|+ 2 的有限非可解群必同构于 A5 或 SL(2, 5).
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1 引言

本文仅考虑有限群. 设 G 是群, δ(G) 表示群 G 的非循环子群的共轭类数, π(G) 表示 |G| 的素因
子的集合.显然, δ(G) = 1等价于 G 是极小非循环群 (每个真子群皆循环的非循环群). 1903年, Miller

和 Moreno [1] 给出了 δ(G) = 1时有限群的同构分类. 2007年, Li和 Zhao [2] 给出了 δ(G) = 2时有限群

的同构分类, 进一步, 他们证明了, δ(G) 6 4 的有限群可解; δ(G) = 5 的非可解群只有 A5 和 SL(2, 5).

文献 [2] 还用 δ(G) 刻画了可解群的 Fitting 高和导列长. 2013 年, Meng 等人 [3] 给出了 δ(G) = 3 时有

限群的同构分类.

由 5 次交错群 A5 的子群结构可知, δ(A5) = |π(A5)| + 2 = 5. 受此结果的启发, 本文主要研究

δ(G) 6 |π(G)|+ 1 的有限群. 为了叙述的方便, 我们引入如下定义:

定义 1.1 设 G 是一个有限群, 若 δ(G) 6 |π(G)|+ 1, 则称 G 是一个 δπ- 群.

本文将证明所有的 δπ- 群可解 (见定理 3.1), 并给出 δπ- 群的同构分类 (见定理 3.2–3.4), 进一步

得到满足 δ(G) = |π(G)|+ 2 的有限非可解群必同构于 A5 和 SL(2, 5) (见定理 4.1).

本文用 A : B 表示正规子群 A 被子群 B 的可裂扩张, 即 A 与 B 的半直积. 其他未说明的符号和

术语都是标准的 [4–7].

2 预备引理

引理 2.1 [5] 设有限群 G 的所有 Sylow 子群皆为循环群. 若 G 交换, 则 G 为循环群; 而若 G 非

交换, 则 G 为由下列定义确定的亚循环群:

G = ⟨a, b | am = bn = 1, ab = ar⟩, rn ≡ 1 (mod m), 1 6 r < m, (n(r − 1),m) = 1, |G| = mn.
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引理 2.2 [1] 设 G 是有限群, 则 δ(G) = 1 当且仅当 G 有下列 3 种互不同构的类型:

(1) G ∼= Zp × Zp, p 是素数;

(2) G ∼= Q8, 8 阶四元数群;

(3) G ∼= ⟨a, b : ap = bq
m

= 1, b−1ab = ar⟩, r ̸≡ 1 (mod p), rq ≡ 1 (mod p), p 和 q 为互异素数.

引理 2.3 [2] 设 G 是有限群, 则 δ(G) = 2 当且仅当 G 有下列 9 种互不同构的类型:

(1) G 同构于 (p2, p)- 型交换 p- 群, p 是素数;

(2) G 同构于 p3 阶方次数为 p2 的非交换 p- 群, p 是奇素数;

(3) G ∼= Zp × Zp × Zq, p 和 q 为互异素数;

(4) G ∼= Q8 × Zp, p 是奇素数;

(5) G ∼= ⟨a, b : ap2

= bq
m

= 1, b−1ab = ar⟩, r ̸≡ 1 (mod p2), rq ≡ 1 (mod p2), p 和 q 为互异素数;

(6) G ∼= H×Zr,其中 H = ⟨a, b : ap = bq
m

= 1, b−1ab = at⟩, t ̸≡ 1 (mod p), tq ≡ 1 (mod p), p, q 和 r

为互异素数;

(7) G ∼= Z2
p : Zq, [Z

2
p , Zq] = Z2

p , p 和 q 为互异素数且 q - (p− 1);

(8) G ∼= Q8 : Z3, [Q8, Z3] = Q8;

(9) G ∼= ⟨a, b : ap = bq
m

= 1, b−1ab = ar⟩, rq2 ≡ 1 (mod p), rq ̸≡ 1 (mod p), m > 2, p 和 q 为互异

素数.

引理 2.4 [3] 设 G 是有限群, 则 δ(G) = 3 当且仅当 G 有下列 14 种互不同构的类型:

(1) G 同构于 (p3, p)- 型交换 p- 群, p 是素数;

(2) G ∼= ⟨a, b : ap3

= bp = 1, b−1ab = a1+p2⟩;
(3) G ∼= ⟨a, b : a8 = 1, b2 = a4, b−1ab = a−1⟩;
(4) G ∼= ⟨a, b : a4 = b2 = 1, b−1ab = a−1⟩;
(5) G ∼= Z2

p × Zq2 , p 和 q 为互异素数;

(6) G ∼= Q8 × Zp2 , p 是奇素数;

(7) G ∼= ⟨a, b : ap3

= bq
m

= 1, b−1ab = at⟩, t ̸≡ 1 (mod p3), tq ≡ 1 (mod p3), p 和 q 为互异素数;

(8) G ∼= ⟨a, b, c : ap = bq
m

= cr = 1, b−1ab = at, b−1cb = cs, [a, c] = 1⟩, t ̸≡ 1 (mod p), tq ≡ 1 (mod p),

s ̸≡ 1 (mod p), sq ≡ 1 (mod p), p 和 q 为互异素数;

(9) G ∼= H×Zr2 ,其中 H = ⟨a, b : ap = bq
m

= 1, b−1ab = at = 1⟩, t ̸≡ 1 (mod p), tq ≡ 1 (mod p2), p, q

和 r 为互异素数;

(10) G ∼= ⟨a, b, c : ap = bp = cq = 1, [a, b] = 1, [b, c] = 1, c−1ac = at⟩, t ̸≡ 1 (mod p), tq ≡ 1 (mod p),

q | (p− 1), p 和 q 为互异素数;

(11) G ∼= ⟨a, b, c : ap=bq=cr=1, b−1ab=at, c−1ac=cs, [b, c]=1⟩, t ̸≡ 1 (mod p), s ̸≡ 1 (mod p), p, q

和 r 为互异素数;

(12) G ∼= Z2
p : Zq2 , p 和 q 为互异素数且 q - (p− 1);

(13) G ∼= Q8 : Z9;

(14) G ∼= ⟨a, b : ap = bq
n

= 1, b−1ab = at⟩, tq2 ̸≡ 1 (mod p), tq
3 ≡ 1 (mod p), p 和 q 为互异素数.

引理 2.5 [2] 设有限群 G 的 Sylow 子群皆循环, H 和 K 是 G 的子群, 则 H 与 K 共轭的充要条

件是 |H| = |K|.
根据 A5 和 SL(2, 5) 的子群结构, 可得到如下引理:

引理 2.6 若 G ∼= A5 或 SL(2, 5), 则 δ(G) = |π(G)|+ 2 = 5.

引理 2.7 设 G 是一个非循环的可解群且 |π(G)| > 2. 则下述结论成立:
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(1) 若 G 所有的 Sylow 子群皆循环, 则 δ(G) > 2|π(G)|−2;

(2) 若 G 有一个非循环的 Sylow 子群, 则 δ(G) > 2|π(G)|−1.

证明 这里仅证明结论 (1), 结论 (2) 的证明过程与之类似.

设 π(G) = {p1, p2, . . . , pn} (n > 2), Pi ∈ Sylpi
(G) (i = 1, 2, . . . , n). 因为 G 是可解群, 所以, G 有

Sylow 系. 不失一般性, 设集合 S = {P1, P2, . . . , Pn} 是 G 的 Sylow 系. 任取 S 中的两个不同元素 Pi

和 Pj (i ̸= j), 则有 PiPj = PjPi. 因此, 任取 {1, . . . , n} 一个子集 {i1, . . . , ik}, Pi1 · · ·Pik 是 G 的 Hall-

子群 [5,第 332 页].

若 n = 2. 由于 G 非循环, 则有 δ(G) > 1 = 2|π(G)|−2, 此时, 结论 (1) 成立.

若 n > 3. 考虑 G 所有形如 PiPj (i ̸= j) 的子群. 若这些子群皆循环, 则 PiPj = Pi × Pj . 所以有

G = P1 × P2 × · · · × Pn 是交换群. 根据引理 2.1 知, G 是循环群, 矛盾. 因此, 至少存在一个形如 PiPj

子群非循环. 不失一般性, 假设 H = P1P2 非循环. 令 Ω = {HPi1 · · ·Pik | {i1, . . . , ik} ⊆ {3, . . . , n}}. 由
于 Ω 中的每个群皆包含 H, 因此, 它中的每个群皆为非循环群. 显然, Ω 中群的阶互不相同, 从而彼此

互不共轭. 由于 {3, . . . , n} 有 2n−2 个子集, 所以, δ(G) > 2|π(G)|−2. 完成结论 (1) 的证明.

3 δπ- 群

根据引理 2.2–2.4 知, δ(G) 6 3 的有限群已被完全分类, 因此, 仅需考虑 |π(G)| > 3 的 δπ- 群. 首

先证明 δπ- 群可解.

定理 3.1 如果 G 是一个 δπ- 群, 那么, G 必是可解群.

证明 假设 G 是非可解群, 则 G 的幂零剩余 GN ̸= 1. 设 η(G) = {r | r ∈ π(G), G 是 r- 幂零}.
若 η(G) ̸= ∅, 令 U(r) 为 G 的正规 r- 补子群, 则 U =

∩
r∈η(G) U(r) 是 G 的正规 Hall η(G)′- 子群 (若

η(G) = ∅, 则 U = G). 由 Schur-Zassenhaus 定理知, U 有一个补子群 W , 满足 W 是 G 的一个幂零

Hall- 子群且 π(W ) = η(G). 从而有

G = U : W, GN 6 U, |π(G)| = |π(U)|+ |π(W )|.

设 π(U) = {p1, p2, . . . , pm}, Pi 是 U 的 Sylow pi- 子群, 其中 i = 1, 2, . . . ,m. 因为 G 非可解, 所以, U

也非可解. 根据 Feit-Thompson 奇数阶群可解定理 [8] 知, U 为偶数阶群. 记 p1 = 2, T = P1 是 U 的

Sylow 2- 子群. 接下来的证明分为 4 步.

第 1 步 T 非循环.

假设 T 循环,因为 2是最小素因子,所以, NG(T ) = CG(T ). 由 Burnside定理 [7,定理 7.50]知, U 是 2-

幂零群, 从而 U 可解, 矛盾.

第 2 步 设 M 是 U 的一个极大子群且 T 6 M , 则 δ(M) > 2.

由第 1 步知, D0 = T 为 M 的一个非循环子群. 如果 δ(T ) > 1, 则取 D1 为 T 的一个非循环的真

子群. 显然, |D0| > |D1|, 所以, δ(M) > 2. 假设 δ(T ) = 1. 根据引理 2.2 知, T ∼= Z2 × Z2 或 Q8. 因

为 U 非可解, 所以, T 不可能是 U 的一个极大子群, 即 T < M . 取 D1 = M , 显然, D1 非循环且有

|D1| ̸= |D0|, 所以也有 δ(M) > 2.

第 3 步 NU (Pi) (i = 2, . . . ,m) 非循环.

假设 NU (Pi) 循环, 则有 NU (Pi) = CU (Pi). 由 Burnside 定理知, U 是 pi- 幂零群, 进而知 G 也是

一个是 pi- 幂零群, 矛盾.

第 4 步 δ(G) > |π(G)|+ 2.
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由于 NU (Pi) 非循环, 因此, U 中存在一个 p′i- 元素 xi 使得 Pi⟨xi⟩ 非循环. 此时, 令 Di = Pi⟨xi⟩.
这样就得到 U 至少有 |π(U)|+ 2 个非循环子群:

D0, D1, D2, . . . , D|π(U)|, D|π(U)|+1 = U.

显然, |Di| ̸= |Dj | (i ̸= j).

若 η(G) = ∅, 则 G = U . 此时, δ(G) > |π(G)|+ 2. 如果 η(G) ̸= ∅. 设 η(G) = {r1, . . . , rn} (n > 1).

令 Ri 为 W 的 Sylow ri- 子群, Ei = URi, 则得到 G 的下列子群:

D0, D1, . . . , D|π(U)|+1, E1, . . . , En

皆为非循环群, 并且两两不共轭. 因此有 δ(G) > |π(U)|+ 2 + n = |π(G)|+ 2.

这与 δ(G) 6 |π(G)|+ 1 矛盾, 因此, G 必为可解群. 完成定理的证明.

定理 3.2 设 G 是有限群且 |π(G)| > 5, 则 G 是一个 δπ- 群当且仅当 G 是循环群.

证明 充分性是显然的, 我们仅证明必要性.

设 G是一个 δπ-群且 |π(G)| > 5, 则有 δ(G) 6 |π(G)|+1. 另一方面, 根据定理 3.1知, G可解.假

设 G 非循环, 由引理 2.7 可知, δ(G) > 2|π(G)|−2. 因此有 2|π(G)|−2 6 |π(G)|+ 1, 这迫使 |π(G)| 6 4, 矛

盾. 所以, G 必是循环群, 证毕.

定理 3.3 设 G 是一个非循环群且 |π(G)| = 4, 则 G 是一个 δπ- 群当且仅当 G ∼= H × Zr × Zs,

其中 δ(H) = 1, |π(H)| = 2, (|H|, rs) = 1, r 和 s 是互异素数.

证明 充分性是显然的, 我们仅证明必要性.

设 G是一个非循环的 δπ-群. 由于 |π(G)| = 4,则 δ(G) 6 5. 令 π(G) = {p1, p2, p3, p4}, Pi 为 G的

Sylow pi-子群. 假设G有一个非循环的 Sylow-子群,由于G可解,根据引理 2.7(2)知, δ(G) > 24−1 = 8,

这与 δ(G) 6 5 矛盾. 所以, G 的 Sylow- 子群皆为循环群. 由引理 2.7(1) 知, δ(G) > 24−2 = 4, 因此,

δ(G) = 4 或 5. 再次应用 G 的可解性知, G 有 Sylow 系, 不妨设 {P1, P2, P3, P4} 为 G 的 Sylow 系.

令 Hi,j = PiPj (1 6 i < j 6 4), 则每个 Hi,j 皆为 G 的子群. 若 Hi,j 皆循环, 则有 [Pi, Pj ] = 1, 从

而, G 是循环群, 矛盾. 所以, 必有某个子群 Hi,j 非循环, 不失一般性, 可假设 H = H1,2 = P1P2 是一

个非循环子群.

接下来证明 j ̸= 2 时, 所有的 Hi,j 是循环群. 若否, 假设某个 K = Hi,j (j ̸= 2) 是非循环群. 若

(|H|, |K|) = 1, 则 K = H3,4 = P3P4. 此时, 子群 G、H、K、HP3、HP4、KP1 和 KP2 都是非循环群.

因此有 δ(G) > 7, 与 δ(G) 6 5 矛盾. 所以, (|H|, |K|) ̸= 1. 不失一般性, 可取 K = H1,3, 进一步知, 子

群 G、H、K、HP3、HP4 和 KP4 皆为非循环群. 这导致 δ(G) > 6, 又一次矛盾. 因此, 所有形如 Hi,j

(j ̸= 2) 的子群皆为循环群.

根据上面的讨论知, G = H × P3 × P4. 显然, 子群 G、H、HP3 和 HP4 皆为非循环群. 因为

δ(G) 6 5,所以, δ(H) 6 2. 假设 δ(H) = 2. 令 K 是 H 的一个非循环的真子群,则 KP3 和 KP4 皆是 G

的非循环子群, 因此, δ(G) > 7, 矛盾. 所以必有 δ(H) = 1. 类似上面的证明可得到 P3 和 P4 皆为素数

阶循环群. 完成定理的证明.

定理 3.4 设 G是一个非循环群且 |π(G)| = 3, 则 G是一个 δπ-群当且仅当 G是下列情形之一:

(1) G 同构于引理 2.3 的第 (6) 型群;

(2) G 同构于引理 2.4 的第 (8)、(9) 或 (11) 型群之一;

(3) G ∼= H × Zr3 , 其中 H 同构于引理 2.2 的类型 (3), (|H|, r) = 1 且 r 是素数;
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(4) G ∼= H × Zr, 其中 H 同构于引理 2.3 的类型 (5) 或 (9), (|H|, r) = 1 且 r 是素数;

(5) G ∼= ⟨a, b, c : ap = bq
m

= cr = [b, c] = 1, ab = as, ac = at⟩, s, t ̸≡ 1 (mod p), sq ≡ 1 (mod p),且 p, q

和 r 为互异素数;

(6) G ∼= H : Zqr, 其中 H ∼= Q8 或 Zp × Zp, (|H|, pr) = 1, 且 p, q 和 r 为互异素数.

证明 充分性是显然的, 我们仅证明必要性.

设 G 是一个 δπ- 群. 由于 |π(G)| = 3, 可得 δ(G) 6 4. 若 δ(G) 6 3, 则根据引理 2.2–2.4 可得定理

的结论 (1) 和 (2). 因此, 我们仅需考虑 δ(G) = 4.

设 π(G) = {p1, p2, p3}, Pi 是 G 的 Sylow pi- 子群, {P1, P2, P3} 为 G 的 Sylow 系. 令 H1 = P1P2,

H2 = P1P3, H3 = P2P3. 接下来分两种情形证明:

情形 1 G 的 Sylow 子群皆循环.

根据引理 2.1知, G是亚循环群. 首先,假设 H1 非循环, H2 和 H3 循环,于是, G = H1 ×P3. 因为

δ(G) = 4, 所以, δ(H1) 6 3. 若 δ(H1) = 3. 根据引理 2.5, 可选取 H1 的两个非循环真子群 K1 和 K2,

且 |K1| ̸= |K2|. 从而, K1P3 和 K2P3 也是 G 的非循环子群, 因而有 δ(G) > 5, 矛盾. 于是, δ(H1) 6 2,

得到定理的结论 (3) 和 (4).

接下来, 假设 H1 和 H2 皆为非循环群. 根据引理 2.1知, H3 必为循环群, 且有 P1 �G或 H3 �G.

假设 H3 � G. 由于 δ(G) = 4, 则 δ(H1) 6 2. 若 δ(H1) = 2. 取 H1 的一个非循环真子群 K, 则 KP3

也是一个非循环子群, 因此, δ(G) > 4, 矛盾. 所以必有 δ(Hi) = 1 (i = 1, 2). 根据引理 2.2 可得

G ∼= ⟨a, b, c : ap = bq
m

= cr = 1, b−1ab = at, b−1cb = cs, [a, c] = 1, t ̸≡ 1 (mod p), tq ≡ 1 (mod p),

s ̸≡ 1 (mod p), sq ≡ 1 (mod p)⟩. 根据引理 2.4, 得 δ(G) = 3, 这与 δ(G) = 4 矛盾. 所以必有 P1 �G. 类

似上面讨论可得定理的结论 (5).

情形 2 G 有一个非循环的 Sylow 子群.

不失一般性, 假设 P = P1 是非循环群. 那么, 子群集合 {G,PP2, PP3, P} 构成 G 的所有非循环

子群共轭类的代表元集合. 由 δ(G) = 4, 可得 δ(PP2) = δ(PP3) = 2, δ(P ) = 1 且 P2P3 循环. 根据引

理 2.3 知, P 是 G 的正规子群. 类似定理 3.3 的讨论可知, P2 和 P3 皆为素数阶循环群. 因此, 定理结

论 (6) 成立.

定理证明完成.

4 δ(G) = |π(G)|+ 2 的非可解群

定理 4.1 设 G 是一个非可解群, 则 δ(G) = |π(G)|+ 2 当且仅当 G ∼= A5 或 SL(2, 5).

证明 根据引理 2.6 可知定理的充分性成立, 这里仅需证明必要性.

设 G 是非可解群. 类似定理 3.1 的证明可得 G = U : W , 其中 W 是 G 幂零 Hall- 子群, U 是 G

的非可解子群且 (|U |, |W |) = 1, U 的 Sylow 2-子群 T 非循环.进一步可得 NG(T )是 G的一个非循环

真子群.

先证 W = 1, 即 G = U .

假设 W ̸=1, 则 |π(W )|>1. 若 |π(W )|>2. 设 π(W )={r1, r2, . . . , rn} (n>2), Ri 为 W 的 Sylow ri-

子群. 显然, Ei = URi 也是 G 的非循环真子群且两两互不同构. 因此有 δ(G) > δ(U) + |π(W )|+1. 由

于 U 非可解, 所以, δ(U) > |π(U)|+ 2, 从而可得 δ(G) > |π(U)|+ |π(W )|+ 3 = |π(G)|+ 3, 这与定理假

设矛盾. 于是有 |π(W )| = 1. 此时, 由于 NG(T ) 也是 G 的一个非循环真子群, 所以可得 NG(T ) < U .

由 Frattini 论断可知, G = UNG(T ) = U , 这迫使 W = 1, 从而, G = U .
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设 π(G) = {p1, p2, . . . , pn}, Pi 是 G 的 Sylow pi- 子群. 令 T = P1 为 G 的 Sylow 2- 子群, 则 T 非

循环. 类似定理 3.1 的证明可知, 对于任意的 i ∈ {2, 3, . . . , n}, NG(Pi) 是 G 的非循环子群. 因此, G 中

存在一个 p′i- 元素 xi 使得 Pi⟨xi⟩ 非循环. 此时, 令 Di = Pi⟨xi⟩, 则 |Di| ̸= |Dj | (i ̸= j). 设 M 是 G 的

一个极大子群且 T 6 M , 则 δ(M) > 2. 下证 δ(M) = 2.

假设 δ(M) > 3, 则 M 至少包含三个彼此不共轭的非循环子群, 记为 T1、T2 和 T3. 所以, G 至少

有 |π(G)|+ 3 个彼此互不共轭的非循环子群:

T1, T2, T3, D2, . . . , D|π(G)|, D|π(G)|+1.

这与 δ(G) = |π(G)|+ 2 矛盾. 所以, δ(M) = 2.

若 δ(T ) = 2, 根据引理 2.3, T 是 (22, 2)- 型交换群. 因为非可解群的极大子群不可能为交换群, 所

以, T < M . 这导致 δ(M) > 3, 矛盾. 因此, δ(T ) = 1. 由引理 2.2 知, T ∼= Z2 × Z2 或 Q8. 而 δ(G)

= |π(G)|+2 迫使 δ(Di) = 1. 此时, {M , D2, . . . , D|π(G)|} 中的每个元素皆为 G 的极大子群, 并且彼此

互不同构. 这些群皆为 Schmidt- 群 (每个真子群皆幂零的非幂零群). 所以, G 的每个二次极大子群皆

为幂零群, 这样的非可解群已被 Janko [9] 分类, 根据文献 [9] 的结果可知, G ∼= A5 或 SL(2, 5). 定理证

明完成.
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Finite groups with few conjugacy classes of non-cyclic subgroups
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Abstract Let G be a finite group and δ(G) denote the number of conjugacy classes of all non-cyclic subgroups

of G. The symbol π(G) denotes the set of the prime divisors of |G|. In this paper, a group G is called δπ-group

if δ(G) 6 |π(G)| + 1. We show all δπ-groups are solvable. Furthermore, δπ-groups are classified completely and

non-solvable groups with δ(G) = |π(G)|+ 2 must be isomorphic to A5 or SL(2, 5).
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