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摘要 本文首先构造了一类变指标的 Fourier-Besov 空间, 在这类空间上, 我们可以克服一般变指标函

数空间 (如变指标 Besov 空间和变指标 Lebesgue 空间等) 应用于方程时所遇到的困难. 基于在这类空

间上的半群估计和时空估计, 本文可得 Navier-Stokes 方程在这类空间上小初始值的整体适定性.
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1 引言

较为古典的变指标函数空间可追溯到 Orlicz [1, 2]、Musielak [3] 和 Nakano [4, 5]. 现代变指标函数

空间理论主要是从 Kováčik 和 Rákosňik [6]、Cruzuribe [7] 及 Diening [8] 开始发展起来的. 这类空间在

调和分析领域得到了很充分的研究, 可参见文献 [9–12] 等. 特别地, 最近, Leopold [13–15] 及 Leopold

和 Schrohe [16] 在变指标的 Besov 空间 B
s(·)
p,p (RN ) 上研究了拟微分 (pseudo-differential) 算子; Noi 和

Sawano [17] 研究了变指标 Besov 空间和变指标 Triebel-Lizorkin 空间的复插值; Yang 等 [18] 引进了变

指标 Besov型空间的可积性等. 事实上,这类空间在动力系统 [19, 20]、图像处理 [21] 和偏微分方程 [22, 23]

等方面已经有了一些应用, 但由于这类空间结构的特殊性, 使其在一些方程的局部、整体适定性方面

应用时所受的限制较大. 本文主要试图克服这类空间所受限制, 将其应用于不可压的 Navier-Stokes 方

程的整体适定性问题, 从而获得更加一般性的结果.
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1.1 函数空间

从调和分析的观点看, 在过去的几十年里, 变指标的函数空间越来越受到大家的注意. 在这个领

域, 一个较为突破性的结论是 Hardy-Littlewood 极大算子的有界性, 可参见文献 [24]. 随后, 这种类型

的空间被应用到电流变 (electrorheological) 流体 [25] 和 PDE [26] (partial differential equation) 等.

令 P0 为所有满足

0 < p− = ess inf
x∈RN

p(x), ess sup
x∈RN

p(x) = p+ <∞

的可测函数 p(·) : RN → (0,∞) 构成的集合. 对于任意的 p ∈ P0(RN ), 令 Lp(·)(RN ) 为所有满足∫
RN

(
|f(x)|
λ

)p(x)

dx 6 1, λ > 0

定义在 RN 上的可测函数的全体.所有满足以上条件的最小值记作 ∥f∥Lp(·) . 该集合被赋予 Luxemburg-

Nakano 范数 ∥f∥Lp(·) (参见文献 [4, 5, 27]) 时, 它就是一个拟 Banach 空间, 其中这类范数的精确定义

如下:

∥f∥Lp(·) = inf

{
λ > 0 :

∫
RN

(
|f(x)|
λ

)p(x)

dx 6 1

}
.

需要说明的是, 为了考虑 Hardy-Littlewood 极大函数在空间上的有界性, 下面介绍一下在这种类型空

间上的一类标准条件. 我们把满足条件 (1) 和 (2) 的所有实值函数的全体记作 C log(RN ), 其中

(1) (局部 log-Hölder连续)存在常数 Clog(p),使得 |p(x)−p(y)| 6 Clog(p)
log(e+|x−y|−1) (x, y ∈ RN , x ̸= y);

(2) (整体 log-Hölder 连续) 存在常数 Clog(p) 和 p∞, 满足 |p(x)− p∞| 6 Clog(p)
log(e+|x|) (x ∈ RN ).

下面定义变指标的 Besov 空间. 我们使用 F 和 F−1 分别表示 Fourier 变换和 Fourier 逆变换. 首

先回顾 Littlewood-Paley 分解 (有时也被称为二进制分解) 算子的定义. Littlewood-Paley 分解算子是

针对频率空间进行局部化得到的, 也是调和分析领域精妙而深刻的想法之一. 令 χ 为光滑的非负函数

且满足当 |ξ| < 1 时, χ(ξ) = 1; 当 |ξ| > 2 时, χ(ξ) = 0. 并定义 φ(ξ) = χ(ξ) − χ(2ξ), φj(ξ) = φ(2−jξ),

φ0(ξ) = 1−
∑∞

j=1 φj(ξ), 则 Littlewood-Paley 分解算子的定义如下: 对于任意的 j > 0, 令 ∆j = φ∨
j ∗ ·,

Sj =
∑

i6j−1 ∆i, 则有当 |j − k| > 2 时, ∆j∆ku ≡ 0; 当 |j − k| > 5 时, ∆j(Sk−1u∆ku) ≡ 0. 从形式上容

易看出,
∞∑
j=0

∆j ≡ I.

令 p(·), q(·) ∈ P0(RN ). 空间 ℓq(·)(Lp(·)) 是定义在 RN 上的可测函数序列 {gj}∞j=0 的集合, 且满足

∥{gj}∞j=0∥ℓq(·)(Lp(·)) = inf

{
µ > 0, ϱℓq(·)(Lp(·))

({
fj
µ

}∞

j=0

)
6 1

}
<∞,

其中

ϱℓq(·)(Lp(·))({fj}∞j=0) =
∞∑
j=0

inf

{
λj :

∫
RN

(
|fj(x)|

λ
1

q(x)

j

)p(x)

dx 6 1

}
.

由上易知,

ϱℓq(·)(Lp(·))({fj}∞j=0) =

∞∑
j=0

∥|fj |q(·)∥
L

p(·)
q(·)

.
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定义 1.1 令 p(·), q(·) ∈ C log(RN ) ∩ P0(RN ) 和 s(·) ∈ C log(RN ). 变指标的 Besov 空间定义如下:

B
s(·)
p(·),q(·) = {f ∈ S ′ : ∥f∥

B
s(·)
p(·),q(·)

<∞},

∥f∥
B

s(·)
p(·),q(·)

:= ∥{2js(·)∆jf}∞0 ∥ℓq(·)Lp(·) <∞.

设 T > 0, ρ ∈ [1,∞], 令 Lρ(0, T,B
s(·)
p(·),r) 为满足

∥u∥
Lρ(0,T,B

s(·)
p(·),r)

:=

∥∥∥∥( ∞∑
j=0

∥2js(·)∆ju∥rLp(·)

) 1
r
∥∥∥∥
Lρ

T

<∞

的所有缓增分布 u 构成的集合. 混合空间 L̃ρ(0, T,B
s(·)
p(·),r) 为满足

∥u∥
L̃ρ(0,T,B

s(·)
p(·),r)

:=

( ∞∑
j=0

∥2js(·)∆ju∥rLρ
TLp(·)

) 1
r

<∞

的所有缓增分布 u 构成的集合. 为了书写方便, 我们有时令

Lρ
TB

s(·)
p(·),r := Lρ(0, T,B

s(·)
p(·),r), L̃ρ

TB
s(·)
p(·),r := L̃ρ(0, T,B

s(·)
p(·),r).

由 Minkowski 不等式, 若 ρ 6 r, 则

∥u∥
L̃ρ

TB
s(·)
p(·),r

6 ∥u∥
Lρ

TB
s(·)
p(·),r

;

若 r 6 ρ, 则

∥u∥
Lρ

TB
s(·)
p(·),r

6 ∥u∥
L̃ρ

TB
s(·)
p(·),r

.

变指标的 Besov空间在应用于 Navier-Stokes方程的适定性问题时局限性较大,在这类空间上, 最

基本的 Young 不等式都不能保证成立. 为了克服这些困难, 并更好地处理 Navier-Stokes 方程的整体

适定性, 我们引入以下这种变指标的齐次 Fourier-Besov 空间.

设 φ 为以上所定义的光滑函数, 我们可以很自然地定义下面的函数列 {φj}j∈Z:

φj(ξ) = φ(2−jξ), j ∈ Z.

易知 ∑
j∈Z

φj(ξ) = 1, ξ ∈ RN\{0}.

定义 1.2 令 p(·), q(·) ∈ C log(RN ) ∩ P0(RN ) 和 s(·) ∈ C log(RN ). 变指标的齐次 Fourier-Besov 空

间定义如下:

FḂ
s(·)
p(·),q(·) = {f ∈ Ṡ ′ : ∥f∥

FḂ
s(·)
p(·),q(·)

<∞},

∥f∥
FḂ

s(·)
p(·),q(·)

:= ∥{2js(·)φj f̂}∞−∞∥ℓq(·)Lp(·) <∞,

其中

Ṡ(RN ) = {f ∈ S(RN ) : (Dαf̂)(0) = 0,∀α},

Ṡ ′ 为 Ṡ 的对偶空间.
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这种类型的空间与 Besov 空间有较大的区别, 更适合在频率空间上考虑算子有界性. 事实上, 对

于非变指标的 Fourier-Besov 型空间及其在方程中的应用已有较长的历史, 参见文献 [28, 29] 等.

类似地, 定义混合空间 L̃ρ([0, T ), F Ḃ
s(·)
p(·),r) 为满足

∥u∥
L̃ρ([0,T ),F Ḃ

s(·)
p(·),r)

:=

(∑
j∈Z

∥2js(·)φj û∥rLρ
TLp(·)

) 1
r

<∞

的所有缓增分布 u 构成的集合.

1.2 Navier-Stokes 方程

本文主要在变指标的 Besov 空间上考虑三维不可压 Navier-Stokes (NS) 方程:∂tu−∆u+ (u · ∇)u+∇p = 0,

divu = 0, u(0, x) = u0(x)
(∗)

的局部、整体适定性, 其中 ∆ =
∑3

i=1 ∂
2
xi
, ∇ = (∂x1 , ∂x2 , ∂x3), divu = ∂x1u1 + ∂x2u2 + ∂x3u3 及

u = (u1, u2, u3), 这里 u : [0, T ) × R3 → R3 表示流体的速度, p : [0, T ) × R3 → R3 表示压强. 为了方

便, 这里令流体的黏度系数为 1. 这类方程可以表示许多的物理模型, 如二维的 FHP (Frish-Pomeau-

Hasslacher) 和三维的 FCHC [30] (four-D center hypercube) 等.

设 (u, p) 为 NS 方程的光滑解. 在 NS 方程的两端同时取散度, 并结合 divu = 0, 立即可得

∆p+ div[(u · ∇)u] = 0,

则有 ∇p = (−∆)−1∇div[(u · ∇)u]. 为了方便, 记 P := I + (−∆)−1∇div. 再将 ∇p 代入 NS 方程, 可得

∂tu+ P(u · ∇u)−∆u = 0, u(0, x) = u0(x).

容易发现非线性项 P(u · ∇u) 是一个一阶的 Fourier 乘子作用在双线性表示上的项.

NS 方程被公认为是流体力学领域的最基本的方程, 对于这类方程适定性的研究已有很长的历史,

其研究内容主要有以下几个方向:

首先, Leray [31] 证明了弱解的存在性. 关于这类方程在临界空间上的小初值的整体适定性较为突

破性的成果首先是由 Fujita和 Kato [32]给出的,他们证明了这类方程的局部适定性及初始值在 Ḣ
1
2 (R3)

空间中充分小时的整体适定性. 随后, Kato [33] 证明了 NS 方程 (∗) 在 L3(R3) 上是局部适定的, 且当

初始值在 L3(R3) 中充分小时, 方程是整体适定的. 通过将压缩映射原理应用于 NS 方程的等价积分

方程, Cannone 等 [34] 将这一结论推广到了更一般的 Besov 空间 Ḃ
−1+N

p
p,∞ (R3) (其中 p <∞), 即当初始

值在 Ḃ
−1+N

p
p,∞ (R3) 上的范数充分小时, NS 方程 (∗) 存在唯一整体解. 需要指出的是, 这个结果准许我

们构造一类强振荡的初始值, 使其在 Ḣ
1
2 (R3) 或 L3(R3) 中的范数可以任意大. 一个经典的例子如下:

u0ε(x) = ε−α sin

(
x3
ε

)
(−∂2φ(x), ∂1φ(x), 0), (1.1)

其中 0 < α < 1, φ ∈ S(R3;R). NS 方程的局部及小初始值整体适定性随后得到了进一步的研究, 可

参见文献 [35–39] 等. 特别地, 文献 [39] 证明了, 当初始值在 BMO−1(R3) 空间 (BMO (bounded mean

oscillation)空间的导数空间)的范数充分小时, NS方程存在整体唯一解.此后, Bourgain和 Pavlović [40]
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证明了三维的 NS方程在 Ḃ−1
∞,∞(R3)中是不适定的. 容易验证,如果 (u(t, x), p(t, x))是 NS方程 (∗)的

解, 则 (uλ(t, x), pλ(t, x)) 为 NS 方程关于初始值 u0λ = λu0(λx) 的解, 其中

uλ(t, x) = λu(λ2t, λx), pλ(t, x) = λ2u(λ2t, λx).

注意到

∥uλ(0, ·)∥Lr(RN ) = λ∥u0(λ·)∥Lr(RN ) = λ1−
N
r ∥u0∥Lr(RN ),

我们知道 r = N 恰好满足对任何 λ > 0, uλ(0, x)的 Lr(RN )范数保持不变.从这种角度看,我们称 LN

是 N 维 NS 方程在所有 Lr 空间类中的临界空间. 以上这种伸缩 (scaling) 不变的函数空间, 记为 NS

方程的临界空间. 容易发现, 如上所述的函数空间均为临界空间, 且有如下嵌入关系:

Ḣ
1
2 (R3) ↪→ L3(R3) ↪→ Ḃ

−1+ 3
p

p,∞ (R3) ↪→ BMO−1(R3) ↪→ Ḃ−1
∞,∞(R3).

其次, 在以上所述的小初值的整体适定性的基础之上, 还有许多学者考虑 NS 方程大初始值的整

体适定性问题. 如上所述, 若我们想要考虑 NS 方程大初始值的适定性问题, 首先需要验证初始值在

Ḃ−1
∞,∞(R3) 中的范数可否任意大. 不幸的是, 在 (1.1) 中所述的例子不能满足这个条件. 在这之后, 文

献 [41] 构造了一类周期初始值, 这类初始值在 B−1
∞,∞(T3) 中的范数可以任意大, 但却可以产生整体解.

这类初始值的形式如下:

u0N = (Nν0h(xh) cos(Nx3),−divhν
0
h(xh) sin(Nx3)),

其中 xh = (x1, x2), ∥ν0h(xh)∥L2(T2) 6 C(lnN)
1
4 . 这类初始值的底空间随后被文献 [42] 推广到 R3. 此

后, 文献 [43] 证明了当初始值的一个方向变化很慢时, NS 方程存在整体解. 这类初始值的具体形式

如下:

u0ε(xh, x3) = (ν0h(xh, εx3), 0) + (εω0
h(xh, εx3), ω

0
3(xh, εx3)),

其中 ε 充分的小, (ν0h, 0) 和 ω0 为两个散度为零的光滑函数. 这种初始值被称为 “很好准备 (well

prepared)”的情形 (它的范数可以任意大,但不依赖于参数 ε). 随后, 这种类型的初始值在文献 [44]中

被推广为 “未很好准备 (ill prepared)” 的情形 (它的范数随着参数 ε 趋于 0, 而变得无穷大). 更确切地

讲, 他们证明了存在 ε0 和 η, 使得对任意的 ε < ε0, 若 ∥ea|D3|ν0∥H4 6 η, 则初始值

u0ε =

(
ν0h(xh, εx3),

1

ε
ν03(xh, εx3)

)
在 T2 × R 上产生 NS 方程 (∗) 的整体光滑解. 关于这方面更多的信息, 可参见文献 [45, 46] 等.

最后, 除了以上我们所讨论的关于 NS 方程的两个方向之外, 还有许多学者关心这类方程的轴对

称解. 轴对称解的形式如下:

u(t, x) = ur(t, r, x3)er + uθ(t, r, x3)eθ + u3(t, r, x3)e3,

其中 er = (x1

r ,
x2

r , 0), eθ = (−x2

r , x1

r , 0), e3 = (0, 0, 1), r =
√
x21 + x22. 对于这种类型解的研究也有较长

的历史, 可参见文献 [47, 48] 等.

本文主要试图在变指标的函数空间上考虑不可压 Navier-Stokes 方程的整体适定性, 从而得到更

一般的结果. 本文具体安排如下: 第 2 节考虑一些需要用到的在变指标函数空间上的算子估计; 第 3

节证明 Navier-Stokes 方程在变指标函数空间上的局部适定性; 第 4 节证明 Navier-Stokes 方程在变指

标齐次 Fourier-Besov 空间上小初始值的整体适定性.
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2 热半群的时空估计

众所周知, NS 方程与以下积分方程等价:

u(t) = H(t)u0 −
∫ t

0

H(t− τ)P[div(u⊗ u)]dτ = H(t)u0 −AP[div(u⊗ u)],

其中 H(t) = F−1e−t|ξ|2F , [Pdiv(u⊗ u)]i = [div(u⊗ u)]i +Ri

∑3
k=1Rk[div(u⊗ u)]k.

记 H(t) = et∆ = F−1e−t|ξ|2F . 由于 e−t|ξ|2 为指数衰减函数, 这对应物理上的耗散现象, 决定了

H(t) 有非常好的性质. 本节有下面的 Lr(·) → Lp(·) 估计, 而对于这一算子在一般的 Lp 空间和 Besov

空间上的估计来历已久, 可参见文献 [49–51].

性质 2.1 在变指标的 Besov 空间上, 以下结论成立:

(1) (Hölder不等式 [52])假设 1 < p− 6 p+ <∞. 若 f ∈ Lp(·)(RN ), g ∈ Lp∗(·)(RN ),则 fg ∈ L1(RN )

且满足 ∫
RN

|f(x)g(x)|dx 6 C∥f∥Lp(·)(RN )∥g∥Lp∗(·)(RN ),

其中 p∗(x) := p(x)
p(x)−1 , C 的值依赖于 p− 和 p+, 但与 f 和 g 无关.

在以上的条件下, 利用以上结论, 并通过简单的计算, 我们可以将以上估计式推广为以下形式:(∫
RN

|f(x)g(x)|γdx
) 1

γ

6 C∥f∥Lr1(·)(RN )∥g∥Lr2(·)(RN ),

其中 1
γ = 1

r1(·) +
1

r2(·) , 1 6 γ 6 ∞, f ∈ Lr1(·)(RN ), g ∈ Lr2(·)(RN ). 事实上, 当 h(x) ∈ L∞ 时, 利用 Lp(·)

的定义容易证明

∥fh∥Lp(·)(RN ) 6 C∥h(x)∥L∞(RN )∥f∥Lp(·)(RN )

也成立.

(2) (缓和 (mollification) 不等式 [52]) 令 p(·) ∈ C log(RN ), ψ ∈ L1(RN ), f ∈ Lp(·)(RN ). 假设

Ψ(x) = sup
y/∈B(0,|x|)

|ψ(y)|

可积, 则有

∥f ∗ ψε∥Lp(·)(RN ) 6 C∥f∥Lp(·)(RN )∥Ψ∥L1(RN ),

其中 C 是与 f 和 ψ 无关的常数, ψε =
1
εN
ψ( 1ε ).

作为这一结论的直接推广, 我们有以下结论:

令 p ∈ C log(RN ), 则对任意的 f ∈ Lp(·)(RN ) 及任意的非负、径向递减函数 g ∈ L1(RN ), 有

∥f ∗ g∥Lp(·)(RN ) 6 C∥f∥Lp(·)(RN )∥g∥L1(RN ),

其中 C 是与 f 和 g 无关的常数.

(3) (Sobolev不等式 [53])设 p0, p1, q ∈ P0, s0, s1 ∈ L∞∩C log(RN ), s0 > s1. 若
1
q 和 s0− N

p0
= s1− N

p1

均局部 log-Hölder 连续, 则有

B
s0(·)
p0(·),q(·) ↪→ B

s1(·)
p1(·),q(·).

(4) 设 p0, p1, q0, q1 ∈ P0, s0, s1 ∈ L∞ ∩C log(RN ), s0 > s1. 若
1
q0
、1

q1
和 s0 − N

p0
= s1 − N

p1
+ ε(x) 均

局部 log-Hölder 连续且 ess infx∈RN ε(x) > 0, 则有

B
s0(·)
p0(·),q0(·) ↪→ B

s1(·)
p1(·),q1(·).
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性质 2.2 令 p(·) ∈ P0, p− ∈ [1,∞], k = 0, 1, 则有

∥∇kH(t)f∥Lp(·)(RN ) . t−
k
2 ∥f∥Lp(·)(RN ), t > 0.

证明 首先,

∥∂x1H(t)f∥Lp(·)(RN ) = ∥(2πiξ1e−t|ξ|2)∨ ∗ f∥Lp(·)(RN ).

再由 (ξ1e
−t|ξ|2)∨ = t−

1
2 t−

N
2 (ξ1e

−|ξ|2)∨( x√
t
) 和缓和不等式, 可得

∥∂x1H(t)f∥Lp(·)(RN ) 6 t−
1
2 ∥f∥Lp(·)(RN ),

从而可得结论成立.

作为这个性质的一个直接推广, 还可得

∥(−∆)
s
2H(t)f∥Lp(·)(RN ) . t−

s
2 ∥f∥Lp(·)(RN ), s > 0,

其中 (−∆)
s
2 f = F−1|ξ|sFf .

迄今为止,我们并没有很多有效的方法处理奇异积分. Hardy-Littlewood-Sobolev不等式是处理奇

异积分的基本工具之一.

设 0 < α < N , 记 Iαf(x) =
∫
RN

f(y)
|x−y|N−α dy.

性质 2.3 (Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式 [54]) 设 1 < p, q < ∞ 和 0 < α < N 满足 1/p

= 1/q + α/N , 则有 ∥Iαf∥Lq . ∥f∥Lp .

性质 2.4 设 p(·) ∈ P0, p− ∈ [1,∞] 及 1 < γ, γ1 <∞, 且满足

1

γ
=

1

γ1
+
s

2
− 1,

s

2
< 1, s > 0,

则有

∥(−∆)
s
2Af∥Lγ(R+,Lp(·)) . ∥f∥Lγ1 (R+,Lp(·)).

证明 由性质 2.2, 有

∥(−∆)
s
2Af∥Lp(·) .

∫ t

0

(t− τ)−
s
2 ∥f∥Lp(·)dτ.

应用 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式 (性质 2.3), 可得结论成立.

由于 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式的限制, 在性质 2.4 的结论中, 不包含 γ = ∞ 和 γ = 1 的

情形. 为了处理这两种情形, 我们有下面的结论:

性质 2.5 设 p(·) ∈ P0, s(·) ∈ C log(RN ), 1 6 γ, λ 6 ∞ 及 0 6 σ < 2, 则有

∥(−∆)
σ
2 Af∥

L̃γ(0,T,B
s(·)
p(·),λ(RN ))

. T 1−σ
2 ∥f∥

L̃γ(0,T,B
s(·)
p(·),λ(RN ))

.

证明 由性质 2.2, 有

∥2js(·)(−∆)
σ
2 ∆jAf∥Lp(·) .

∫ t

0

(t− τ)−
σ
2 ∥2js(·)∆jf∥Lp(·)dτ.

应用 Young 不等式, 可得结论成立.
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显然, 在以上所述的性质当中, 若把时间区间 R+ 换为 [0, T ], 则结论仍然成立.

如果我们要考虑方程的局部解和小初值的整体适定性, 在应用半群结构建立了时空估计之后, 关

键技术将是选择适当的空间类做非线性项的估计. 方程自身的守恒律在这部分内容中不是必要的. 下

面主要建立变指标 Besov 空间中的一个非线性映象估计. 首先, 回顾分布之间的一般乘法运算. 令

Tuν :=
∑
j∈Z

Sj−1u∆jν,

则有如下形式分解:

uν = Tuν + Tνu+R(u, ν),

其中

R(u, ν) =
∑
j∈Z

∆ju∆̃jν, ∆̃j = ∆j−1 +∆j +∆j+1.

这种分解被称为 Bony 乘积分解.

下面将叙述在变指标 Besov 空间上的非线性项估计.

性质 2.6 令 s > 0, 1 6 γ 6 ∞, p(·), r(·) ∈ C log(RN ) ∩ P0(RN ) 及 1
γ = 1

r(·) +
1

p(·) , 则有

∥uν∥Bs
γ,1

. ∥u∥B0
r(·),1

∥ν∥Bs
p(·),1

+ ∥ν∥B0
r(·),1

∥u∥Bs
p(·),1

.

证明 使用 Bony 分解, 对于固定的 j > 0, 有

∆j(uν) =
∑

|k−j|64

∆j(Sk−1u∆kν) +
∑

|k−j|64

∆j(Sk−1ν∆ku) +
∑

k>j−2

∆j(∆ku∆̃kν)

=: I + II + III.

我们将分别估计以上三项. 使用 Young 不定式及性质 2.1 中的 Hölder 不等式, 有

∥2js∆j(Sk−1u∆kν)∥Lγ . ∥Sk−1u∥Lr(·)∥2js∆kν∥Lp(·) ,

则有

∥2jsI∥Lγ .
∑

|k−j|64

∥Sk−1u∥Lr(·)∥2ks∆kν∥Lp(·) .

类似地, 可得 II 的估计,

∥2jsII∥Lγ .
∑

|k−j|64

∥Sk−1ν∥Lr(·)∥2ks∆ku∥Lp(·) .

下面估计 III. 由 Young 不等式, 有

∥∆j(∆ku∆̃kν)∥Lγ . ∥∆ku∥Lp(·)∥∆̃kν∥Lr(·) .

因此,

∥2jsIII∥Lγ .
∑

k>j−2

∥2js∆ku∥Lp(·)∥∆̃kν∥Lr(·) =
∑

k>j−2

2(j−k)s∥2ks∆ku∥Lp(·)∥∆̃kν∥Lr(·) .

将以上各个估计分别关于 j 求和, 即可得结论成立.
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性质 2.7 令 s > 0, 1 6 γ, λ 6 ∞, p(·), r(·) ∈ C log(RN )∩P0(RN ) 及 1
γ = 1

r(·) +
1

p(·) ,
1
λ = 1

λ1
+ 1

λ2
,

则有

∥uν∥L̃λ
t B

s
γ,1

. ∥u∥
L̃

λ1
t Bs

p(·),1
∥ν∥

L̃
λ2
t B0

r(·),1
+ ∥ν∥

L̃
λ1
t Bs

p(·),1
∥u∥

L̃
λ2
t B0

r(·),1
.

证明 在性质 2.6 的证明过程中, 将 Lp(·) 替换为 Lλ
t L

p(·), 立即可得结论成立.

3 Navier-Stokes 方程在变指标 Besov 空间上的局部适定性

变指标的 Besov 空间与 Besov 空间有许多不同之处. 在变指标的 Besov 空间上, Young 不等式

和乘子定理等一些经典的理论都不成立. 正因如此,在这类空间上考虑方程的适定性具有较大的难度.

本节主要利用第 2 节所引入的性质并结合经典的不动点原理来考虑不可压 NS 方程的局部适定性.

定理 3.1 令 p(·) ∈ C log(R3)∩P0(R3), s(·) ∈ C log(R3), 1 6 γ, p(·) 6 ∞, s(·) > c > 0, 3
p(·) − s(·) =

supx,y∈R3 |s(x)− s(y)| = δ1, 0 6 δ1 < 1. 当 u0 ∈ B
s(·)
p(·),1 时, 存在 T ∗ > 0, 使得 Navier-Stokes 方程存在

唯一解

u(t) ∈ L̃γ(0, T ∗, B
s(·)
p(·),1).

若 T ∗ <∞, 则

∥u∥
L̃γ(0,T∗,B

s(·)
p(·),1)

= ∞.

证明 设 M > 0, T > 0 待定. 令

D = {u ∈ L̃γ(0, T ∗, B
s(·)
p(·),1) : ∥u∥L̃γ(0,T∗,B

s(·)
p(·),1)∩L̃∞(0,T∗,B

s(·)
p(·),1)

6M},

其上赋度量 d(u, ν) = ∥u− ν∥
L̃γ(0,T∗,B

s(·)
p(·),1)∩L̃∞(0,T∗,B

s(·)
p(·),1)

. 现在考虑映射

J : u(t) → H(t)u0 −
∫ ∞

0

H(t− τ)P[(u · ∇)u]dτ,

下面将证明对适当的 M > 0, J : (D, d) → (D, d) 为压缩映射.

首先, 由定义知,

∥H(t)u0∥L̃∞(0,T,B
s(·)
p(·),1)

=
∑
j∈Z

∥2js(·)∆jH(t)u0∥L∞Lp(·) .

再由性质 2.1, 有

∥2js(·)∆jH(t)u0∥Lp(·) = inf

{
λ > 0 :

∫
RN

∣∣∣∣2js(x)∆jH(t)u0
λ

∣∣∣∣p(x)dx < 1

}
= inf

{
λ > 0 :

∫
RN

∣∣∣∣∆jH(t)u0
λ

∣∣∣∣p(x)2j(3−δ1p(x))dx < 1

}
= inf

{
λ > 0 :

∫
RN

∣∣∣∣2−jδ1H(t)∆ju0
λ

∣∣∣∣p(x)23jdx < 1

}
= inf

{
λ > 0 :

∫
RN

∣∣∣∣2−jδ1((e−t|ξ|2)∨ ∗∆ju0)(x)

λ

∣∣∣∣p(x)d2jx < 1

}
= inf

{
λ > 0 :

∫
RN

∣∣∣∣2−jδ1((e−t|ξ|2)∨ ∗∆ju0)(2
−jy)

λ

∣∣∣∣p(2−jy)

dy < 1

}
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= inf

{
λ > 0 :

∫
RN

∣∣∣∣2−jδ1(2−3j(e−t|ξ|2)∨( ·
2j ) ∗∆ju0(2

−j ·))(y)
λ

∣∣∣∣p(2−jy)

dy < 1

}
. inf

{
λ > 0 :

∫
RN

∣∣∣∣2−jδ1∆ju0(2
−jy)

λ

∣∣∣∣p(2−jy)

dy < 1

}
= inf

{
λ > 0 :

∫
RN

∣∣∣∣2js(x)∆ju0(x)

λ

∣∣∣∣p(x)dx < 1

}
= ∥2js(·)∆ju0∥Lp(·) .

由此可得

∥H(t)u0∥L̃∞(0,T,B
s(·)
p(·),1)

. ∥u0∥Bs(·)
p(·),1

.

类似地,

∥H(t)u0∥L̃γ(0,T,B
s(·)
p(·),1)

. T
1
γ ∥u0∥Bs(·)

p(·),1
.

另一方面, 令 s0 = supx∈RN s(x), 由 s(·)− 3
p(·) = −δ1, 则存在 p0, p1, p2 ∈ R, 满足

s0 −
3

p0
= s(·)− 3

p(·)
= −δ1,

1

p0
=

1

p1
+

1

p2
,

3

p1
= s0,

3

p2
= δ1.

再由 s(·) > c > 0, 有

0 < s0 − δ1 6 s(·), s0 − δ1 −
3

p1
= s(·)− 3

p(·)
, − 3

p2
= s(·)− 3

p(·)
, p(·) 6 min{p1, p2}.

再由性质 2.5 和 2.6, 有

∥AP[(u · ∇)u]∥
L̃∞(0,T,B

s(·)
p(·),1)

6
∑

16i,j63

∥(−∆)
1
2AP(uiuj)∥L̃∞(0,T,B

s(·)
p(·),1)

6 (T
1
2−

δ1
2 + T

1
2 )∥uu∥

L̃∞(0,T,B
s0−δ1
p0,1 )

. (T
1
2−

δ1
2 + T

1
2 )∥u∥

L̃∞(0,T,B
s0−δ1
p1,1 )

∥u∥L̃∞(0,T,B0
p2,1)

. (T
1
2−

δ1
2 + T

1
2 )∥u∥

L̃∞(0,T,B
s(·)
p(·),1)

∥u∥
L̃∞(0,T,B

s(·)
p(·),1)

.

类似地,

∥AP[(u · ∇)u]∥
L̃γ(0,T,B

s(·)
p(·),1)

6
∑

16i,j63

∥(−∆)
1
2AP(uiuj)∥L̃γ(0,T,B

s(·)
p(·),1)

6 (T
1
2−

δ1
2 + T

1
2 )∥uu∥

L̃γ(0,T,B
s0−δ1
p0,1 )

. (T
1
2−

δ1
2 + T

1
2 )∥u∥

L̃γ(0,T,B
s(·)
p(·),1)

∥u∥
L̃∞(0,T,B

s(·)
p(·),1)

.

令 X := L̃∞(0, T,B
s(·)
p(·),1) ∩ L̃

γ(0, T,B
s(·)
p(·),1), 则

∥J u∥X . (1 + T
1
γ )∥u0∥Bs(·)

p(·),1
+ (T

1
2−

δ1
2 + T

1
2 )(∥u∥

L̃γ(0,T,B
s(·)
p(·),1)

+ ∥u∥
L̃∞(0,T,B

s(·)
p(·),1)

)∥u∥
L̃∞(0,T,B

s(·)
p(·),1)

.
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此时令

M = 4C∥u0∥Bs(·)
p(·),1

.

固定上述 M 之后, 再取 T (< 1) 充分小, 使得

C(T
1
2−

δ1
2 + T

1
2 )M <

1

4
.

则由以上讨论, 有

∥J u∥X 6M, d(J u,J ν) 6 1

2
d(u, ν).

所以, J : (D, d) → (D, d) 为压缩映射. 故存在 u ∈ D 满足 NS 方程的等价积分方程. 考虑映射

J : u(t) → H(t− T )u(T )−
∫ t

T

H(t− τ)P[u · ∇u]dτ,

其中 u(T ) 为上面所得的解在 T 处的取值. 用标准的方法, 可以延拓上面的解. 这样的步骤一直重复

下去, 就可以得到存在 T ∗ 满足定理的条件. 解的唯一性证明与以上讨论类似, 这里从略.

4 Navier-Stokes 方程在变指标齐次 Fourier-Besov 空间上的整体适定性

如上所述,在变指标的函数空间上考虑方程的适定性具有较大的限制.我们很想将变指标的 Besov

空间应用于 NS 方程的整体适定性当中, 但很不幸, 由于一些经典的算子和半群估计在这类空间上所

受的限制较大, 导致我们很难将这类空间应用于此类问题. 本节主要通过利用在第 1 节中引入的变指

标的 Fourier-Besov 空间及其性质来考虑 NS 方程小初值的整体适定性. 在这类空间上, 我们可以克服

在变指标 Besov 空间上处理 NS 方程的适定性问题时所遇到的困难.

定理 4.1 令 p(·) ∈ C log(RN ) ∩ P0(RN ), 2 6 p(·) 6 6, 1 6 γ < ∞, 则存在充分小的 ε > 0, 当

∥u0∥
FḂ

2− 3
p(·)

p(·),1

< ε 时, Navier-Stokes 方程存在唯一整体解, 且满足

u(t) ∈ C(R+, F Ḃ
2− 3

p(·)
p(·),1 ) ∩ L̃γ(R+, Ḃ

2
γ + 1

2

2,1 ).

更进一步地,若 p1(·) ∈ C log(RN )∩P0(RN ), s1(·) ∈ C log(RN ), 2
γ − 3

p1(·) − s1(·) = −2,并存在常数 c > 0,

使得 2 6 p1(·) 6 c 6 p(·), 则上述解还满足

u(t) ∈ C(R+, F Ḃ
2− 3

p(·)
p(·),1 ) ∩ L̃γ(R+, F Ḃ

s1(·)
p1(·),1).

注 4.1 首先, 容易验证, 当 s(·) = 2 − 3
p(·) 时, FḂ

s(·)
p(·),1 为三维 NS 方程的临界空间. 其次, 从

Fourier-Besov 空间的结构可以发现, 这类空间与变指标的 Besov 空间具有较大的不同, 与变指标的

Besov 空间相比, 这类空间更有利于我们考虑半群算子有界性和非线性项估计等问题. 当然, 利用与定

理 3.1 类似的讨论, 我们在这类空间上也可以得到 NS 方程的局部适定性.

证明 设 M > 0, δ > 0 待定. 令

D = {u : ∥u∥
L̃∞(R+,F Ḃ

2− 3
p(·)

p(·),1 )
6M, ∥u∥

L̃γ(R+,Ḃ
2
γ

+1
2

2,1 )∩L̃∞(R+,Ḃ
1
2
2,1)

6 δ},

其上赋度量

d(u, ν) = ∥u− ν∥
L̃∞(R+,F Ḃ

2− 3
p(·)

p(·),1 )∩L̃γ(R+,Ḃ
2
γ

+1
2

2,1 )∩L̃∞(R+,Ḃ
1
2
2,1)

.
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现在考虑映射

J : u(t) → H(t)u0 −
∫ t

0

H(t− τ)P[(u · ∇)u]dτ,

下面将证明对适当的 M, δ > 0, J : (D, d) → (D, d) 为压缩映射.

首先,

∥H(t)u0∥
L̃γ(R+,Ḃ

2
γ

+1
2

2,1 )
=

∑
j∈Z

∥2j(
2
γ + 1

2 )φje
−t|·|2 û0∥Lγ(R+,L2)

6
∑
j∈Z

∑
ℓ=0,±1

∥2j(2−
3

p(·) )φj û0∥Lp(·)∥2j(
2
γ − 3

2+
3

p(·) )φj+ℓe
−t|·|2∥

Lγ(R+,L
2p(·)

p(·)−2 )

.
∑
j∈Z

∥2j(2−
3

p(·) )φj û0∥Lp(·)

. ∥u0∥
FḂ

2− 3
p(·)

p(·),1

,

其中, 我们需要用到以下估计:

∥2j(
2
γ − 3

2+
3

p(·) )φj+ℓe
−t|·|2∥

Lγ(R+,L
2p(·)

p(·)−2 )
. ∥2j

2
γ 2j(−

3
2+

3
p(·) )φj+ℓe

−t22(j+ℓ)

∥
Lγ(R+,L

2p(·)
p(·)−2 )

. ∥2j
2
γ e−t22(j+ℓ)

∥Lγ(R+)∥2j(−
3
2+

3
p(·) )φj+ℓ∥

L
2p(·)

p(·)−2

. ∥2j(−
3
2+

3
p(·) )φj+ℓ∥

L
2p(·)

p(·)−2
,

∥2j(−
3
2+

3
p(·) )φj+ℓ∥

L
2p(·)

p(·)−2
= inf

{
λ > 0 :

∫ ∣∣∣∣2j(− 3
2+

3
p(x)

)φj+ℓ

λ

∣∣∣∣
2p(x)

p(x)−2

dx < 1

}

= inf

{
λ > 0 :

∫ ∣∣∣∣φj+ℓ

λ

∣∣∣∣
2p(x)

p(x)−2

2−3jdx < 1

}

. inf

{
λ > 0 :

∫ ∣∣∣∣φℓ

λ

∣∣∣∣
2p(2jx)

p(2jx)−2

dx < 1

}
. C.

进一步地, 若 p1(·) 6 c 6 p(·), 则

∥H(t)u0∥L̃γ(R+,F Ḃ
s1(·)
p1(·),1)

=
∑
j∈Z

∥2js1(·)φje
−t|·|2 û0∥Lγ(R+,Lp1(·))

.
∑
j∈Z,

ℓ=0,±1

∥2j(2− 3
c )φj û0∥Lc∥2j(

2
γ + 3

c−
3

p1(·) )φj+ℓe
−t22(j+ℓ)

∥
Lγ(R+,L

cp1(·)
c−p1(·) )

. ∥u0∥
FḂ

2− 3
p(·)

p(·),1

,

其中, 我们用到了以下估计式:

∥2j(
2
γ + 3

c−
3

p1(·) )φj+ℓe
−t22(j+ℓ)

∥
Lγ(R+,L

cp1(·)
c−p1(·) )

= ∥2j
2
γ e−t22(j+ℓ)

∥Lγ(R+) inf

{
λ > 0 :

∫ ∣∣∣∣2j( 3
c−

3
p1(·) )φj+ℓ

λ

∣∣∣∣
cp1(·)

c−p1(·)

dx < 1

}
. C.

另一方面, 还有

∥AP[(u · ∇)u]∥
L̃γ(R+,F Ḃ

s1(·)
p1(·),1)
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6
∑
j∈Z

∥∥∥∥∫ t

0

2js1(·)φje
−(t−τ)|·|2 ̂[(u · ∇)u]dτ

∥∥∥∥
Lγ(R+,Lp1(·))

6
∑
j∈Z

∑
16m,n63

∥∥∥∥∫ t

0

∥2j(s1(·)+1)φje
−(t−τ)|·|2∥

L
6p1(·)

6−p1(·)
∥∆jumun∥

L
6
5
dτ

∥∥∥∥
Lγ(R+)

6
∑
j∈Z

∑
16m,n63

∥∥∥∥∫ t

0

2j(
2
γ + 5

2 )∥2−3j
6−p1(·)
6p1(·) φje

−(t−τ)|·|2∥
L

6p1(·)
6−p1(·)

∥∆jumun∥
L

6
5
dτ

∥∥∥∥
Lγ(R+)

6
∑
j∈Z

∑
16m,n63

∥∥∥∥∫ t

0

2j(
2
γ + 5

2 )e−(t−τ)22j∥2−3j
6−p1(·)
6p1(·) φj∥

L
6p1(·)

6−p1(·)
∥∆jumun∥

L
6
5
dτ

∥∥∥∥
Lγ(R+)

6
∑
j∈Z

∑
16m,n63

∥∥∥∥∫ t

0

2j(
2
γ + 5

2 )e−(t−τ)22j∥∆jumun∥
L

6
5
dτ

∥∥∥∥
Lγ(R+)

6
∑
j∈Z

∑
16m,n63

∥2j(
2
γ + 1

2 )∥∆jumun∥
L

6
5
∥Lγ(R+)∥22je−t22j∥L1(R+)

6 ∥u∥
L̃γ(R+,Ḃ

2
γ

+1
2

2,1 )
∥u∥L̃∞(R+,Ḃ0

3,1)
.

类似地,

∥AP[(u · ∇)u]∥
L̃γ(R+,Ḃ

2
γ

+1
2

2,1 )∩L̃∞(R+,Ḃ
1
2
2,1)

= ∥AP[(u · ∇)u]∥
L̃γ(R+,F Ḃ

2
γ

+1
2

2,1 )∩L̃∞(R+,F Ḃ
1
2
2,1)

6 ∥u∥
L̃γ(R+,Ḃ

2
γ

+1
2

2,1 )∩L̃∞(R+,Ḃ
1
2
2,1)

∥u∥L̃∞(R+,Ḃ0
3,1)

.

令 Y := L̃γ(R+, Ḃ
2
γ + 1

2

2,1 ) ∩ L̃∞(R+, Ḃ
1
2
2,1) ∩ L̃∞(R+, F Ḃ

2− 3
p(·)

p(·),1 ), 则

∥J u∥Y . ∥u0∥
FḂ

2− 3
p(·)

p(·),1

+ ∥u∥
L̃γ(R+,Ḃ

2
γ

+1
2

2,1 )∩L̃∞(R+,Ḃ
1
2
2,1)

∥u∥
L̃∞(R+,Ḃ

1
2
2,1)

.

此时取

δ =M = 2C∥u0∥
FḂ

2− 3
p(·)

p(·),1

< 2Cε.

若 ε 足够的小, 则有

∥J u∥Y 6 δ

2
+
δ

2
= δ.

同理可证

d(J u,J ν) 6 1

2
d(u, ν).

由压缩映射原理可得, 当 ∥u0∥
FḂ

2− 3
p(·)

p(·),1

充分小时, Navier-Stokes 方程存在唯一整体解且满足

u ∈ L̃γ(R+, Ḃ
2
γ + 1

2

2,1 ) ∩ L̃∞(R+, Ḃ
1
2
2,1) ∩ L̃∞(R+, F Ḃ

2− 3
p(·)

p(·),1 ).

另一方面, 若令 Z := L̃γ(R+, F Ḃ
s1(·)
p1(·),1) ∩ L̃

γ(R+, Ḃ
2
γ + 1

2

2,1 ) ∩ L̃∞(R+, Ḃ
1
2
2,1) ∩ L̃∞(R+, F Ḃ

2− 3
p(·)

p(·),1 ), 则

∥J u∥Z . ∥u0∥
FḂ

2− 3
p(·)

p(·),1 ∩FḂ
2− 3

p1(·)
p1(·),1

+ ∥u∥
L̃γ(R+,Ḃ

2
γ

+1
2

2,1 )∩L̃∞(R+,Ḃ
1
2
2,1)

∥u∥
L̃∞(R+,Ḃ

1
2
2,1)

.

此时取

δ =M = 2C∥u0∥
FḂ

2− 3
p(·)

p(·),1 ∩FḂ
2− 3

p1(·)
p1(·),1

< 2Cε.
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则当 ε 足够的小时,

∥J u∥Z 6 δ

2
+
δ

2
= δ.

同理可证

d(J u,J ν) 6 1

2
d(u, ν).

由压缩映射原理可得, 当 ∥u0∥
FḂ

2− 3
p(·)

p(·),1 ∩FḂ
2− 3

p1(·)
p1(·),1

充分小时, Navier-Stokes 方程存在唯一整体解且

u ∈ L̃γ(R+, F Ḃ
s1(·)
p1(·),1) ∩ L̃

∞(R+, F Ḃ
2− 3

p(·)
p(·),1 ).

证毕.
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Global well-posedness of the incompressible Navier-Stokes
equations in function spaces with variable exponents

Shaolei Ru

Abstract In this paper, we construct a new space with variable exponents. Compared with Besov spaces
with variable and Lebesgue spaces with variable, the new space can be more easily applied in the Navier-Stokes
equations. Based on the semi-group estimates and time-space estimates in FḂ

s(·)
p(·),q(·)(R

N ), we can obtain the
global well-posedness of the incompressible Navier-Stokes equations with small initial data.
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