
妙z 9年 ` 月 第 ` 期

荃歼辑目 A申
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摘 要

本文在引进 了挤压弹性势能另一等价定义的基础上
,

把求凸多边形间的嵌入深

度转化为求最小碰撞距离
.

文中着重研究了凸多边形初始碰撞问题
,

得到了求嵌入

深度的快速算法
,

据此构造出了求解凸多边形置入问题 的快速近似算法
.

应用本文

所提 出的算法
,

不仅可解决求凸多边形间嵌入深度的实质性困难
,

而且可实现凸多边

形几何布局问题求解自动化
.

关键词 : 凸多边形
,

嵌人深度
,

挤压弹性势能
,

初始碰恤
,

最小碰摘距离

平面凸多边形置人问题 (亦称 Pac k in g 间题 )
,

在工业部门
、

图像处理
、

v L sl 的设计与

制造等众多领域均有广泛的应用
“ 一 ,1 ,

但由于它是 N P 完全问题 图 ,

因此关于它的近似求解算

法的研究
,

一直受到人们的重视
〔̀ 一 sJ .

文献 [ 6] 中提出的拟物方法
,

存在求物体间嵌人深度的

实质性困难 ;文献〔7] 对于空间物体间的嵌人深度
,

提出了一种可行的近似算法
,

但将它应用于

平面凸多边形
,

其计算复杂度过高
.

本文参照文献 [ 7] 的思想
,

引进
“

弹性势能
” 另一等价定义

,

把求凸多边形间嵌人深度问题转化为求凸多边形间最小碰撞距离的问题
.

文中着重研究了凸

多边形间的初始碰撞问题
,

给出了求最小碰撞距离的快速算法
,

从而解决了求嵌人深度的实质

性 困难
,

并据此构造了求解置人问题的快速近似算法
.

利用本文中所提出的算法
,

可实现凸多

边形布局问题求解 自动化
.

一
、

置人问题求解的近似算法

按文献「6] 所述想法
,

将区域 D 及其外部视为第零个物体
,

并与 N 个给定的凸多边形组成

一个物体体系
,

如下定义体系的总的弹性势能 :

N一 l 月

留 一 习 习
“ ii, ( l )

亡 . o j = ` + l

其中

封`户 -

0 ,

当 L ` , ) 0 ,

L : ,
,

当 L ` i < o ,
( 2 )

是第 i 个凸多边形与第 夕个凸多边形间的挤压弹性势能
,

乌 ,
是它们之间的距离

.

当 乌 , < 。
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时
,

l从川 表征了 i, 夕两个凸多边形间的嵌人深度 ( i
,

i 一 0 ,

1, 2…
,
N .)

嗯犷 作为状态空间的指标函数
,

按文献 [ 8] 中的模式
,

可把求解置人问题转换成对于给定

的 。 > 0 (根据实际需要给定 )
,

求使 嗯犷 《 8 的状态
.

由于凸多边形用它们的顶点坐标给

出
,

因此状态由各凸多边形的顶点坐标确定
,

但只有 3N 个独立变元
,

可有多种方法求得这些

状态川
.

如何求得 乌 , ,

是一实质性困难切
.

为此
,

参照文献 〔7] 的思想
,

引进弹性势能定义的另一

等价形
.

为叙述方便
,

先引进下面的定义 :

定义 1
.

设 d 为任一给定方向
,

若凸多边形 p 沿 d 以平移方式移动与凸多边形 Q相撞
,

则

称 d 为 p 与 Q的可碰撞方向
,

并称 p 为动体
,

Q为静体
.

设 ` ,

夕为两个凸多边形
,

d 为 ` 与 夕的任一可碰撞方向
,

将 护沿 d 以平移方式移动一段距

离 iic (可预先设置一个充分大的常数 H )
,

使 ` ,

户完全脱离 (即它们交的 L eb e
sg ue 测度为 o )

,

然后将 夕沿一 d 以平移方式移向 i
,

至 夕刚刚碰到 i( 即它们交的 eL be s g ue 测度为 0十 )
,

此时 户

所移过的距离记为 幼
,

用下式定义 如
:

0 当 : `s ) H ,

( H 一
s ` , )

2

当 , ; s < H
.

( 3 )

将 夕刚碰到 i (即交的 L eb es g u 。 测度由 。 变到 0+
)的碰撞称为 f 与 j 的最初碰撞

,

此时

夕所移过的距离称为 i 与 夕之间的最小碰撞距离
.

利用 ( 3 )式求
, ` ,的关键问题是怎样求得 ` , , 这个问题可转化为下述问题 :

问月 A
.

平面内两互不相交的凸多边形 尸与 Q
,

动体 p 沿可与 Q碰撞的方向 d 以平移方

式移向 Q
,

如何求得 P 与 Q的最小碰撞距离 ?

因此
,

只要寻到求 尸与 Q最小碰撞距离的快速算法
,

求 枷 的问题便告解决
。

二
、

求最小碰撞距离的快速算法

本节研究求解问题 A 的快速算法
,

在下面的讨论中
,

假定平面凸多边形均以标准形式给

出 “
.0J

设 p 一 ( 0P
,
p

: ,

…
,
p N 一

J 是平面内任一凸多边形
,

d 是平面内任一给定方向
,

巧 q 是平

面内任意两点
,

以两表示这两点间的线 段
,

!两 ! 表示该线段的长度
,

茹表示过
’

,
, , 两点

且具有从 P 到 q方向的直线
.

约定 甲 ( d ) 表示从
二
轴逆时针方向到 J 的夹角

,

( J
,
p妇 表示

从 d 逆时针方向到 p宁的夹角
,

显有 (峨 p妇 一 (甲 ( p刃一 甲 ( d ) ) m
o
d Z̀ 对 p 进行 d 变换叫

ln与,m八仁后把 尸中具有最大 犷值的顶点集记为 m ax ( d
,
尸)

,

而把具有最小 y
’

值的顶点集记为

( d
,

玛
.

用 1勿二 p , } 表示从顶点 扒 顺时针方向到 勿 所经过的所有顶点的集合 (包括

方 两点 )
.

设 标
x 、` ) 〔 m a x

( d
,

p )
,

` . n (̀ ) ` m i n
( d

,
p )

,

定义集合 :

{
E ( d

, 尸 ) ~ {入
a x 《̀ )二和

: n (` )
}

,

I ( d
, P ) ~ { p

. ,。 (` )二
x (日 )

}

S E ( d
-

5 1( d
,

p ) 一 {勿介+l

P二
. x (日 )少;

!
·

扒
,
ip 十 : 〔 石 ( d P) }

p ) 一 {扒勿
, :

1勿
,
ip + : 〔 I ( d

,
p ) }

.
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由文献 [ 1 1] 中引理 2 ,

对任意给定的 p 和 d
,

可在 0 ( l) 时间内判定 p 的任一顶点属于

集合 m a x
( d

, 尸 )
,

m i n
( d

, 尸 )
, E ( d

, p ) 和 I ( d
,

p ) 中哪一个
.

在下面的讨论中
,

均假定 尸与 Q为任二互不相交的凸多边形
,

d 为 p 与 Q的任一可碰撞

方向
。

P 沿 d 以平移方式移动与 Q碰撞
,

有如下几种情况
:

( l) 尸 的顶点与 Q的顶点相撞 ; ( 2 ) 尸 的顶点与 Q的边相撞 ; ( 3 ) p 的边与 Q的顶点

相撞 ; ( 4 ) 尸 的边与 Q的边相撞
.

由于边与边的碰撞可归为点与边的碰撞
, P 的边与 Q的顶点碰撞只要交换动体与静体的

地位
,

便可变为情况 ( 2 )
,

因此只需讨论情况 ( l) 与 ( 2 )两类碰撞即可
.

定义 2
.

设 iP 是 尸的某个顶点
,

从 iP 引与 d 平行的射线
,

如果该射线不穿过 尸的内部区

域且不穿过 Q的内部区域而能射到 Q的顶点 q ,或边而
十 : ,

则 称 八 是 尸的可碰 撞顶 点
, 外

或 价乳十 :

是 Q的被 iP 所撞的顶点或边 (简称被撞点或边 )
.

定理 1
.

设 iP 是 p 的可碰撞点
,

Q的顶点 q ,或边而
+ ,

是 p
`
的被撞点或边

,

则有

扒 〔 E ( d
, p ) 并且 (价 ` I ( d

,

Q ) 或

豹幻 + : 〔 5 1( d
,

Q ) )
。

证
.

申定义 2 和 ( 4 )式
,

参看图 1 ,

结论显然
.

据此显然可得 :

推论 1
.

任 扒 〔 E ( d
, p )

,

则在 I( d
,

Q ) 中最多有

一个被撞点
,

或在 sI ( d
,

Q) 中最 多有一条被撞边
.

引理 1
.

设 iP 〔 E ( d
, p )

,

则有

( l) 如 〔 l( d
,

Q )
,
幻 是 扒 的被撞点的充分必要

条件是 : ( d
, iP 价 ) m o d Z , ~ 叭

( 2 ) 而
+ : 〔 5 1( d

,

Q )
,

边 豹幻 + :

是 p ; 的被撞边的

图 l 碰撞点和被撞点或边

充分必要条件是 : (扒宁, , ip 宁,+ ,

) > ( p泞 , ,

d )
.

证
.

由定义 2 ,

引理 1结论显然成立
.

定理 l 限定了 尸与 Q中可碰撞点和被撞点或边所在的范围
,

引理 1给出了判定它们的条

件
,

据此可构造出求 p 中的顶点 九 。 E ( d
, p ) 在 Q中的被撞点

’

价 。 l( d
,

Q )或被撞边 盯不飞
: `

5 1( d
,

Q ) 的快速算法
.

算法 Q F p S (丸
,

{宁
二

二宁,
}

, , ,

d ) 求 扒 在点集 {宁
二

二 宁,
} 中的被撞点或被撞边

输人 几 ` E ( d
, p )

,

{宁
二

二 宁,
} 9 1( d

,

Q )
,

Q 的顶点数 。 ,

方向 .d

输出 夕
, 5 . ,

是一个标志
,

当 j 笋 F :

或 F :

时
, , 一 0 表示 乳 是 iP 的被撞点 ; , ~ l 表

示边 面万;
+ :

是 iP 的被撞边
.

B e苗 n

i f ( d
,
扒 q二 ) < 二 t h e n

i f ( d
,
户宁,

) > , t il e n

1
.
矛一 F :

或 F : ,

表示

( i : ~ F : ; r e t u r n
) ;

(夕: ~ F
: ; r e t u r n

) ;

八 在 Q中无被撞点或边 ,l
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, : ~ 0 ;

( A ) i f x < y t h e n 及: ~ (
x + y ) d i v Z

e l s e 及: 一 ( (。 一
x + y ) d i v Z + :

) m o d 。 ;

/* 取 { q
二

二 q ,
} 的中间点进行检验

,
/

i f 甲 (扒叮* ) ~ 甲 ( d ) t h e n
(

, : ~ 0 ; 夕: ~ 灸; r o t u r n
) ;

/
*
由引理 1 , 宁* 为 iP 的被撞点

今
/

i f ( d
,

p*宁, ) < 二

t h e n i f ( d
,

户`宁卜
:

) > ,

t h e n
(
: : = 一; 护: = 灸一 1 ; r e t u r n

)

/
* 此时不不百奚为 勿 的被撞边

*
/

e l: e i f 甲 (户
` ,卜

;

) 一 中 ( d )

白臼t h e n

e l s e

: ~ o ; j : ~ 及一 一; r e r u r n
)

: ~ 及一 z ; 9 0 〔 o ( A ) )

/
*

下次搜索范围为 { ,
二

二 ,卜
:

}
*
/

e l o e i f 甲 (勿宁。
+ :

) 一 甲 ( d )

t h e n
(

, : ~ 0 ; 夕: ~ 及+ l ; r e t u r n
)

e l s e
(

x : ~ 及+ 1 ; g o t o ( A ) )

/
*
下次搜索范围为 {宁针

:
二 q ,

}
*
/

E n d /
*
算法 Q F p S* /

算法的正确性是显然的
.

由于判定每一 q* 或 云万{
+ :

是否为 介 的被撞点或边所花时间

为 0 ( 1 )
,

而算法采用二分搜索
,

因此算法的时间复杂度为 。 ( 10 9 ,
)

, , 为集合 { q
二

二 q ,
} 中

顶点的个数
.

定义 3
.

设任 iP 〔 E ( d
, p )

,

如下定义

+ `X )

!扒价 }
d

勿 沿 d 到 Q的碰撞距离 id
s
( iP

,

Q
,
d )

:

扒 在 Q中无碰撞点
,

价 是 P` 的被撞点
,

iP 卜不玩
+ ,

而i
十 :

是 户` :为被撞边
,

.̀且.亡1..胜

一
、 .了

dQ,iP
了妞、

S
.j
且d

d

其中 挤一病
+ ,

表示点 介 沿 d 到 玩万;
+ :

的距离
.

由定义 3 ,

当 勿
, 价 以及 价+ :

的坐标与方向 d 给定后
,

可在 0 ( l) 时间内求 得 id s( 八
,

Q
,

d )
.

定义 4

定义 S

.

如下定义 尸沿 d 与 Q碰撞的最小碰撞距离 m in id
s
( 尸

,

Q
,
J )

:

m i n d i s
( 尸

,

Q
,

d ) ~ m i n ( a i s
( p

; ,

Q
,

d )
,

d i s
( 豹

, p ,

一 d ) }

夕̀ 〔 ( d
, p ) 并且 宁, 〔 I( d

,

Q ) )
.

.

若 ip 〔 E ( d
, p ) (或 宁, 〔 l ( d

,

Q ) ) 且有

m i n d i s
( p ,

Q
,
d ) 一 d i s (尸

` ,

Q
,
d ) (或 d i s

( q , , p ,

一 d ) )
,

则称 iP 与 Q (或 幻 与 尸 ) 的碰撞为 p 与 Q的最初碰撞
,

点 iP (或 幻 )为最初碰撞点
.
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产护、

定理 2
.

设 扒 〔 E ( d
, p )

, 宁, 〔 I ( d
,

Q )
,

且 幻 是 户
`
的被撞点

,

如果条件

( i ) 扒 。 m a x
( d

, 尸 ) A [宁, 。 m i n ( d
,

Q ) V ( d
,
p`+ 、扒 ) ( ( d

, 叮卜
: , s ) ]

,

( 11) ip 0 m i n ( d
,

p ) A [价 ` m a x
( d

,

Q ) V ( d
,
扒 ip 一 :

) 李 ( d
, 宁,宁,十 :

) ]
,

( 111) 扒 。 ( E ( d
,

户) 一 m a x
( d

, p ) 一 m i n ( d
,
p ) ) A { [宁, 。 m a x

( d
,

Q ) 八

( d
,
ip + :

ip ) 《 ( d
, 豹 一 :

外 ) 〕V [ ( d
,

九十 ;
扒 ) 镇 ( d

,
外一 :价 ) A ( d

,
p`八一 :

) 李 ( d
,
价宁,十 :

) ] }

中的一个成立
,

则 m i n d i s
( 尸

,

Q
,
d ) 一 !丽 !

.

证
.

只证 ( 111)
,

( i ) 与 ( 11) 的证明类似
.

分三种情况证明
.

图 2

情况 1
.

直线 1
.

平行于 奋声叮户+ .

图 3 过点 p `
作直线 1

.

平行于 们 一讨 ,

价 〔 m i n
( d

,

Q )
.

过点 丸 作直线 l ; 平行 幻价 + , ,

由于 ( d
,

iP 户一口》 ( d
,

八一 :

} 与 Q分处在 l
:

两侧 (图 2 )
.

又由于 价 。 m i n( d
,

Q )
,

与 Q碰撞
,

因此 E ( d
, p ) 中所有可与 Q碰撞的点中

,
扒与 价

此有

iq 豹+l )
,

所以 点 集 {儿
. “ ` 》二

所以 {丸
+ :
二如 ln 健 )

} 中无顶点可

的碰撞是 p 与 Q的最初碰撞
,

因

m i n d i s
( p

,

Q
,
d ) ~ l而 }

.

情况 2
.

q , ` m a x
( d

,

Q )
.

证明方法与情况 1相同 (参看图 3 .)

情况 3
.

iq 〔 ( I ( d
,

Q) 一 m a x
( d

,

Q ) 一 m i n
( d

,

Q ) )
.

过点 P` 作直线 l
:

平行于 夕,口,+ :

(图 4 )
,

由于 ( d
,

扒介一 :

) 》 ( d
, 宁,宁, + :

)
,

所以在点集

{凡。 健 )二扒 } 中 扒 与 iq 的碰撞先于其它点与 Q的碰撞
.

又过点 。 作直线 。 平行于
福

, ,

由于 ( J
,

赢
) 、 ( d

,

森
。

,

所以在 点 集 {。 二

mP 坛。 )
} 中

, 扒 与 iq 的碰撞先于其它点与 Q的碰撞
.

综上所叙
,

可得

nt i n d i s
( 尸

,

Q
,

J ) 一 {丽 }
.

定理 3
.

设 扒 。 E ( J
, p )

, , 1 0 1( d
,

Q )
,

且 iq 是 ip 的被撞点
,

如果 m i n d i s
( 尸

,

Q
,

d ) ~

!而; }
,

则 (匀二 ( 7 )式中至少有一个成立
.
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图 咯l
:

平行于 口月 ,+ : , l
:

平行于 叮 ,一夕 , 图 5 点 p `
与边 夕闪 ,+ ,

碰撞

证
.

设 扒 〔 ( E ( d
, p ) 一 m a x ( d

, p ) 一 m i n
( d

, p ) )
.

若 叮, 〔

扒一 :
}中无点与 Q相撞

,

只有 {扒
+ :
二 p m。 《山 } 中可能有点与 Q相撞

.

m a x
( d

,

Q )
,

则 { p
m : : 。` 》· ,

假定 ( d
,
扒 + :

扒 ) > ( d
,

.

漏
)

,

参看图 3 ,

此时 、
:

与 Q处于 l
:

同侧
,

于是 。 与 , , 的碰撞不是 尸与 Q的最初碰撞
,

与题设矛盾
,

因此应有 ( d
,

p`
+ :

p ` ) 《 ( d
, 宁,一泞 , )

.

若 价 〔 ( I ( d
,

Q ) 一 nt a x ( d
,

Q ) )
,

假定

(d
,

蔽
。 < d(

,

赢
:

)
,

参看图 : 和图 4 ,

点 , `一
:

与 Q同处于 l
:

同侧
,

此时有 }同
> , `一

:

阵

而
+ ,

或 * + :

!兰丽
一 : ,

因此 m i n d i s
( p

,

。
,

J ) , 一丽 一
,

与题设矛盾
,

故应有 ( J而
一 : ) )

( d
, 宁泞 ,+ ;

)
.

同理可证应有 ( d
,
iP + :

P` ) 《 ( d
, 叮卜

:夕, )
,

即 ( 7 )式成立
.

( 5) 或 ( 6 )式的成立同理可证
。

定理 ;
.

设 。 。 E ( `
, , )

,

而 ;
+ : 。 5 1( `

,

Q) 是 。 的被撞边
,

m i n d i s
( p ,

Q
, ` ) 一 ,

阵
每而

+ : 的充分必要条件是

( d
,
ip + :

九 ) 《 ( d
, 宁,一 :夕, ) A ( d

,

介介一 `

) 》 ( d
, 宁s口,+ : )

.

( 8 )

证
.

过点 扒 作直线 l
;

平行 乳宁杆
: ,

作直线 l : 平行 外一
ilq (图 , )

,

余下的证明方法与定理

2 和 3 的证明方法相同
,

故从略
.

由定理 2 , 3 与 4 ,

在已知 扒 和它的被撞点 价 或被撞边 百汤i
十 ,

的情况下
,

可在 0 ( l) 时间

内判定 iP 与 q , 或 玩玩
+ 1

的碰撞是否为 p 与 Q的最初碰撞
,

亦即可在 。 l( ) 时间内确定 id 。

( p`
,

Q
,
J ) 是否为 m i n d i s

( p
,

Q
,
d )

.

下面构造算法 F MD sI
,

用以确定 E ( d
, p ) 中的初始碰撞点

,

若初始碰撞点存在
,

则输

出 p 与 Q的最小碰撞距离 m认 id s( p ,

Q
,
d )

,

若无初始碰撞点
,

则输出无初始碰撞点的标记

才一 l
。

P r o e e d砚 r e F MD I s ( { p
。 : x (` 》二凡

: n (̀ 》
}

, , ,

王̀
, . (` ,二宁m a x (̀ 》

}
, 。 ,

d )

B e 苗 n

扒
一: ~ p m a x (̀ ) ;

`

勿
z :
~ 户

m l n ( ` ) ; 宁̀
:
: ~ 宁m a x (甘 ) ; 幻

,
: ~ 宁二一

。 (` ) ; t : ~ 0 ;

( B ) i f 护
;

李 i
: r h e n i : ~ ( i

:
+ j : ) d i v Z
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e l s。 i : ~ ( (
, 一 i : + 夕

:

) d i v Z + i
:

) m o d , ;

Q F p s (丸
,

{价
:

二 宁̀
,

}
, 。 ,

d ) ;

i f 夕一 尸: : h e n r夕
; :
~ i 一 1 ; g o t o ( B ) ) ;

i f 户一 尸: t h e n
( i

: : ~ i + 1 ; g o t o ( B ) ) ;

( C )

if J
~ o 八夕~ 及 /

* 价 为 扒 的被撞点
,

即 ( d
, 介价 ) m o d Z , 一 。 .l

t h e n
{ i f (条件 ( 5 ) V ( 6 ) V ( 7 ) )

t h e n
(m i n d i s : ~ !户口, } ;

r e t u r n
)

e l s e g o t o ( e ) }

el s e
/
* 此时必有

, ~ 1 ,

夕~ 左
,

边 iq 外十 ;

为 勿 的被撞边
今

/

i r 条件 ( s ) t h e 。
(m i n a i , : 一 , ` {二而

+ ; ; r e t u r n
) ;

i f i t

一 i
, t h e n

(
` :

~ 1 ; r e t u r n
) ; / *

输出无初始碰撞点标志
.
1

i f ( d
,

p`扒一 :

) < ( d
, 宁,豹 + :

)

t h e n [ i f i 一 i: t h e n ( r : ~ 1 ; r e t u r n
)

e l s e
(夕

: :
~ i 一 z ; 夕

2 : ~ 护; g o t o
( B) ) ]

e l s e [ i f 护
:

~ 1 t h e n
(

, : 一 1 ; r e t u r n
)

e l s e
( i

: : ~ i + z ; i: : ~ j ; g o t o ( B ) ) ]

E n d
。

/* 算法 F M D I S * /

算法 FM D IS 每次选取 {户
,
二 iP

,

} 的中点 丸
,

调用一次 Q F sP
,

寻找 八 的被撞点或

边
.

当找到它的被撞点或边
,

就判定 iP 是否为最初碰撞点
,

若是则求出 id s( p ; ,

Q
,

d )
,

否则

继续折半查找
.

算法中片段 ( C ) 将查找范围折半
,

由定理 2 ,
3 和 4 可知

,

折半后省略掉的点

一定不是最初碰撞点
,

故算法的正确性是显然的
.

由于算法 Q F PS 的时间复杂度为 。 ( lo g m )
,

因此算法 F M D is 的时间复杂度在最坏情况下为 0 ( 10 9 n x log m )
.

利用算法 Q F P S 和 F M D IS
,

可构造出求 p 与 Q碰撞的最小碰撞 距离的算法 M P Q D :

P r o e e d “ r e M P Q D ( p ,

Q
,

d )

B呀i n

( l ) 利用文献 [ 1 1 ] 中算法 z 求得 户m a x (` ) ,
Pm ;。 ( ` ) , 宁m a x ’

( ` ) 与 宁, , 。 “ ) ,

并判定 d 是

否为 p 与 Q的可碰撞方向
,

若不是
,

则无最小碰撞距离
,

停止 ;否则

( 2 ) F M D I S ( {户
m a x (` ,

二 户. : 。 (` )
}

, , ,

{宁
, , n (̀ )二 宁m : x (̀ )

}
, 二 ,

d ) ; 若
, 一 0 ,

则 得

。 i n d i s
( 尸

,

Q
,

d )
,

停止 ; 否则

( 3 ) F M D xs ( {宁
. , 。 (̀ )二宁m : x (̀ )

}
, 。 ,

{入
a二 《̀ )二户二

, n 《̀ )
}

, 。 ,

一 d )

E n d
.

若 尸与 Q碰撞
,

其最小碰撞距离一定存在
,

在 E (试
, p ) 或 (I d

,

Q ) 中一定可找到最初碰

撞点
,

因此算法中的 ( 2 )或 ( 3) 一定求得 。 in id s( 尸
,

Q
,

d )
.

算法的时间复杂度为 0 ( 109 o x

fo g 。 )
。

至此问题 A 得到解决
,

即利用算法 M P Q D 可在不超过 O ( 109 0 x 109 。 ) 时间 内求得

幼
,

亦即求得 均
.

这是 目前求 即 的最为快速的算法
。
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三
、

凸多边形与区域D 间的挤压弹性势能

欲用 (l )式给定叮
,

尚需确定凸多边形 ` 与区域 D 间的挤压弹性势能 场 ;
( i 一 1 , 2 ,

…
,

N )
.

平面区域 D 随着实际间题的需要可能是各

种形状
,

但使用最多的是矩形区域和圆形区域
,

下

面仅对这两种区域进行讨论
.

(一 ) 设区域 D 为矩形
,

边长分别为
。
和 .b

如图 6 所示建立坐标系 xo y ,

对于凸多边 i
,

求出

i
。
一 i m a x 、二 ) , i: 一 i` n 《 , ) ,

1
2

一 i二 ,。 (二 )
和 i , 一 去

im
: 二 ( , ) ,

并记为 i。(
x *̀ , , ;。 ) ( 0 《 及《 3 )

.

若有点

i ,

( o 《 l 《 3 ) 满足下式

y ` , > b V y ` , < OV : ` , > a V x ; , < o ,

则点 i ,
落在 D 的外部

,

否则落在 D 的内部
.

于是

可如下求得 i 与 D 的嵌人深度 介( 0 《 l 《 3 )
:

i f o 《 二` z 《 a

t h e n i f 夕` l > b t h e n sl : ~ 夕
11一 b

图 6 在区域 D上建立坐标系 ” y

e l s e i f

e l s e i f x ` z < 0 t h e n 匀

y ; z < 0 t h e n

e l s e

: ~ }
: ` ,

!
e l s e

` , : ~ Iy
, ,
l

介 : ~ O

介 : ~ ix , 一 .a

可如下确定 构` :

、 ` 一 艺 对
.

于是对任凸多边形 ` ,

设其顶点数为 粉 ,

则可在 0 (城构 ) 时间内确定 峋汉i 一 1 , 2 ,

…
,
N )

。

(二 ) 设区域 D 为圆形
,

其半径为 R
.

以 D 的圆心为坐标原点建立坐标系 xo y ,

设凸多边

形 i 距圆心最远的顶点为 儿( ix
, ,

ily )
,

则如下确定 枷
:

“ 。`
_

{
(

了
二

乳+ y :
,

求得点 i ,
需 O (构 ) 时间

,

因此可在

,

几+ , : , 《 R ,

一 R )
2 , x

乳+ y几> R 2.

0 (
, `
) 时间内求得 构` .

至此可得 ( l) 式定义的总弹性势能叮
,

可采用本文第一节所述方法进行求解
,

至于计算

方法和程序设计中的若干考虑
,

可参考文献 7[ 〕与【1 1 1
。

纵观叮 的计算过程
,

可以看出主要工作量集中在求
“
成 `笋 j

, ` ,

j 一 1 , 2 ,

…
,
N )上

。

事实上并不是所有的凸多边形都互相嵌人
,

因此没有必要对任二凸多边形都计算 它 们 间 的

iit
.

下面简要讨论一下计算量削减问题
.

l( ) 可碰撞方向 d 的确定
.

设 i ,

夕为二凸多边形
,
i , 与 八分别 i 与 , 的任一顶点

,

可以

证明 不
. 是 ; 与 , 的一可碰撞方向

,

于是取 ` 为瓜
,

不必做其他的计算 ;

( 2 ) 关于 幼 的计算
.

a
.

可应用文献 [ 10 ]中的算法 IG G ,

判定 ` 与 矛是否相交
,

若不交
,

则 脚 ~ 0 ,

无需调用
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M PQ D计算 介 , ;

b
.

对 i 与 户分别求出 im
a t (二 ) ,

1. : . ( , ) ,
i二 : n (二 ) , i m a x ( , 》

和 夕m
a二 `二》 ,

户二 : 。 。 , ) ,

夕二 , . (二 ) ,

夕。
a二 ( , ) ,

并分另!1

用 i : (
x ` , , y ; ,

) 与 i , (
二 , , , , , , ) ( 0 《 l

,

及《 3 ) 记之
.

如果条件

, `
。

《 y ,
,

V y i
。

镇 , ;: V 二` , 《 x ,
,

V , , , 《 二 ,:

成立
,

则 i 与 i 互不嵌人
, “ ; , ~ 叭 否则 二

轴 (或 y 轴 )方向便是 ` 与 萝的一可碰撞方 向 11tJ
,

于

是可选 d 为 x
(或 力轴方向

,

调用算法 M P Q D 时
,

算法中的 ( l) 可不执行
.

做 a
或 b 的工作只需 O ( 10 9 (

, ` + , , ) ) 时间
,

而计算
, i , 需 O ( 10 9 , ; x 10 9 街 ) 时间

,

从

而可使计算量大大削减
。

四
、

结 束 语

上面主要讨论置人问题的求解
,

为要解决布局问题
,

还必须考虑诸凸多边形间的相互方位

应满足的条件
,

可把这些条件当做约束条件与嗯Z相加作为指标函数
,

再按所述方法求解
.

以卿作为指标函数求可行点
,

尚存在两个实质性困难味
, , ,

一是求 如
,

二是怎样避免虚假

最小点造成的计算时间过量消耗
.

本文所做的工作解决了凸多边形求 翔 的实质性困难
.

至

于第二个困难
,

可望借助计算机图形学和图形数据库的成果获得解决
.
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