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摘要 考虑时滞微分方程

x′(t) = −f(x(t− 1)),

其中 f ∈ C(R,R) 是一个奇函数且满足 xf(x) > 0 (x ̸= 0). 本文通过引进角速度函数以及应用移动直

角三角形技巧,给出了上述方程至多有一个周期为 4的 Kaplan-Yorke型周期解的充分条件,首次改进

了 Nussbaum (1979) 的唯一性结果. 最后, 本文还举例给出了定理的应用.
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1 引言

考虑时滞微分方程

x′(t) = −f(x(t− 1)) (1.1)

及其对应的微分方程组 x′(t) = −f(y),

y′(t) = f(x),
(1.2)

其中 f ∈ C(R,R) 是一个奇函数且满足 xf(x) > 0 (x ̸= 0). 方程 (1.1) 的周期解存在性问题已被广泛

研究, 如文献 [1–5] 等. Kaplan 和 Yorke [1] 证明了以下周期解的存在定理:

定理 A (Kaplan-Yorke 定理) 假设

α = lim
x→0

f(x)

x
和 β = lim

x→∞

f(x)

x

存在 (可以为 0 或 ∞). 如果

min{α, β} <
π

2
< max{α, β}, (1.3)
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并且 F (x) =
∫ x

0
f(s)ds → ∞ (当 x → ∞时),则方程 (1.1)存在振动的周期解 x,且周期为 4,满足方程

组 (1.2), 这里 y(t) = x(t− 1) 以及满足 x(t− 2) = −x(t).

这种形式的解我们称为 Kaplan-Yorke 型周期解. 后来, Nussbaum [2] 证明了条件 F (x) → ∞ (当

x → ∞ 时) 可以去掉. 这一研究的两大特点在于, 一是提供了研究时滞微分方程周期解的新方法, 将

方程 (1.1) 的 Kaplan-Yorke 周期解问题转化为研究常微分方程组 (1.2) 的 Kaplan-Yorke 周期解问题

(这一方法已得到广泛应用, 参见文献 [2, 3, 6–8] 等), 即证明了时滞微分方程 (1.1) 的 Kaplan-Yorke 型

周期解与常微分方程组 (1.2) 的 Kaplan-Yorke 型周期解完全是等价的; 二是证明了所得周期解的周

期是最小的. 但是, 条件 (1.3) 在定理的证明中起了十分重要的作用. 最近, 文献 [8] 证明了在 (1.3)

不成立的前提下, 方程 (1.1) 仍可能存在周期为 4 的 Kaplan-Yorke 周期解, 即当 max{α, β} < π
2 , 或

min{α, β} > π
2 , 或 α = π

2 , 或 β = π
2 , 甚至 α 或 β 不存在时, 均给出了方程 (1.1) 至少有一个周期为 4

的 Kaplan-Yorke周期解的充分条件.相反,研究 (1.1)的周期解唯一性的工作却相当少. 早在 1979年,

Nussbaum [9] 证明了下面定理:

定理 B [9] (Nussbaum 唯一性定理) 假设 f(x) = ax (对 |x| 6 b, 其中 b > 0 且 a 是一个常

数). 如果 f(x)
x 对于 x > b 是严格单调递增 (或严格单调递减) 的, 则 (1.1) 至多有一个周期为 4 的

Kaplan-Yorke 周期解.

这是到目前为止, 仅有的关于 (1.1) 的 Kaplan-Yorke 周期解唯一性的工作. 这个结果的显著特点

是条件简洁且易于验证, 但不足之处是对 f(x)
x 的单调性条件太强. 本文目的是减弱其单调性, 即不要

求 f(x)
x 具有整体单调性. 为方便起见, 我们记 ϕ(x) = f(x)

x (对于 x ̸= 0), ϕ(0) = lim infx→0
f(x)
x . 本文

的主要结果如下:

定理 1 假设存在常数 0 < b1 < b 使得 2F (b1) 6 F (b), ϕ(x) 6 π
2 (对于 0 < x 6 b), 并且 ϕ(x) 在

原点的任何邻域不恒等于 π
2 . 如果对每个 α ∈ (0, 1),函数 ϕ(x)+α2ϕ(αx)对于 x ∈ [b1,

b1
α ]是单调递增

的, 那么 (1.1) 至多有一个周期为 4 的 Kaplan-Yorke 周期解.

注 1 由定理的条件可知, ϕ(x) 在 x ∈ [b1,∞) 上是单调递增的 (令 α → 0 即可). 与 Nussbaum

唯一性定理比较, 除函数 ϕ(x) 在区间 (0, b1] 内可以不单调递增外, 在 x > b1 上的单调性也不一定是

严格的.

类似地, 我们有以下定理:

定理 2 假设存在常数 0 < b1 < b 使得 2F (b1) 6 F (b), ϕ(x) > π
2 (对于 0 < x 6 b), 并且 ϕ(x) 在

原点的任何邻域不恒等于 π
2 . 如果对每个 α ∈ (0, 1),函数 ϕ(x)+α2ϕ(αx)对于 x ∈ [b1,

b1
α ]是单调递减

的, 那么 (1.1) 至多有一个周期为 4 的 Kaplan-Yorke 周期解.

下面的推论显然成立.

推论 1 假设存在常数 0 < b1 < b 使得 2F (b1) 6 F (b), ϕ(x) 6 (或 >) π
2 (对于 0 < x 6 b), 并且

ϕ(x) 在原点的任何邻域不恒等于 π
2 . 如果函数 ϕ(x) 对于 x > b1 是单调递增 (或递减) 的, 那么 (1.1)

至多有一个周期为 4 的 Kaplan-Yorke 周期解.

2 预备知识

为了证明本文的定理, 我们需要建立几个概念与引理, 它们将在定理的证明中起到十分重要的作

用. 为方便起见, 对 (x, y) ̸= (0, 0), 定义

I(x, y) =
x2ϕ(x) + y2ϕ(y)

x2 + y2
. (2.1)
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补充定义 I(0, 0) = ϕ(0). 显然, I ∈ C(R2/{(0, 0)},R). 令 H(x, y) = F (x) + F (y), 则对任意的 c > 0, 系

统 (1.2) 的满足初始条件 x(0) = c, y(0) = 0 的解是周期的, 并且其对应的轨道 Γc = {Ac(t) = (xc(t),

yc(t)) | t ∈ R} 关于 x 轴、y 轴以及直线 y = x 和 y = −x 是对称的, 并且还满足

H(xc(t), yc(t)) = F (xc(t)) + F (yc(t)) = F (c), t ∈ [0, T (c)].

让 T (c) 表示轨道 Γc 的最小周期, 则轨道 Γc 与 x 轴和 y 轴按逆时针方向的四个交点分别是 Ac(0)

= (xc(0), yc(0)) = (c, 0), Ac(
T (c)
4 ) = (0, c), Ac(

T (c)
2 ) = (−c, 0) 和 Ac(

3T (c)
4 ) = (0,−c). 同样, 通过 Lc

关于 y = x 和 y = −x 的对称性, 容易看出, Lc 与直线 y = x 和 y = −x 依逆时针方向的四个交

点分别是 Ac(
T (c)
8 ) = (F−1( 12F (c)), F−1( 12F (c))), Ac(

3T (c)
8 ) = (−F−1( 12F (c)), F−1( 12F (c))), Ac(

5T (c)
8 )

= (−F−1( 12F (c)),−F−1( 12F (c))) 和 Ac(
7T (c)

8 ) = (F−1( 12F (c)),−F−1( 12F (c))). 由于前面提到的对称性,

因此, 轨道 Γc 完全可以由它的八分之一部分, 即由 {Ac(t) | t ∈ [0, T (c)
8 ]} 部分来决定.

对于 (x, y) ̸= (0, 0), 让 θ(x, y) 表示从正 x 轴按逆时针方向到连接原点 (0, 0) 和 (x, y) 的线段所

成的夹角. 现在, 记 θc(t) = θ(Ac(t)) = θ(xc(t), yc(t)), 则 tan(θc(t)) =
yc(t)
xc(t)

, 并且从 (1.2) 和 (2.1), 我们

得到

θ′c(t) =
x2
c(t)ϕ(xc(t)) + y2c (t)ϕ(yc(t))

x2
c(t) + y2c (t)

= I(Ac(t)).

这表明 I(Ac(t)) 就是轨线 Γc 在点 Ac(t) 的旋转速度或角速度. 因此, 我们称 I(x, y) 为系统 (1.2) 的角

速度函数. 它将在定理的证明中起十分重要的作用. 下面的引理 1 取自文献 [8].

引理 1 [8] 假设 ϕ(x) 6 π
2 (或 > π

2 ) 且
f(x)
x 在原点的任何邻域不恒等于 π

2 , 那么 (1.2) 没有周期

为 4 的 Kaplan-Yorke 型周期解.

引理 2 假设存在 h > 0 使得 ϕ(x) 在 x > h 上是单调递增的, 那么对满足 x0 > h, y0 > h 的

(x0, y0), I(αx0, αy0) 关于 α > 1 是单调递增的.

证明 由于 I(αx0, αy0) =
x2
0ϕ(αx0)+y2

0ϕ(αy0)

x2
0+y2

0
以及 ϕ(x) 的单调性, 故 I(αx0, αy0) 关于 α > 1 是单

调递增的. 证毕.

另外, 对于 c > 0 以及 t ∈ [0, T (c)
8 ], 令 βc,t =

yc(t)
xc(t)

, 则 βc,t ∈ [0, 1]. 这样, 在直线 y = βc,tx 上, 它的

角速度函数为

Iβc,t(x) =
ϕ(x) + β2

c,tϕ(βc,tx)

1 + β2
c,t

.

引理 3 假设存在常数 0 < b1 < b使得 2F (b1) 6 F (b)以及对每个 α ∈ (0, 1),函数 ϕ(x)+α2ϕ(αx)

对于 x ∈ [b1,
b1
α ] 是单调递增的, 则 T (c) 在 c > b 上是单调递减的.

证明 对任意的 b 6 c1 < c2, 我们只需证明 T (c1) > T (c2). 我们比较相应的两条轨道 Γc1 和 Γc2 .

这样, 对每个 t ∈ [0, T (c1)], 存在唯一的 s ∈ [0, T (c2)] 使得

θc1(t) = θc2(s).

由于 θc1(t) 是严格单调递增的, 故它的逆映射 θ−1
c1 存在, 记上式定义的函数为

t = θ−1
c1 θc2(s) = wc1,c2(s), s ∈ [0, T (c2)]. (2.2)

容易看到, 由 (2.2) 定义的函数 t = wc1,c2(s) 是连续可微且严格单调递增的, 而且

dt

ds
= w′

c1,c2(s) =
θ′c2(s)

θ′c1(t)
=

I(Ac2(s))

I(Ac1(t))
, s ∈ [0, T (c2)].
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显然, βc1,t = βc2,s. 于是由上式, 可得

dt

ds
= w′

c1,c2(s) =
ϕ(xc2(s)) + β2

c1,tϕ(βc1,txc2(s))

ϕ(xc1(t)) + β2
c1,tϕ(βc1,txc1(t))

=
Iβc1,t(xc2(s))

Iβc1,t
(xc1(t))

.

由于对每个 s ∈ [0, T (c2)
8 ], 有 b1 6 xc1(t) < xc2(s), 故根据引理的条件, 我们得到

Iβc1,t
(xc2(s)) > Iβc1,t

(xc1(t)),

从而,
dt

ds
= w′

c1,c2(s) > 1, s ∈
[
0,

T (c2)

8

]
.

对上式从 0 到 T (c2)
8 求积分, 得 T (c1)

8 > T (c2)
8 , 即 T (c1) > T (c2), 故结论成立. 证毕.

3 定理的证明

定理 1 的证明 如果 ϕ(x) 6 π
2 (对于所有 x > b), 那么应用引理 1, 此时 (1.2) 没有周期为 4 的

Kaplan-Yorke 型周期解. 现在假设存在某个 h > b 使得 ϕ(h) = π
2 且 ϕ(x) > π

2 (对于 x > h). 不妨假

设 h = b. 我们仅需要证明 (1.2) 有且仅有一个周期为 4 的 Kaplan-Yorke 型周期解. 从文献 [8], 可得

T (c) > 4 (对于 c ∈ (0, b]) 及 T (∞) < 4. 因此, 必定存在 c1 > b 使得 T (c1) = 4 及 T (c) > 4 (对于 0 < c

< c1). 根据引理 3, T (c) 在 c > b 上是单调递减的. 反设定理的结论不成立, 则必存在 c2 > c1 使得

T (m) ≡ 4, m ∈ [c1, c2], (3.1)

以及 T (m) < 4 (对于 m > c2). 下面将应用移动三角形技巧证明 (3.1) 是不可能的. 现假设 (3.1) 是正

确的. 我们考虑轨道 Γm 和 Γc2 . 对每个 s ∈ [0, T (c2)
8 ], 存在唯一的 t ∈ [0, T (m)

8 ]使得 θm(t) = θc2(s). 因

此, I(x, y) 在每个连接 Am(t) 和 Ac2(s) 的线段上取常值, 即存在 rt > 0 使得

Iβm,t(x) =
ϕ(x) + β2

m,tϕ(βm,tx)

1 + β2
m,t

≡ rt, x ∈ [xm(t), xc2(s)].

现在证明 rt 等于一个常数. 令 r = rT (m)
8

, 则可以证明 rt ≡ r 并且

ϕ(x) ≡ r, x ∈ [0, c2]. (3.2)

如图 1所示,现在我们开始构造直角三角形序列 {△AnBnCn}. 让 A1=Am(T (m)
8 ), B1=Ac2(

T (c2)
8 )

图 1 移动直角三角形序列 {△AnBnCn} 示意图
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且 C1 是直线 y = ym(T (m)
8 ) 与 x = xc2(

T (m)
8 ) 的交点. 这样, ∆A1B1C1 就是位于 Γm 与 Γc2 之间的

一个直角三角形. 连接原点 O = (0, 0) 与 C1 的直线 OC1 分别与轨道 Γm 和 Γc2 要相交, 记它们的交

点分别为 A2 和 B2. 因此存在 t1 ∈ (0, T (m)
8 ) 和 s1 ∈ (0, T (c2)

8 ) 使得 A2 = Am(t1) = (xm(t1), ym(t1)),

B2 = (xc2(s1), yc2(s1)). 让 C2 是直线 y = ym(t1) 与 x = xc2(s1) 的交点, 则获得了第二个直角三角形

△A2B2C2 , 它也位于 Γm 与 Γc2 之间. 通过类似的方法, 我们可以构造直角三角形序列 {△AnBnCn},
其中 An+1 = Am(tn) = (xm(tn), ym(tn)), Bn+1 = (xc2(sn), yc2(sn)), Cn = (xc2(sn), ym(tn)), 0 < tn+1

< tn < T (m)
8 , θm(tn) = θc2(sn), n = 1, 2, . . . 这个三角形序列的构造在定理的证明中将起着十分重要的

作用, 我们称这种方法为移动三角形技巧. 显然, 序列 {xm(tn)} 是严格单调递增的, 而序列 {ym(tn)}
是严格单调递减的. 容易证明

lim
n→∞

xm(tn) = m, lim
n→∞

ym(tn) = 0,

lim
n→∞

xc2(sn) = c2, lim
n→∞

yc2(sn) = 0.

因此,

lim
n→∞

△AnBnCn = [m, c2].

由于在线段 A1B1 上, 有 I(x, y) = ϕ(x) = r, 因此可得 ϕ(x) = r (对于 x ∈ [xm(T (m)
8 ), xc2(

T (c2)
8 )]). 为

方便起见, 记 d1 = xm(T (m)
8 ), h1 = xc2(

T (c2)
8 ), 那么 A1 = (d1, d1), B1 = (h1, h1) 以及 C1 = (h1, d1), 从

而有

ϕ(x) ≡ r, 对于 x ∈ [d1, h1]. (3.3)

进一步地, 可得

I(x, y) ≡ r, 对于 (x, y) ∈ △A1B1C1.

于是,

rt ≡ r 对于 t ∈
[
t1,

T (m)

8

]
.

现在, 令 d2 = ym(t1), h2 = xc2(s1), 则对每个 x ∈ [d2, d1], 存在 t(x) ∈ [t1,
T (m)

8 ] 使得 x = ym(t(x)). 由

于 xm(t(x)) ∈ [d1, h1], 所以 ϕ(xm(t(x))) = r, 从而可得 ϕ(x) = r, 这就证明了

ϕ(x) ≡ r, 对于 x ∈ [d2, d1].

同理, 可以证明

ϕ(x) ≡ r, 对于 x ∈ [h1, h2].

结合 (3.3), 可得

ϕ(x) ≡ r, 对于 x ∈ [d2, h2]. (3.4)

以此类推, 通过归纳法并结合 (3.4), 可得

ϕ(x) ≡ r, 对于 x ∈ [dn, hn], n = 1, 2, . . . , (3.5)

其中 dn = ym(tn−1), hn = xc2(sn−1), n = 1, 2, . . . 并补充定义 t0 = T (m)
8 , s0 = T (c2)

8 . 显然, 当 n → ∞
时, 有 dn → 0 和 hn → c2. 于是, 对 (3.5) 求极限, 得到 ϕ(x) ≡ r, 对于 x ∈ [0, c2]. 这就证明了 (3.2) 成

立, 这显然是不可能的, 故 (3.1) 不成立. 证毕.
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4 一个例子

例 1 令 f(x) = x(π2 − 2
β − x2 + βx4), 其中 β > 17

2π 是一个常数. 令 b1 = 1√
β
, b =

√
2√
β
, 那么通过

一个简单的计算, 我们得到 2F (b1) < F (b) 以及 ϕ(b) = π
2 . 容易证明 ϕ(x) = π

2 − 2
β − x2 + βx4 在区间

(0, 1√
2β

] 上是严格单调递减的, 在区间 [b1,∞) 上是严格单调递增的. 通过计算, ϕ(x) + α2ϕ(αx) = (π2
− 2

β )(1 + α2) − (1 + α4)x2 + β(1 + α6)x4 在 [b1,
b1
α ] 上是严格单调递增的. 因此根据定理 1, 方程 (1.1)

至多有一个周期为 4 的 Kaplan-Yorke 型周期解. 另一方面, 根据文献 [1], 方程 (1.1) 至少有一个周期

为 4的 Kaplan-Yorke型周期解.因此, 我们就证明了方程 (1.1)只有一个周期为 4的 Kaplan-Yorke型

周期解. 但是, 它不满足 Nussbaum 唯一性定理的条件.
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Uniqueness of periodic solutions for delay differential equations

YU JianShe

Abstract Consider the following delay differential equation x′(t) = −f(x(t−1)), where f ∈ C(R,R) is odd and

satisfies xf(x) > 0 for x ̸= 0. By introducing the angular speed function and developing a novel technique, the

moving triangle technique, we obtain sufficient conditions for the above equation to have at most one Kaplan-Yorke

periodic solution with period 4. This is the first time to improve the uniqueness result obtained by Nussbaum in

1979. Finally, an example is given to illustrate our results.

Keywords delay differential equations, Kaplan-Yorke periodic solutions, Hamiltonian system, angular

speed function, moving triangle technique
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